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Mı́sto úvodu

V letńım semestru školńıho roku 2005/2006 je pro některé obory infor-
matiky zaváděn předmět “Matematické struktury”. Jeho úkolem je

• shrnout některé věci, kterým se studenti v dosavadńım studiu naučili
a ukázat na některé obecné zákonitosti,

• doplnit partie, kterým v předchoźım studiu pozornost věnována nebyla,
třebaže tvoř́ı podstatnou část základ̊u teorie informatiky (to se týká
zejména otázek spojených s částečným uspořádáńım),

• a rozš́ı̌rit znalosti z předchoźıho (studenti se něco dozvěděli o met-
rických prostorech, v informatice však často potřebuj́ı sṕı̌s prostory
obecněǰśı; měli některé konkretńı partie z algebry, maj́ı-li se však zabý-
vat teoretickou informatikou, neuškod́ı jim př́ıprava obecněǰśımi otáz-
kami universálńı algebry).

Při studiu předmětu se širš́ım rozsahem je vždy trochu problematické
doporučovat a shánět literaturu. Proto byl připraven tento text, který v́ıce
než pokrývá požadovanou látku. Studenty bych rád hned uklidnil: nelekněte
se, samozřejmě nebude ke zkoušce předepsáno všechno. Některá mı́sta jsou
prostě doplněńım daného thematu, jiná zase mohou sloužit jako informace,
ke které se čtenář třeba později vrát́ı.

Text je (prozat́ım) rozdělen do šesti kapitol.
Prvńı z nich má dvě části. Nejprve jsou zde úmluvy z teorie množin; jedná

se o fakta, která student zná odjinud, je jen třeba se (1) dohodnout o značeńı a
(2) zd̊uraznit, co bude v daľśım potřeba. V druhé části jsou jednoduchá fakta
o relaćıch, relačńıch systémech, homomorfismech a základńıch konstrukćıch.
Jsou to opravdu velmi jednoduché (a trochu nudné) záležitosti, čtenář by
jim ale pozornost věnovat měl kv̊uli analogíım, které se budou stále vracet v
daľśım.

Kapitoly druhá a třet́ı jsou věnovány částečným uspořádáńım a jejich
speciálńım př́ıpad̊um. V teoretické informatice hraj́ı uspořádáńı a otázky s
nimi spojené základńı roli, a student by jim měl věnovat zvláštńı pozornost
(přál bych si, aby v těchto kapitolách měl sṕı̌s pocit, že se pro své potřeby
nedozvěděl dost). V kapitole druhé jsou předložena základńı fakta, v kapitole
třet́ı najdeme algebraické aspekty speciálńıch uspořádáńı.
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V kapitole čtvrté se věnujeme základńım pojmům universálńı algebry.
Kromě obecných definic a konstrukćı se věnujeme volným algebrám, a do-
kazujeme velmi zásadńı Birkhoffovu větu o systémech algeber popsaných
rovnicemi.

Kapitoly pátá a šestá se zabývaj́ı otázkami topologickými. Vycháźıme z
toho, že byl student již v prvńım ročńıku seznámen s metrickými prostory, což
je pro chápáńı struktury prostoru výborný základ. V teoretické informatice i
jinde bude ale potřebovat obecněǰśı pojmy a o těch by se měl něco dozvědět
zde. Je tomu věnována celá kapitola pátá (topologie) a druhá část kapitoly
šesté (uniformita). Prvńı část šesté kapitoly doplňuje znalosti z metrických
prostor̊u.

——————————

Nejsou zde, v žádném smyslu, předkládána definitivńı skripta. V per-
spektivě uvažujeme s Annou Tozzi o podstatně rozsáhleǰśım textu (jehož by
tento byl základem), který by mohl sloužit i doktorand̊um. Měl by jistě obsa-
hovat základy teorie kategoríı (které jsou zde úplně zanedbány), speciálněǰśı
topologické otázky spojené s informatikou, v́ıce o částečných uspořádáńıch v
informatice, něco o dualitách, atd. Očekávám, že též zkušenosti s přednáškou
poskytnou užitečné podněty.

Odkazy. Odkazujeme-li na bod v jiné kapitole, je tato vyznačena ř́ımskou
č́ıslićı: třeba, “. . . viz IV.3.1” odkazuje na bod 3.1, jsme-li v kapitole jiné.
Jsme-li v téže kapitole, ř́ımskou č́ıslici vynecháváme.
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Kapitola I

Množiny, relace, zobrazeńı

1. Množiny : dohoda o značeńı

1.1. Jako obvykle bude prázdná množina označována symbolem ∅ a náležeńı
symbolem ∈. Inklusi, raději než A ⊂ B, budeme označovat

A ⊆ B.

Inkluse je d̊uležité částečné uspořádáńı a udržujeme analogii se symbolem ≤.

1.2. Množiny dané výčtem obvykle označujeme

{a, b}, {x}, {x1, x2, . . .}, {A1, . . . , An}

a podobně. Množinu všech prvk̊u dané vlastnosti V ṕı̌seme jako

{x |V(x)}

(třeba, {A |A ⊆ X}), př́ıpadně vyznač́ıme část specifikace před znaménkem
|, jako v

{a ∈ A |V(a)}
(tedy např. {x |x reálné, x ≥ 5} i {x ∈ R |x ≥ 5}).

Pro soubory, t.j. soustavy prvk̊u s př́ıpadným opakováńım a pořad́ım
určeným nějakými prostředky (explicite zapsaným pořad́ım jako v (a, b) nebo
(x1, x2, . . . , xn), pomoćı index̊u (xi)i∈J nebo “funkčńıch hodnot” (x(i))i∈J , a
podobně) nikdy neuž́ıváme složených závorek. Obvykle už́ıváme závorek
prostých, nebo (jako u posloupnost́ı x1, x2, . . . ) závorky v̊ubec vynecháme.

1.3. Sjednoceńı a pr̊uniky budou označovány běžným zp̊usobem (A∪B,
A∩B,

⋃
i∈J Ai,

⋂
i∈J Ai a pod.); připomı́náme, že pro A soustavu množin je⋃

A =
⋃
A∈A

A a
⋂
A =

⋂
A∈A

A.
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1.4. Soubory typu (x, y) se nazývaj́ı uspořádané dvojice. Podobně uspo-
řádané trojice (x, y, z), čtveřice, n-tice (x1, . . . , xn).

Poznámka. Z kursu teorie množin čtenář asi zná r̊uzné popisy uspořá-
daných množin pomoćı “neuspořádaných systémů”, jako třeba (a, b) =
{a, {a, b}}. Uvědomte si, že tam jde o to, zakodovat uspořádanou dvo-
jici pomoćı náležeńı, ne o vysvětleńı toho, co je pořad́ı; co přijde dř́ıve
a co později muśıme umět poznat bez toho, už kv̊uli čteńı jakýchkoli
formuĺı, konec konc̊u i formule nahoře.

Kartézský součin množin X, Y je

X × Y = {(x, y) |x ∈ X, y ∈ Y }.

Obecněji, kartézský součin souboru Xi, i ∈ J , je∏
i∈J

Xi = {(xi)i∈J |xi ∈ Xi}.

Pro konečné soubory ṕı̌seme

X × Y × Z, X1 × · · · ×Xn

a podobně.

1.5. Množinu všech podmnožin množiny X, t.j.

{A |A ⊆ X},

označujeme
P(X) nebo expX

(o jednotnost se nesnaž́ıme, v literatuře se už́ıvaj́ı r̊uzné symboly a neńı na
škodu když si na to čtenář zvykne).

1.6. Naopak d̊usledně stejně budeme označovat některé často se opakuj́ıćı
množiny:

N . . . množinu přirozených č́ısel,

Z . . . množinu celých č́ısel,

R . . . množinu reálných č́ısel,
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přesto ale občas připomeneme o co jde.

1.7. Čtenář mé pravděpodobně za sebou nějaký kurs formálńı teorie
množin. Zde se budeme (v zásadě) držet systému Gödel-Bernays-von Neu-
mannova. Pokud ale kurs nebyl, neńı to žádné neštěst́ı. Čtenář jistě aspoň
slyšel o paradoxech teorie množin (typu “množina všech množin” a podobně),
kterým je potřeba se vyhnout. Dělá se to (v podstatě) rozlǐsováńım mezi
množinami (soustavami prvk̊u, které samy mohou být prvky jiných korektně
definovaných soustav) a tř́ıdami (soustavami, které jsou korektně definovány,
ale prvky jiných už samy býti nemohou).

Někdy (ne př́ılǐs často, ale přece jen) bude v tomto textu rozlǐsováńı mezi
množinami a tř́ıdami nutné.

2. Binárńı relace

2.1. (Binárńı) relace na množině X je libovolná podmnožina R ⊆ X ×X.

Poznámka. Brzy se budeme zabývat i jinými než binárńımi relacemi
(n-árńımi, M -árńımi a pod.). Pokud je to ale z kontextu zřejmé, už́ıvá
se slovo relace bez př́ıvlastku pro relace binárńı. Budeme to v daľśım
také dělat.

Často se ṕı̌se
xRy mı́sto (x, y) ∈ R

a označuje
xR = {y |xRy} a Ry = {x |xRy}.

Za zvláštńı označeńı stoj́ı diagonálńı relace, nebo diagonála,

∆ = ∆X = {(x, x) |x ∈ X}.

2.2. Relace se mezi sebou skládaj́ı podle pravidla

R ◦ S = {(x, z) |∃y, xRy, ySz}.

Jiná operace s relaćı je inverse relace R

R−1 = {(x, y) |(y, x) ∈ R}.
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Následuj́ıćı velmi jednoduchá pravidla budeme už́ıvat bez daľśıho vysvětlo-
váńı.

R1 ⊆ R2, S1 ⊆ S2 ⇒ R1 ◦ S1 ⊆ R2 ◦ S2 a R−1
1 ⊆ R−1

2 ,

(R ◦ S) ◦ T = R ◦ (S ◦ T ), ∆ ◦R = R ◦∆ = R,

(R ◦ S)−1 = S−1 ◦ T−1.

Speciálně si všimněte, že

je-li ∆ ⊆ R, je R ⊆ R ◦R,

a také toho, že na druhé straně R ⊆ R ◦R neplat́ı obecně.

2.3. Následuj́ıćı vlastnosti relaćı maj́ı ustálená jména

∆ ⊆ R : R je reflexivńı, reflexivita,

R = R−1 : R je symetrická, symetrie,

R ◦R ⊆ R : R je transitivńı, transtivita,

R ⊆ R ◦R : R je interpolativńı, interpolativita.

Ustálené termı́ny se už́ıvaj́ı též pro některé kombinace:
R je ekvivalence ≡ R je reflexivńı, symetrická a transitivńı.
R je předuspořádáńı ≡ R je reflexivńı a transitivńı.

2.4. Nejmenš́ı reflexivńı relace obsahuj́ıćı R je zřejmě

R ∪∆.

Nejmenš́ı symetrická pak
R ∪R−1

(všimněte si, že R ∩R−1 je zase nejvěťśı symetrická relace obsažená v R).
Dosáhnout transitivity je o trochu těžš́ı, muśı se vźıt

R ∪ (R ◦R) ∪ (R ◦R ◦R) ∪ · · · (
n−krát︷ ︸︸ ︷

R ◦ · · · ◦R) ∪ · · · .

Jako jednoduché cvičeńı dokažte, že nejmenš́ı ekvivalence obsahuj́ıćı R je

∆ ∪ R̃ ∪ (R̃ ◦ R̃) ∪ (R̃ ◦ R̃ ◦ R̃) ∪ · · · (

n−krát︷ ︸︸ ︷
R̃ ◦ · · · ◦ R̃) ∪ · · ·

kde R̃ = R ∪R−1.
Nejmenš́ı interpolativńı relace obsahuj́ıćı danou obecně neexistuje, ale

největš́ı v dané obsažená ano. S t́ım se setkáme v V.5.5.
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3. Zobrazeńı

3.1. Běžnou definici zobrazeńı, jak se obvykle zavád́ı v základech teorie
množin, budeme muset trochu modifikovat. Obvykle se postupuje takto:

(Z) Rozš́ı̌ŕıme pojem relace na podmnožiny R ⊆ X×Y kartézského součinu
v němž množiny X a Y mohou být r̊uzné, a zobrazeńı z X do Y je pak
taková relace R ⊆ X × Y , že ke každému x ∈ X existuje právě jedno
y ∈ Y takové, že (x, y) ∈ R.

Máme problém s t́ım, že z takové relace nemůžeme rekonstruovat obor hodnot
Y . Na jeho stanoveńı ale zálež́ı.

Budeme tedy zobrazeńı f : X → Y chápat raději jako následuj́ıćı soustavu
dat

• definičńı obor X,

• obor hodnot Y ,

• a jakoukoli specifkaci f přǐrazuj́ıćı ke každému prvku x ∈ X právě
jeden prvek z Y (ten potom obvykle označujeme f(x)); ta může být
representováno třeba relaćı ze (Z) nahoře, ale také se můžeme na f
d́ıvat jako na symbol zastupuj́ıćı předpis, někdy třeba explicite daný,
někdy aspoň formálně předpokládaný).

Nyńı jistě namı́tnete, že definičńı obor je relaćı R v (Z) určen. To je v
tomto okamžiku pravda, ale ponecháváme si otevřená vrátka pro pozděǰśı
úvahy, kdy definičńı obor a obor hodnot budou obsahovat daľśı informaci
(mluv́ıme-li třeba o spojitém zobrazeńı: relace f ⊆ X × Y , sama o sobě
takovou vlastnost jako spojitost nemá, ani když specifikujeme množinu Y ,
teprve ve vztahu k strukturám na X a Y tento pojem źıskává smysl).

Množinu všech zobrazeńı z X do Y budeme označovat

Y X .

3.2. Máme-li explicitńı formuli F pro nějaké zobrazeńı, vyznačujeme to
někdy symbolem x 7→ F(x), jako např. v f = (x 7→ x2 + x) : R → R pro
reálnou funkci určenou vyznačeným polynomem, nebo v (x 7→ {x}) : X →
P(X).
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3.3. Skládáńı zobrazeńı. Relace R ⊆ X × Y a S ⊆ Y ×X je možno
skládat stejně jako v 2.2, totiž podle formule

R ◦ S = {(x, z) |∃y, xRy, ySz}.

Tak můžeme skládat i zobrazeńı f : X → Y a g : Y → Z.
Jenomže : Je zvykem psát skládáńı zobrazeńı obráceně, t.j. jako

gf nebo g · f mı́sto f ◦ g.

To vycháźı z dosazováńı hodnot

(gf)(x) = g(f(x)). (∗)

Možná to trochu mate, ale snahy změnit tento zp̊usob psańı se zat́ım neujaly
(i když se pokusy objevuj́ı znovu a znovu). Možná proto, že “správné” pořad́ı
v konfrontaci s (∗) mate ještě v́ıc.

Identické zobrazeńı (x 7→ x) : X → X se obvykle označuje

idX nebo též 1X .

Zřejmě plat́ı formule

f(gh) = (fg)h, a pro f : X → Y je idY · f = f · idX = f.

Je-li X ⊆ Y , d́ıváme se na vložeńı X do Y často jako na zobrazeńı
j = (x 7→ x) : X → Y . Mluv́ıme pak o zobrazeńı vložeńı a často ṕı̌seme
j : X ⊆ Y .

3.4. Řekneme, že f je zobrazeńı prosté jestliže

x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y)

a že je to zobrazeńı na jestliže

∀y ∈ Y ∃x ∈ X, y = f(x).

Řekneme, že f je vzájemně jednoznačné je-li prosté i na. V posledńım př́ıpadě
máme jednoznačně definované inversńı zobrazeńı g : Y → X ( g(y) = x právě
když y = f(x)) charakterisované rovnostmi

fg = idY , gf = idX .
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Pokud inversńı zobrazeńı k zobrazeńı f existuje, označuje se obvykle

f−1.

Pozorováńı. f je prosté právě když je j́ım v operaci skládáńı možno
krátit zleva, t.j., právě když

fg = fh ⇒ g = h.

f je zobrazeńı na právě když je j́ım v operaci skládáńı možno krátit zprava,
t.j., právě když

gf = hf ⇒ g = h.

(Že je takovými zobrazeńımi možno krátit tak, jak je řečeno je zřejmé.
Nechť naopak f neńı prosté a nechť f(a) = f(b) a a 6= b. Definujme zobrazeńı
g, h : {0} → X předpisy g(0) = a, h(0) = b. Potom fg = fh třebaže g 6= h.

Nechť f neńı na. Definujme g, h : Y → {0, 1} předpisy g(x) = 0 pro
všechna y, a h(y) = 0 kdykoli y = f(x) pro nějaké x, h(y) = 1 jinak. Potom
gf = hf a g 6= h.)

Poznámky. 1. Vid́ıte, že z hlediska operace skládáńı jsou zobrazeńı
prostá a zobrazeńı na jakési protěǰsky. Při klasické definici zobrazeńı by-
chom s t́ım měli problémy: otázka, zda je zobrazeńı prosté nebo ne je tam
významná; otázka, zda zobrazeńı je na nedává smysl.

2. Jsem si vědom toho, že použ́ıváńı slova “na” jako adjektiva je v češtině
nehezké (ostatně ani v angličtině obdobné použ́ıváńı slova “onto” neńı nic
moc). Ale žádná rozumná alternativa zat́ım nab́ıdnuta nebyla (kdybychom se
rozhodli pro “surjektivńı”, asi bychom potom měli už́ıvat “injektivńı” mı́sto
“prosté”, a to je přet́ıžený termı́n – a nav́ıc by byla škoda neuž́ıvat zažitého
a pěkného českého termı́nu).

3. Jako jsou zobrazeńı vložeńı jakýmisi “nejzákladněǰśımi prostými zo-
brazeńımi”, můžeme za “nejzákladněǰśı zobrazeńı na” považovat faktorisace
(kvocienty) podle ekvivalenćı E, totiž zobrazeńı q : (x 7→ xE) : X → X/E,
kde X/E jen t.zv. množina tř́ıd ekvivalence (jak si čtenář jistě vzpomı́ná z
prvńıho ročńıku, ekvivalence na X jsou v přirozeném vzájemně jednoznačném
vztahu s disjunktńımi rozklady X =

⋃
{Xi |i ∈ J} a zobrazeńı q je zobrazeńı

X →
⋃
{Xi |i ∈ J} přǐrazuj́ıćı prvku x ∈ X tu podmnožinu Xi, do které

nálež́ı).
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3.5. Je-li f : X → Y zobrazeńı a jsou-li A ⊆ X resp. B ⊆ Y podmnožiny,
ṕı̌seme

f [A] = {f(a) |a ∈ A} (obraz podmnožiny A),

f−1[B] = {a |f(a) ∈ B} (vzor podmnožiny B).

(Často se ṕı̌se prostě f(A), f−1(B), a málokdy to vede k nejasnostem. Ale
přece jen, někdy může být x zároveň prvkem i podmnožinou X – viz třeba
ordinály v následuj́ıćı podkapitole. Proto raději voĺıme opatrněǰśı označeńı.)

Zřejmě plat́ı
f−1[f [A]] ⊇ A, f [f−1[B]] ⊆ B.

To souviśı s mnohem obecněǰśı zákonitost́ı – viz II.6.
Jako jednoduché cvičeńı si čtenář může dokázat, že

f−1[f [A]] = A pro každé A ⊆ X právě když f je prosté,

f [f−1[B]] = B pro každé B ⊆ Y právě když f je na.

3.6. Vı́ce o kartézském součinu. O zobrazeńıch pj = ((xi)i∈J 7→ xj) :∏
i∈J Xi → Xj se obvykle mluv́ı jako o projekćıch. Všimněme si následuj́ıćı

vlastnosti soustavy projekćı.

3.6.1. Tvrzeńı. Pro každou soustavu zobrazeńı fi : Y → Xj, i ∈ J ,
existuje právě jedno zobrazeńı f : Y →

∏
i∈J Xi takové, že

∀i pi · f = fi. (∗)

D̊ukaz. Takové zobrazeńı je nejvýš jedno: je-li f(y) = (xi)i∈J je podle (∗)
xi = fi(y). Tedy muśı být f dáno předpisem

f(y) = (fi(y))i∈J .

Na druhé straně tento předpis zřejmě dává zobrazeńı, které splňuje soustavu
rovnic (∗). �

Je to velmi jednoduché, ale také dost významné pozorováńı: dává možnost
charakterisovat kartézský součin jen prostředky algebry skládáńı zobrazeńı.
Ukažme si ještě, že je tak součin opravdu charakterisován jednoznačně.

3.6.2. Tvrzeńı. Buď qi : X → Xi soustava zobrazeńı taková, že pro
každou soustavu zobrazeńı fi : Y → Xj, i ∈ J , existuje právě jedno zobrazeńı
f : Y → Y takové, že

∀i qi · f = fi. (∗∗)
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Potom existuje vzájemně jednoznačné zobrazeńı q : X →
∏

i∈J Xi takové, že
pi · q = qi.

(Jinými slovy, při jednoznačné řešitelnosti soustav rovnic (∗∗) je X spolu
s projekcemi qi kartézský součin, máme jen (překladem q) př́ıpadně jinak
zakodovány J-tice.)

D̊ukaz. Podle 3.6.1 máme zobrazeńı q : X →
∏

i∈J Xi takové, že pi ·q = qi,
podle předpokladu existuje p :

∏
i∈J Xi → X takové, že qi · p = pi. Tedy je

pi(qp) = pi a qi(pq) = qi.

Z jednoznačnosti řešeńı soustav (∗) a (∗∗) a z toho, že identická zobrazeńı
jsou řešeńımi, dostáváme qp = id a pq = id. �

4. Ordinálńı č́ısla, kardinálńı č́ısla,

axiom výběru

V tomto odd́ıle připomeneme několik fakt z teorie množin. Podrobnosti se
snadno najdou v běžných učebnićıch, např. v knize B. Balcar a P. Štěpánek,
Teorie množin, Academia 2005.

4.1. Srovnáváńı velikosti množin. Řekneme, že množina X má
mohutnost nejvýše takovou jako množina Y a ṕı̌seme

X 4 Y

existuje-li prosté zobrazeńı f : X → Y . Řekneme, že množiny X a Y maj́ı
stejnou mohutnost a ṕı̌seme

X ≈ Y

existuje-li vzájemně jednoznačné zobrazeńı X na Y .

(Všimněte si, že neř́ıkáme kolik ta mohutnost je; zat́ım jen dvě množiny
podle velikosti srovnáváme. Ale později, v 4.5, mohutnosti dáme smysl
jakéhosi č́ısla.)

Zřejmě plat́ı implikace

X ≈ Y ⇒ X 4 Y i Y 4 X.
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Zaj́ımavěǰśı je, že plat́ı též

X 4 Y a Y 4 X ⇒ X ≈ Y.

To je slavná Cantor-Bernsteinova věta (jej́ı d̊ukaz předvedeme v II.6.4 jako
aplikaci jisté věty o pevném bodě).

4.2. Dobré uspořádáńı. Uspořádáńımi se budeme podrobněji zabývat
v daľśı kapitole. Zde p̊ujde jen o velmi speciálńı, ale také velmi d̊uležitý
př́ıpad.

Řekneme, že relace ≤ na množině X je dobré uspořádáńı (nebo, že je tou
relaćı množina X dobře uspořádána) jestliže

• ≤ je symetrická a transitivńı,

• pro každé dva r̊uzné prvky x, y plat́ı právě jedna z možnost́ı x ≤ y,
y ≤ x,

• a každá neprázdná podmnožina M ⊆ X má v ≤ nejmenš́ı prvek.

(Např́ıklad množina N přirozených č́ısel je dobře uspořádána ve standardńım
uspořádáńı podle velikosti – což je ekvivalentńı s principem indukce.)

4.3. Axiom výběru. Tento princip je možno snadno formulovat takto:

(AC) Ke každému zobrazeńı f množiny X na množinu Y existuje zobrazeńı
g : Y → X takové, že fg = idY .

Plat́ı
4.3.1. Věta. (Zermelova věta.) Z axiomu výběru plyne, že každou

množinu lze dobře uspořádat.

Poznámka. Větu lze obrátit. Tedy je axiom výběru ekvivalentńı s
“Principem Dobrého Uspořádáńı”:

Každou množinu lze dobře uspořádat.

(Viz k tomu dále 4.5.1.)

4.4. Řekneme, že množina nebo tř́ıda X je transitivńı jestliže plat́ı imp-
likace

x ∈ X ⇒ x ⊆ X.
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Př́ıklad. Běžná konstrukce přirozených č́ısel “z ničeho”, totiž

0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, {0}}, . . . , n+ 1 = {0, 1, . . . , n}

representuje N jako transitivńı množinu.

Ordinálńı č́ıslo (též ordinál) je transitivńı množina taková, že je na ńı
relace ∈

=
(“∈ nebo =”) dobré uspořádáńı.

Tř́ıdu všech ordinálńıch č́ısel označ́ıme

Ord.

4.4.1. Věta. 1. Ord je transitivńı tř́ıda, a je to vlastńı tř́ıda (t.j., neńı
to množina).

2. Ord je jediná vlastńı tř́ıda dobře uspořádaná relaćı ∈
=

.

3. Pro každou dobře uspořádanou množinu (X,≤) existuje isomorfńı
ordinál α ∈ Ord (t.j., takový, že existuje vzájemně jednoznačné zobrazeńı
f : X → α pro které je x ≤ y právě když f(x) ∈

=
f(y).

4.4.2. Důsledek. Z axiomu výběru plyne, že prvky každé množiny je
možno pro vhodný ordinál α seřadit (bez opakováńı) do transfinitńı posloup-
nosti

(xβ)β<α.

(β < α ṕı̌seme mı́sto β ∈ α; toto názorné značeńı se běžně už́ıvá, a my to
také budeme dělat.)

4.5. Kardinálńı č́ısla, mohutnosti. Kardinálńı č́ıslo (též kardinál) je
ordinálńı č́ıslo α které nemá stejnou mohutnost se žádným ordinálńım č́ıslem
β < α.

Tedy,

žádné dva kardinály nemaj́ı stejnou mohutnost.

Tř́ıdu všech kardinálńıch č́ısel označ́ıme

Card.

Z 4.3.1 dostáváme

4.5.1. Důsledek. Z axiomu výběru plyne, že
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(1) ke každé množině existuje právě jedno kardinálńı č́ıslo κ takové, že
X ≈ κ, a že

(2) prvky každé množiny je možno pro vhodný kardinál κ seřadit (bez
opakováńı) do transfinitńı posloupnosti

(xα)α<κ.

To jediné kardinálńı č́ıslo κ pro které X ≈ κ nazýváme mohutnost́ı, nebo
též kardinalitou množiny X a označujeme

|X|.

Zde jsou dvě pravidla pro práci s mohutnostmi:

4.5.2. Je-li J konečná množina a je-li aspoň jedna z mohutnost́ı |Xi|
nekonečná, je

|
⋃
i∈J

Xi| = max
i∈J
|Xi|.

Obecněji, je-li aspoň jedna z mohutnost́ı |Xi| nekonečná a je-li |J | ≤ sup |Xi|,
je

|
⋃
i∈J

Xi| = sup
i∈J
|Xi|.

Pro kartézský součin (opět, je-li aspoň jedna z množin Xi nekonečná) plat́ı

|X1 × · · · ×Xn| = max
i=1,...,n

|Xi|.

(Co je supremum čtenář asi v́ı a pokud ne, stejně pravidlo nebude potřebovat
dř́ıve, než se to dozv́ı v př́ı̌st́ı kapitole.)

Pokud čtenář očekával nějaké zaj́ımavé pravidlo pro součin nekonečně
mnoha množin, bude zklamán. Ostatńımi standardńımi axiomy teorie množin
neńı určena ani spočetná mocnina dvoubodové množiny, jak ukázalo nega-
tivńı řešeńı slavné hypotézy kontinua.)

4.6. Zornovo lemma a Princip Maximality. Následuj́ıćı dvě tvrzeńı,
ekvivalentńı s axiomem výběru, jsou velmi často už́ıvána. V prvńım př́ıpadě
opět trochu předb́ıháme s pojmy; budou vysvětleny v následuj́ıćı kapitole.
Obvykle ale už́ıváme druhou variantu a u té vystač́ıme s t́ım, co už máme.
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4.6.1. Zornovo Lemma. Buď (X,≤) částečně uspořádaná množina
taková, že v ńı pro každou podmnožinu, která je relaćı ≤ uspořádána lineárně,
existuje horńı mez. Potom ke každému prvku x ∈ X existuje maximálńı
y ∈ X takový, že x ≤ y.

Před druhou variantou zaveďme následuj́ıćı pojem. Řekneme, že množi-
na C podmnožin množiny X je řetěz, jestliže pro každé dvě A,B ∈ C je buď
A ⊆ B nebo B ⊆ A. Následuj́ıćı tvrzeńı z Zornova lemmatu okamžitě plyne
a je s ńım (a tedy i s axiomem výběru) ekvivalentńı.

4.6.2. Princip Maximality. Buď A ⊆ P(X) taková, že pro každý řetěz
C ⊆ A existuje A ∈ A taková, že

⋃
C ⊆ A. Potom pro každou množinu

A ∈ A existuje B maximálńı (vzhledem k inklusi) v A taková, že A ⊆ B.

Poznamenejme ještě, že při odkazech na princip maximality se často také
mluv́ı o Zornově lemmatu.

5. Relačńı systémy, homomorfismy

V tomto odd́ıle začneme diskutovat relačńı systémy. Jsou to struktury velmi
významné. I v (skoro) nejjednodušš́ım př́ıpadě, systému sestávaj́ıćım z jediné
binárńı relace, dostáváme (orientované) grafy; čtenář jistě v́ı, jak bohaté
teorie jsou s nimi spojeny.

5.1. Buď M nějaká množina. M-árńı relaćı na množině X rozumı́me
libovolnou podmnožinu

R ⊆ XM .

V př́ıpadě malých konečných množin M (obvykle representovaných jako při-
rozená č́ısla n) bereme obvykle

n krát︷ ︸︸ ︷
X × · · · ×X mı́sto Xn

a třebaže n = {0, 1, . . . , n − 1} neváháme indexovat n-tice jako (x1, . . . , xn)
mı́sto správněǰśıho – ale méně pohodlného – (x0, . . . , xn−1).

V př́ıpadech n = 1, 2, 3 se obvykle mluv́ı o unárńıch resp. binárńıch resp.
ternárńıch relaćıch

R ⊆ X resp. R ⊆ X ×X resp. R ⊆ X ×X ×X.
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5.2. Homomorfismy a isomorfismy. Buďte R, S M -árńı relace na
množináchX, Y . Zobrazeńı f : X → Y nazýváme homomorfismem vzhledem
k R, S (a často ṕı̌seme f : (X,R)→ (Y, S)) plat́ı-li

∀ξ ∈ R, f · ξ ∈ S.

(ξ ∈ R je ovšem zobrazeńı z M do X. V př́ıpadech unárńıch, binárńıch,
ternárńıch – a podobně daľśıch n-árńıch relaćı dostáváme pr̊uhledněǰśı podoby
této podmı́nky

f [R] ⊆ S,

(f × f)[R] ⊆ S, t.j. (x, y) ∈ R⇒ (f(x), f(y)) ∈ S, nebo xRy ⇒ f(x)Sf(y),

(f × f × f)[R] ⊆ S, t.j. (x, y, z) ∈ R ⇒ (f(x), f(y), f(z)) ∈ S. )

Zobrazeńı f : (X,R)→ (Y, S) je isomorfismus, je-li vzájemně jednoznačné a
plat́ı-li, že

∀ξ : M → X, f · ξ ∈ S právě když ξ ∈ R.

Uvědomte si, že t́ım požadujeme totéž jako ve formulaci

f : (X,R)→ (Y, S) je homomorfismus a existuje k němu homomorfis-
mus g : (Y, S)→ (X,S) takový, že fg = idY a gf = idX .

5.2.1. Tvrzeńı. 1. Identické zobrazeńı idX : (X,R) → (X,R) je iso-
morfismus.

2. Jsou-li f : (X,R) → (Y,R′) a g : (Y,R′) → (Z,R′′) homomorfismy je
složené zobrazeńı gf : (X,R)→ (Z,R′′) homomorfismus.

Poznámka. Identický isomorfismus z bodu 1 je lépe označovat id(X,R)

aby byl odlǐsen od identitou nesených zobrazeńı (X,R) do (X,S) s r̊uznými
R a S, které homomorfismy být mohou a nemuśı.

D̊ukaz. 1 je triviálńı.
2. Je-li ξ ∈ R je fξ ∈ R′ a tedy (gf)ξ = g(fξ) ∈ R′′. �

5.3. Typem rozumı́me soubor ∆ = (∆t)t∈T . Řekneme, že je konečný,
jsou-li T a všechny ∆t konečné množiny, a že je finitárńı, jsou-li ∆t konečné
(o T při tom nepředpokládáme nic). Ve finitárńım př́ıpadě zpravidle repre-

sentujeme arity ∆t přirozenými č́ısly, a naXnt se d́ıváme jako na

nt krát︷ ︸︸ ︷
X × · · · ×X

(stejně jako v 5.1).
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Relačńı struktura typu ∆ = (∆t)t∈T na možině X je soubor R = (Rt)t∈T
kde Rt jsou ∆t-árńı operace na X. O dvojici (X,R) pak mluv́ıme jako
o relačńım objektu typu ∆ a neńı-li nebezpeč́ı nedorozuměńı prostě jako o
objektu. Množina X se pak obvykle nazývá nosná množina tohoto objektu.

Jsou-li (X,R), (Y, S) (relačńı) objekty (typu ∆), řekneme, že zobrazeńı
f : X → Y je homomorfismus je-li to homomorfismus vzhledem k Rt, St pro
všechna t ∈ T .

(Přesněji vzato, homomorfismus neńı jen to zobrazeńı f : X → Y – o
tom mluv́ıme jako o nosném zobrazeńı daného homomorfismu –; je to ono
zobrazeńı plus informace o strukturách definičńıho oboru a oboru hodnot.)

Ṕı̌seme pak
f : (X,R)→ (Y, S).

V př́ıpadě, že (X,R) = (Y, S) mluv́ıme o endomorfismu.

5.3.1. Z 5.2.1 okamžitě dostáváme

Důsledek. Buďte R,R′, R′′ relačńı systémy. Potom
1. identické zobrazeńı idX : (X,R)→ (X,R) je isomorfismus a
2. jsou-li f : (X,R) → (Y,R′) a g : (Y,R′) → (Z,R′′) homomorfismy je

složené zobrazeńı gf : (X,R)→ (Z,R′′) homomorfismus.

Tř́ıdu všech objekt̊u a homomorfismů mezi nimi budeme označovat

Rel(∆).

5.4. f : (X,R) → (Y, S) se nazývá isomorfismus je-li to isomorfismus
vzhledem k Rt, St pro všechna t ∈ T . Zřejmě,

f : (X,R) → (Y, S) je isomorfismus právě když existuje homomorfis-
mus g : (Y, S)→ (X,R) takový, že gf = id(X,R) a fg = id(Y,S).

Je-li při tom (X,R) = (Y, S) mluv́ıme o automorfismu.

Poznámka. Možná, že teď, když jsme se seznámili s dost bohatou
zásobou struktur na množině, je na mı́stě poznámka o d̊uležitosti isomor-
fismů. V běžné praxi nás obvykle zaj́ımá, sṕı̌s než objekt (X,R) sám, jeho
isomorfismová tř́ıda, t.j., “(X,R) až na isomorfismus” (obvykle se mluv́ı
o isomorfismovém typu, tady jsme byli na chv́ıli opatrněǰśı, aby se slovo
“typ” nepletlo s jeho použit́ım pro specifikaci toho, jaký systém relaćı je
právě zkoumán): representujeme-li třeba nějaký objekt v poč́ıtači, v̊ubec nás
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nezaj́ımá, kde jsou uloženy prvky, a pokud by si je poč́ıtač nějak přerovnal,
nic nenamı́táme. Na čem ale trváme je aby byly zachovány vztahy mezi
nimi. Ale nejde o uložeńı v poč́ıtači; obecně, když v nějakém matematickém
systému pracujeme (třeba v aritmetice), na zakodováńı prvk̊u nám zálež́ı
sṕı̌s z hlediska co je pohodlněǰśı, a zakodováńı ochotně podle toho měńıme;
početńı pravidla t́ım však nesmı́ být zasažena.

6. Podobjekty, součiny a kvocienty

relačńıch systémů

6.1. Podobjekty. Buď (X,R = (Rt)t∈T ) objekt z Rel(∆), buď Y ⊆ X a
j : Y → X zobrazeńı vložeńı. Na množině Y definujme relačńı systém téhož
typu

R|Y = (RY,t)t∈T , kde

RY,t = {ξ : ∆t → Y |jξ ∈ Rt}.
Dı́váme-li se na ξ : ∆t → X, Y jako na soubory prvk̊u, dostáváme (ve
finitárńım př́ıpadě určitě a obecně asi také) pr̊uhledněǰśı popis

RY,t = {(xt)t∈T |xt ∈ Y, (xt)t∈T ∈ Rt}
RY,t = {(x1, . . . , xn) |(x1, . . . , xn) ∈ Rt ∩ (Y × · · · × Y )}.

Řekneme pak, že objekt (Y,R|Y ) je podobjekt objektu (X,R) nesený pod-
množinou Y .

6.1.1. Pozorováńı. Zobrazeńı vložeńı j : (Y,R|Y ) ⊆ (X,R) je homo-
morfismus.

Vid́ıme tedy, že je-li f : (X,R) → (X ′R′) homomorfismus, je zobrazeńı
f ·j – často označované f |Y a nazývané restrikćı na Y – také homomorfismus.

6.2. Tvrzeńı. Buď (Y,R|Y ) podobjekt objektu (X,R) a buď f : (Z, S)→
(X,R) homorfismus takový, že f [Z] ⊆ Y . Potom zobrazeńı f ′ : Z → Y
definované předpisem f ′(z) = f(z) je homomorfismus.

D̊ukaz. Pro vložeńı j : Y ⊆ X je f = jf ′. Je-li ξ ∈ St(⊆ Z∆t) máme
jf ′ξ = fξ ∈ Rt a tedy fξ ∈ RY t. �

6.2.1. Poznámky. 1. Z 6.1.1 a 6.2 vid́ıme, že z homomorfismu f :
(X,R) → (Y, S) dostáváme homomorfismy f ′ : (X ′, R|X ′) → (Y ′, S|Y ′) pro
libovolné podmnožiny X ′ ⊆ X, Y ′ ⊆ Y takové, že f [X ′] ⊆ Y ′.
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2. Na Y ⊆ X zvolme libovolný relačńı systém R′ daného typu takový, že
j : Y → X je homomorfismus. Potom ve značeńı z 6.2 je j′ = idY a máme
ξ ∈ R′t ⇒ ξ = id · ξ ∈ RY t. Tedy je R|Y největš́ı relačńı struktura daného
typu na Y taková, že j je homomorfismus.

3. Speciálně v př́ıpadě již zmiňovaných orientovaných graf̊u (totiž ve tř́ıdě
Rel((2))) jsou (Y,R|Y ) indukované podgrafy graf̊u (X,R).

6.3. Součiny (produkty). Buď (Xi, Ri), i ∈ J , soubor objekt̊u
z Rel((∆t)t∈T ). Na kartézském součinu X =

∏
i∈J Xi (s projekcemi pj :∏

iXi → Xj) definujme relačńı systém R typu (∆t)t∈T předpisem

(ξ : ∆t → X) ∈ Rt právě když ∀i ∈ J, piξ ∈ Rit.

Takto źıskaný objekt (X,R) nazýváme součinem nebo produktem souboru
(Xi, Ri), i ∈ J a označujeme ∏

i∈J

(Xi, Ri).

Pro malé konečné soubory ṕı̌seme

(X,R)× (Y, S), (X1, R1)× (X2, R2)× (X3, R3)

a podobně.

(Třeba v součinu (X1, R1)× (X2, R2) máme

(x1, x2)R(y1, y2) právě když x1Ry1 a x2R2y2. )

O součinu souboru stejných objekt̊u, t.j.
∏

i∈J(Xi, Ri) kde (Xi, Ri) =
(X,R) pro všechna i, se běžně mluv́ı jako o mocnině, a také se takový součin
obvykle jako mocnina, tedy jako

(X,R)J ,

označuje.

6.3.1. Pozorováńı. 1. Všechny projekce jsou homomorfismy.
2. R je největš́ı takový relačńı systém, že všechny projekce jsou (ještě)

homomorfismy.
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6.3.2. Tvrzeńı. Buď (Xi, Ri), i ∈ J , soubor relačńıch objekt̊u typu
∆ = (∆t)t∈T . Buď fi : (Y, S) → (Xi, Ri), i ∈ J , soubor homomorfism̊u.
Potom existuje právě jeden homomorfismus f : (Y, S) →

∏
i(Xi, Ri) takový,

že pro všechna i ∈ J je pif = fi.
D̊ukaz. Podle 3.6.2 existuje právě jedno takové zobrazeńı f . Jde tedy jen

o to dokázat, že f je homomorfismus. Buď ξ ∈ St. Potom, jelikož všechna fi
jsou homomorfismy, muśı pro všechna i ∈ J být fiξ ∈ Ri, t.j., pi(fξ) ∈ Ri.
Tedy je fξ ∈ R. �

6.4. Buď (X,R) objekt z Rel(∆), ∆ = (∆t)t∈T , a q : X → Y zobrazeńı
na. Na množině Y definujme relačńı systém R typu ∆ předpisem

Rt = {qξ |ξ ∈ Rt}.

Okamžitě vid́ıme, že

R je nejmenš́ı relačńı struktura daného typu taková, že q : (X,R) →
(Y, S) je homomorfismus.

O objektu (Y,R) se často hovoř́ı jako kvocientu, nebo faktorovém objektu
objektu (X,R) (podle q, nebo podle ekvivalence E = {(x, y) |q(x) = q(y)}).

6.4.1. Tvrzeńı. Buď f : (X,R)→ (Z, S) homomorfismus takový, že

q(x) = q(y) ⇒ f(x) = f(y). (∗)

Potom existuje právě jeden homomorfismus f : (Y,R) → (Z, S) takový, že
f · q = f .

D̊ukaz. Podmı́nka (∗) ř́ıká přesně to, že existuje zobrazeńı f takové, že
fq = f . Jde tedy jen o to, dokázat, že f je homomorfismus. Ale to je zřejmé:
je-li η ∈ Rt, je η = qξ pro nějaké ξ ∈ Rt a tedy η = fqη = fξ ∈ St. �

.

7. Projektivńı a injektivńı vytvářeńı struktur

7.1. Čtenář si jistě všiml společných rys̊u součin̊u a podobjekt̊u. Obecněji,
mějme dány objekty (Xi, Ri), i ∈ J , typu ∆ = (∆t)t∈T , a soustavu zobrazeńı
ri : X → Xi takovou, že

(∀i ∈ J, rif = rig) ⇒ f = g
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(u součin̊u to byly projekce pi :
∏

j∈J Xj → Xi, u podobjekt̊u jen jeden
objekt (X,R) a jedno zobrazeńı j : Y ⊆ X). Potom máme triviálńı

Pozorováńı. Relačńı systém R′ = (R′t)t∈T kde

R′t = {ξ : ∆t → X |∀i ∈ J, riξ ∈ Rit}

je nejvěťśı relačńı systém daného typu na X takový, že všechna xobrazeńı ri
jsou homomorfismy (X,R)→ (Xi, Ri).

7.1.1. Věta. Pro relačńı systém R′ z 7.1 plat́ı:

(Proj) Je-li (Y, S) ∈ Rel(∆) a je-li f : Y → X zobrazeńı takové, že všechna
fi = rif jsou homomorfismy (Y, S)→ (Xi.Ri) pak f je homomorfismus
(Y, S)→ (X,R′).

Relačńı systém R′ je tvrzeńım (Proj) jednoznačně určen.
D̊ukaz. I. Buď ξ ∈ St, t libovolné. Potom fiξ = (rif)ξ = ri(fξ) je v Rit

a tedy fξ ∈ R′t.
II. Má-li systém R′′ stejnou vlastnost, jsou identická zobrazeńı (X,R′′)→

(X,R′) i (X,R′)→ (X,R′′) homomorfismy, a tedy R′t ⊆ R′′t a R′′t ⊆ Rt. �

7.2. Podobně jsou-li objekty (Xi, Ri), i ∈ J , a soustava zobrazeńı si :
Xi → X takové, že

(∀i ∈ J, fsi = gsi) ⇒ f = g

máme triviálńı

Pozorováńı. Relačńı systém R′ = (R′t)t∈T kde

R′t = {siξ |ξ ∈ Rit, i ∈ J}

je nejmenš́ı relačńı systém na X takový, že všechna xobrazeńı si jsou homo-
morfismy (Xi, Ri)→ (X,R).

7.2.1. Věta. Pro relačńı systém R′ z 7.2 plat́ı:

(Inj) Je-li (Y, S) ∈ Rel(∆) a je-li f : X → Y zobrazeńı takové, že všechna
fi = fsi jsou homomorfismy (Xi.Ri)→ (Y, S) pak f je homomorfismus
(X,R′)→ (Y, S).
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Relačńı systém R′ je tvrzeńım (Inj) jednoznačně určen.
D̊ukaz můžeme ponechat čtenáři jako jednoduché cvičeńı.

7.3. O konstrukci z bodu 7.1 se obvykle mluv́ı jako o projektivńım
vytvářeńı struktury, o konstrukci z bodu 7.1 jako o injektivńım vytvářeńı.

Setkali jsme se zat́ım je s jedńım př́ıkladem injektivńıho vytvářeńı, totiž
s kvocientem v bodě 6.4. Jiný př́ıklad, zdánlivě nezaj́ımavý a přesto velmi
d̊uležitý, je suma soustavy objekt̊u.

Mějme dány objekty (Xi, Ri), i ∈ J , a pro jednoduchost předpokládejme,
že množiny Xi jsou disjunktńı. Označme X =

⋃
Xi a ji : Xi ⊆ X zobrazeńı

vložeńı. Potom injektivńı konstrukce dává na X relačńı systém

R = (Rt =
⋃
i∈J

{jiξ |ξ ∈ Rit})t∈T

a pro źıskaný objekt plat́ı, že

• všechna zobrazeńı ji : (Xi, Ri)→ (X,R) jsou homomorfismy,

• a pro každý systém homomorfismů fi : (Xi, Ri)→ (Y, S) existuje právě
jeden homomorfismus f : (X,R)→ (Y, S) takový, že pro všechna i ∈ J
plat́ı fji = fi (nesený zobrazeńım f definovaným předpisem f(x) =
fi(x) pro x ∈ Xi).

Všimněte si, že suma je jakýmsi zrcadlovým protěǰskem produktu ( srovnejte
s 6.3).

7.4. Poznámky. 1. Projektivńı a injektivńı vytvářeńı se neomezuje na
obecné relačńı struktury. Jsou to konstrukčńı paradigmata velmi běžná u
řady běžných struktur, i když nemuśı být dána tak jednoduchými formulemi
jako zde.

Podstatné jsou charaktristiky z tvrzeńı 7.1.1 a 7.2.1; to, že jsme zde dostali
projektivně vytvořenou strukturu jako největš́ı s danou vlastnost́ı, a injek-
tivně vytvořenou zase jako nejmenš́ı, je specifická vlastnost relačńıch systémů
(třeba u topologíı jsou projektivně konstruované nejmenš́ı a injektivně źıskané
největš́ı).

2. Možná je na mı́stě vysvětleńı, proč jsme sumy odbyli v poznámce
a proč také v daľśım budeme tento jev zanedbávat. U struktur z běžného
matematického života je to buď konstrukce velmi jednoduchá (prostě položeńı
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objekt̊u vedle sebe, podobné jako zde je to třeba u obecných prostor̊u) nebo
naopak konstrukce dost složitá (typicky u algeber, nebo i u speciálńıch pros-
tor̊u). Jednoduchý společný množinový podklad zde neńı. Vı́ce k tomu bude
řečeno v (zat́ım teprve připravované) kapitole o kategoríıch.
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Kapitola II

(Částečná) uspořádáńı

1. Předuspořádáńı a uspořádáńı

1.1. Předuspořádáńı na množině M je relace R ⊆ X ×X která je

• reflexivńı, t.j., pro všechna x ∈ X plat́ı xRx,

• a transitivńı, t.j., xRy a yRz implikuje xRz.

Plat́ı-li nav́ıc
xRy & yRx ⇒ x = y, (antisym)

mluv́ıme o uspořádáńı nebo o částečném uspořádáńı, to druhé chceme-li zd̊u-
raznit, že nepožadujeme aby nutně vždy platilo, že

pro všechna x, y je buď xRy nebo yRx. (lin)

Jestliže ale je požadavek (lin) splněn, řekneme, že uspořádáńı R je lineárńı;
též se už́ıvá termı́nu řetěz.

O objektu (X,R) s takovou relaćı mluv́ıme jako o předuspořádané (uspo-
řádané, atd.) množině.

1.2. Z předuspořádáné množiny (X,R) snadno dostaneme uspořádanou
t́ım, že zavedeme ekvivalenci

x ∼ y ≡ xRy & yRx

a uvažujeme mı́sto X množinu tř́ıd ekvivalence X/∼. Na té se pak daná
relace jev́ı jako uspořádáńı. Pokud na rozd́ılu mezi takto ekvivalentńımi
prvky př́ılǐs nezálež́ı (což je častý př́ıpad), zjednoduš́ıme si t́ım situaci. V
daľśım budeme zpravidla pracovat s uspořádáńımi.
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1.3. (a) Nespecifikované uspořádáńı budeme obvykle označovat ≤; sa-
mozřejmě v konkretńıch př́ıpadech už́ıváme značky podle potřeby (třeba ≤1,
≤′, �, v a pod., viz ostatně př́ıklady v daľśım paragrafu).

(b) Buď (X,≤) (před)uspořádaná množina. Pro prvky x ∈ X a podmno-
žiny M ⊆ X budeme psát

↓x = {y |y ≤ x}, ↑x = {y |y ≥ x}, ↓M =
⋃
x∈M

↓x a ↑M =
⋃
x∈M

↑x.

1.4. Př́ıklady. (a) Běžná uspořádáńı přirozených, celých, racionálńıch
či reálných č́ısel jsou př́ıklady lineárńıch uspořádáńı.

(b) Dělitelnost celých č́ısel (relace a|b, “a děĺı b”) je předuspořádáńı.
(c) Inkluse je (částečné) uspořádáńı na množině P(X) všech podmnožin

množiny X.

(Všimněte si, že inkluse je v jistém smyslu universálńım uspořádáńım.
Každé částečné uspořádáńı je totiž možno representovat jako systém
(některých) podmnožin vhodné množiny uspořádaný inkluśı: máme
totiž

x ≤ y právě když ↓x ⊆↓y,
takže (X,R) je representována část́ı uspořádané množiny (P(X),⊆).

1.5.1 Je li relace R (před)uspořádáńı, je i relace R−1 (před)uspořádáńı.
Mı́sto o inversńım (před)uspořádáńı se často mluv́ı o (před)uspořádáńı opač-
ném nebo duálńım k R. Ṕı̌se se též

(X,R)op mı́sto (X,Rop).

1.6. Jsou-li (X,≤), (Y,≤) částečně uspořádané množiny (prvńı ≤ samo-
zřejmě nemuśı být totéž co druhé) a f : X → Y zobrazeńı, ř́ıkáme, že je f
isotonńı (často se též ř́ıká monotonńı 1) plat́ı-li implikace

x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y).

Plat́ı-li implikace x ≤ y ⇒ f(x) ≥ f(y), ř́ıkáme, že f je antitonńı (pak
je ovšem f isotonńı jako zobrazeńı (X,≤)→ (Y,≤)op).

1Je to dokonce běžněǰśı, legitimńı námitka proti tomuto výrazu je ale jeho použit́ı jako
společného termı́nu pro nerostoućı a neklesaj́ıćı funkce v analyse.
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Jako u obecných relaćı či relačńıch systémů ř́ıkáme, že f je isomorfismus
a že (X,≤) a (Y,≤) jsou isomorfńı existuje-li isotonńı g : (Y,≤) → (X,≤)
takové, že f · g = id a g · f = id, Snadno vid́ıme, že f je isomorfismus právě
když

• je to zobrazeńı na, a

• x ≤ y ⇔ f(x) ≤ f(y).

2. Suprema a infima

2.1. Buď (X,≤) částečně uspořádaná množina. Řekneme, že prvek x ∈ X
je horńı (resp. dolńı) mez podmnožiny M ⊆ X, plat́ı-li

M ⊆↓x (resp. M ⊆↑x).

Nejmenš́ı taková horńı mez (pokud existuje, což samozřejmě nemuśı) se
nazývá supremum a označuje se

supM

(později budeme už́ıvat také jiné symboly). Největš́ı dolńı mez množiny M
(existuje-li) se nazývá jej́ım infimem a označuje

inf M.

2.1.1. Tedy, supremum množiny M je prvek s takový, že plat́ı (1) M ⊆↓s
a (2) M ⊆↓x ⇒ s ≤ x. Z kursu matematické analysy znáte mı́sto (2) jinou
podmı́nku:

x < s ⇒ ∃y ∈M,x < y. (2’)

Uvědomte si, že v př́ıpadě lineárńıho uspořádáńı tak dostáváme ekvivalentńı
definici, obecně by to však ekvivalentńı nebylo.

2.1.2. Buď (X,≤) uspořádaná množina, M ⊆ N ⊆ X. Řekneme, že M
je nahoru resp. dolu kofinálńı s N jestliže pro každý prvek n ∈ N existuje
prvek m ∈M takový, že m ≥ n resp. m ≤ n. Je-li z kontextu jasno, o který
směr se jedná, ř́ıká se prostě kofinálńı.
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Často se už́ıvá následuj́ıćı

Pozorováńı. Je-li M nahoru (resp. dolu) kofinálńı s N a existuje-li
supN (resp. inf N) pak supM (resp. inf M) také existuje a plat́ı supM =
supN (resp. inf M = inf N).

2.2. Tvrzeńı. Plat́ı formule

sup{supMj |j ∈ J} = sup(
⋃
j∈J

Mj),

inf{inf Mj |j ∈ J} = inf(
⋃
j∈J

Mj)

kdykoli maj́ı levé strany smysl.
D̊ukaz provedeme pro suprema. Položme

sj = supMj, s = sup{sj |j ∈ J}.

Potom je s zřejmě horńı meźı množiny
⋃
j∈JMj. Je-li

⋃
j∈JMj ⊆↓x je pro

každé j, Mj ⊆↓x a tedy sj ≤ x. Z toho {sj |j ∈ J} ⊆↓x a konečně s ≤ x. �

2.3. Protože ∅ ⊆↓x pro každé x, je sup ∅ nejmenš́ı prvek dané uspořádané
množiny X (pokud existuje). Běžně se označuje

⊥ nebo též 0.

Podobně jelikož vždy ∅ ⊆↑x je inf ∅ největš́ı prvek, obykle označovaný

> nebo též 1.

Zároveň samozřejmě plati, pokud nejmenš́ı resp. největš́ı prvek existuje,

inf X = ⊥ (= sup ∅) resp. supX = > (= inf ∅).

2.4. Př́ıklady. (a) Suprema a infima podmnožin reálných č́ısel R jak
je znáte z kursu matematické analysy. Uvědomte si, že −∞ resp. +∞ je
přidaný nejmenš́ı resp. největš́ı prvek k množině R, která sama největš́ı ani
nejmenš́ı prvek nemá. Odtud formulky inf ∅ = +∞, sup ∅ = −∞, které
studenty prvńıch ročńık̊u někdy překvapuj́ı.
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(b) V (P(X),⊆) máme

sup{Aj |j ∈ J} =
⋃
j∈J

Aj, inf{Aj |j ∈ J} =
⋂
j∈J

Aj.

(c) V množině přirozených č́ısel s uspořádáńım “a děĺı b” je sup{a, b}
nejmenš́ı společný násobek č́ısel a, b a inf{a, b} největš́ı společný dělitel č́ısel
a, b.

2.5. Je-li f : (X ≤)→ (Y,≤) isotonńı zobrazeńı, máme triviálně

f [↓x] ⊆↓f(x) a f [↑x] ⊆↑f(x),

takže je-li x horńı (dolńı) mez množiny M , je f(x) horńı (dolńı) mez množiny
f [M ]. Tedy speciálně

sup f [M ] ≤ f(supM), inf f [M ] ≥ f(inf M) (∗)

(maj́ı-li ty výrazy smysl). Vı́c obecně neplat́ı. Zachováváńı (některých,
nebo všech) suprem či infim je d̊uležitá vlastnost některých speciálńıch typ̊u
zobrazeńı. Zapamatujte si, že nerovnosti (∗) plat́ı obecně; při ověřováńı
př́ıpadných rovnost́ı se muśıme starat jen o př́ıslušnou opačnou nerovnost.

Snadno ale vid́ıme, že isomorfismy suprema i infima zachovávaj́ı.

3. Některá speciálńı uspořádáńı

Při užit́ı (částečných) uspořádáńı v r̊uzných oborech matematiky a infor-
matiky se setkáváme se speciálńımi požadavky. V tomto odd́ıle několik z
nich uvedeme.

3.1. Polosvazy. Řekneme, že uspořádaná množina (X,≤) je dolńı (resp
horńı) polosvaz jestliže pro libovolné dva prvky x, y ∈ X existuje inf{x, y}
(resp. sup{x, y}). Často už́ıvané označeńı je

x ∧ y pro inf{x, y} a x ∨ y pro sup{x, y}

(jiné už́ıvané značky jsou třeba x ∩ y, x u y a pod.).

Podle 2.2 v dolńım polosvazu existuj́ı infima všech neprázdných koneč-
ných podmnožin. Pro existenci infim všech konečných podmnožin muśıme
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nav́ıc požadovat největš́ı prvek; potom se obvykle mluv́ı o dolńım polosvazu
s jednotkou.

Podobně v horńıch polosvazech s nulou máme suprema všech konečných
množin.

Často je z kontextu patrno jde-li o suprema či infima, potom mluv́ıme
prostě o polosvazu.

3.2. Svazy. Je-li uspořádaná množina zároveň dolńı a horńı polosvaz,
řekneme, že je to svaz. Opět při tom neńı automaticky požadována existence
extrémńıch prvk̊u. Pokud je máme, mluv́ıme obvykle o svazu s nulou a
jednotkou, někdy se též ř́ıká omezený svaz.

3.3. Úplné svazy. Úplný svaz je uspořádaná množina v ńıž každá
podmnožina má supremum a infimum.

Věta. Uspořádaná množina je úplný svaz právě když v ńı má každá
podmnožina supremum. Podobně s infimy.

D̊ukaz. Hledejme infimum množiny M za předpokladu existence suprem.
Položme

N = {x |M ⊆↑x}, i = supN.

Pro každé y ∈ M máme N ⊆↓y, proto i ≤ y, a i je tedy dolńı mez množiny
M . Je-li M ⊆↑x, je x ∈ N a tedy x ≤ i, takže i = inf M . �

Na polosvazy nemůžeme stejný postup použ́ıt, protože i když M je ko-
nečná, množina N z d̊ukazu může být nekonečná. V konečném př́ıpadě s t́ım
ale problém neńı a dostáváme, že

každý konečný horńı polosvaz s nulou je svaz s nulou a jednotkou.

3.4. Usměrněné (pod)množiny. Podmnožinu D uspořádané množiny
nazveme usměrněnou, má-li každá konečná K ⊆ D horńı mez v D. Jinými
slovy, D je usměrněná jestliže je neprázdná a jestliže pro každé x, y ∈ D
existuje z ∈ D takové, že x, y ≤ z. Uvědomte si, že předpoklad neprázdnosti
je podstatný.

Přesněji bychom měli mluvit o nahoru usměrněné množině. V běžných
aplikaćıch však daleko častěji pracujeme s t́ımto než s duálńım pojmem a je
proto zvykem tuto specifikaci vynechávat.

Pozorováńı. Horńı polosvaz který má suprema všech usměrněných pod-
množin má suprema všech neprázdných podmnožin.
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(Máme supM = sup{supK |K konečná ⊆M}, a množina
{supK |K konečná ⊆M} je zřejmě usměrněná.)

3.5. DCPO. V teoretické informatice hraj́ı velmi d̊uležitou roli uspořá-
dané množiny takové, že v nich každá usměrněná podmnožina má supremum.
Přes svou d̊uležitost se nedočkaly speciálńıho názvu - i v anglické literatuře
se pro ně použ́ıvá prostě zkratka DCPO (directed-complete partial order).
Nebudeme se pokoušet o český termı́n a taky budeme této zkratky už́ıvat.

Poznamenejme ještě, že v řadě aplikaćı stač́ı požadovat méně, totiž jen
existenci suprem neklesaj́ıćıch posloupnost́ı

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · · .

3.6. Poznámka o označeńı. V úplných svazech se pro suprema resp.
infima běžně už́ıvá symbol̊u

∨
resp.

∧
(také př́ıpadně jiných značek,

⊔
,
⋃

a pod.), tedy třeba ∨
{x |x ∈M},

∨
j∈J

xj, atd.

Na
∨
,
∧

a pododobné značky se nahĺıž́ı jako na funkčńı nebo operačńı sym-
boly, podobně jako na a ∨ b, a ∧ b v 3.1 (viz též následuj́ıćı kapitolu).

Symbol̊u sup a inf se už́ıvá sṕı̌se v př́ıpadech kdy to supremum nebo
infimum nemuśı nutně existovat; tato konvence neńı vždy dodržována, ale je
celkem běžná.

Rovněž suprema usměrněných množin za předpokladu jejich povinné ex-
istence se někdy označuj́ı “funkčńımi” symboly jako třeba

∨↑ či
⋃↑. Takto

modifikovaný symbol samozřejmě jen připomı́ná, že do “operace” vstupuje
usměrněná množina, ne že by se snad mělo jednat o nový typ suprema.

4. Dedekindovo-MacNeilleovo zúplněńı

4.1. V obecné částečně uspořádané množině suprema či infima podmnožin
často scháźı. Je přirozená otázka, zda je můžeme nějak vhodně přidat, t.j.
zda můžeme naš́ı uspořádanou množinu (X ≤) rozš́ı̌rit tak, aby vznikl úplný
svaz. Pokud by nám nešlo o nic v́ıc, odpověď je jednoduchá: při representaci
prvku x ∈ X jako ↓x ∈ P(X) máme naš́ı množinu vloženu do úplného svazu
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P(X). Plat́ı při tom i v́ıc: má-li M ⊆ X infimum i, je ↓i =
⋂
{↓x |x ∈ M},

což je infimum množiny {↓x |x ∈ M} v (P(X),⊆). Toto rozš́ı̌reńı tedy
zachová všechna existuj́ıćı infima.

Jenomže se supremy je to špatné: jestliže třeba a ∨ b exisuje, je ↓(a ∨ b)
zř́ıdka totéž co ↓a∪ ↓b. Otázku o doplněńı uspořádané množiny bychom si
měli správně položit takto:

Je možno každou (částečně) uspořádanou množinu X rozš́ıřit na úplný
svaz L tak, aby při tom všechna jǐz v X existuj́ıćı infima resp. suprema
byla infimy resp. supremy i v L?

Odpověď je kladná a budeme se j́ı věnovat v tomto odd́ıle.

4.2. Konstrukce. Pro podmnožinu M uspořádané množiny X položme

ub(M) = {y |y je horńı mez M},
lb(M) = {y |y je dolńı mez M},
ν(M) = lb(ub(M)).

Konečně definujme

DMN(X,≤) = ({M ⊆ X |ν(M) = M},⊆).

4.3. Lemma.(1) Je-li M ⊆ N , je ub(M) ⊇ ub(N) a lb(M) ⊇ lb(N).
(2) M ⊆ ν(M) = lb(ub(M)) a M ⊆ ub(lb(M)).
(3) ub(↓a) =↑a a lb(↑a) =↓a.
(4) ν je monotonńı.
(5) νν(M) = ν(M).
D̊ukaz. (1) až (4) jsou bezprostředńı pozorováńı. Podle (1) a (2) dále

máme lb(M) ⊆ lb(ub(lb(M))) ⊆ lb(M) a ub(M) ⊆ ub(lb(ub(M))) ⊆ ub(M),
takže lb(M) = lb(ub(lb(M))) a ub(M) = ub(lb(ub(M))) a konečně lb(ub(M))
= lb(ub(lb(ub(M)))). �

4.4. Věta. (1) L = DMN(X) je úplný svaz. Suprema v L jsou dána
formuĺı

∨
j∈JMj = ν(

⋃
j∈JMj).

(2) Zobrazeńı a 7→↓a je vložeńı (t.j., prosté zobrazeńı takové, že a ≤ b
právě když ↓a ⊆↓b) zachovávaj́ıćı všechna v X existuj́ıćı suprema a infima.

D̊ukaz. (1): Je-li ν(M) = M a plat́ı-li M ⊇Mj pro všechna j ∈ J máme
M ⊇

⋃
Mj a tedy M = ν(M) ⊇ ν(

⋃
Mj).
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(2): Podle 4.3, ν(↓a) = lb(ub(↓a)) = lb(↑a) =↓a takže skutečně ↓a ∈
MacN(X); zřejmě a ≤ b právě když ↓ a ⊆↓ b a nav́ıc pro a = inf aj je
↓a =

⋂
↓aj, t.j. infimum již v P(X) a t́ım sṕı̌s v DMN(X). Konečně máme∨

j

↓aj = ν(
⋃
j

↓aj) = lb(ub(
⋃
↓aj)) =

= lb{x |∀j, x ≥ aj} = lb(↑a) =↓a. �

4.5. Poznámka. Speciálńı př́ıpad tohoto rozš́ı̌reńı je Dedekindova kon-
strukce reálných č́ısel z racionálńıch pomoćı t.zv. “metody řez̊u”.

5. Složitěǰśı z jednodušš́ıch

5.1. Připomeňte si konstrukce z I.6.

Snadno vid́ıme, že podobjekt uspořádané množiny (X,≤) źıskaný z li-
bovolné podmnožiny Y ⊆ X je opět uspořádaná množina. O uspořádáńı ≤
∩(Y ×Y ) =≤ |Y se často mluv́ı jako o uspořádáńı indukovaném uspořádáńım
na větš́ı množině. Už́ıvá se pro něj obvykle stejného symbolu, což sotva může
vést k nedorozuměńı.

Také produkt
∏

(Xi, Ri) v němž všechny objekty (Xi, Ri) jsou uspořádané
množiny je uspořádaná množina, což opět vid́ıme bez jakýchkoli problémů.

Jinak je tomu s kvocienty: ztotožńıme-li třeba v řetězu {1 < 2 < · · · < n}
kde n ≥ 4 prvńı a posledńı prvek, nedostaneme ani předuspořádáńı. Na
druhé straně sumy uspořádaných množin (jako v I.7.3) uspořádané jsou.

5.2. Co se v součinech nezachovává je ale linearita. Všimněte si, že
pomoćı produkt̊u a podobjekt̊u dostaneme libovolnou částečně uspořádanou
množinu již z dvoubodového řetězce

2 = ({0, 1},≤).

Skutečně, pro libovolnou množinu M je mocnina (produkt stejných objekt̊u,
viz I.6.3)

2M isomorfńı s (P(M),⊆)

(k (xm)m∈M přǐraďte podmnožinu {m |xm = 1}) a připomeňte si 1.4).
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5.3. Na vložeńı obecné uspořádané množiny (X,≤) do 2X se můžeme
d́ıvat jako na vytvářeńı (libovolně) složitého objektu daného typu z objektu
velmi jednoduchého. Teoreticky je i tato triviálńı konstrukce významná,
prakticky si ale moc nepomůžeme: součin je zde př́ılǐs velký.

Zaj́ımavěǰśı je vkládáńı konečných uspořádaných množin do součinu obec-
něǰśıch lineárńıch uspořádáńı, které i probereme nyńı.

5.3.1. Lemma. Buď (X,≤) linovolná konečná uspořádaná množina.
Potom pro libovolné dva nesrovnatelné body a, b z X existuje homomorfismus

φab : (X,<)→ (N, <)

takový, že φab(a) < φab(b).
(Pozor: Jde o homomorfismus vzhledem k relaćım ostrého uspořádáńı,

tedy o v́ıc než isotonii.)
D̊ukaz. Z technických d̊uvod̊u přidejme k (X,≤) ještě nový nejmenš́ı

prvek⊥, tedy⊥ < x pro všechna x ∈ X. Označme ještě≺ relaci bezprostřed-
ńıho následováńı (t.j., x ≺ y jestliže x < y a kdykoli x < z ≤ y pak z = y).

Pro zobrazeńı α : {(x, y) |x ≺ y} → N \ {0} definujme

φα(x) = max{
∑

α(xi, xi+1) |x0 = ⊥ ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn = x}.

Zřejmě plat́ı
x < y ⇒ φα(x) < φα(y).

Jelikož a, b jsou nesrovnatelné, existuje dvojice c ≺ b, která se nevyskytuje v
žádném řetězci x0 = ⊥ ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn = a. Zvoĺıme-li α(c, b) dost veliké,
a všechny ostatńı hodnoty α(x, y) = 1, bude φα(x) < φα(b). �

5.3.2. Tvrzeńı Pro každou konečnou uspořádanou množinu (X ≤) je
možno (X,<) vložit do mocniny (N, <)k s konečným k.

D̊ukaz. Je-li (X,≤) lineárńı, neńı co dokazovat.
Jinak, ke každé dvojici (a, b) nesrovnatelných element̊u zvolme φab podle

lemmatu a označme Φ množinu takto zvolených zobrazeńı. Vezměme

(N, <)Φ

a definujme ι : (X,<) → (N, <)Φ požadavkem pφι = φ (podle 6.3.2 je t́ım ι
jednoznačně definováno; nenechte se vylekat t́ım, že φ vystupuje jako index
i jako homomorfismus, proti tomu nic nemluv́ı). Potom je ι vložeńı podob-
jektu: relaci < samozřejmě zachovává a neńı-li x = y ani x < y ani y < x
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nemohou být ι(x) a ι(y) srovnatelná, protože pφxyι(x) = φxy(x) < pφxyι(y)
zat́ımco pφyxι(x > pφyxι(y), a projekce by relaci zachovala. �

Poznámky. 1. Všimněte si podstatného faktu, že je-li zde x represen-
továno posloupnost́ı č́ısel (x1, . . . , xk), a větš́ı y pomoćı (y1, . . . , yn), je xi < yi
pro všechna i. To sehraje roli v daľśım bodě.

2. Čtenář má pravděpodobně dojem, že jsme si opět moc nepomohli.
Počet nesrovnatelných dvojic (a tedy exponent z d̊ukazu) je stále ještě dost
velký. Jenomže zat́ım co v representaci pomoćı 2M je velikost exponentu
nutná, zde šlo jen o technický postup a ve skutečnosti stač́ı často exponent
velmi malý.

5.4. Lemma 5.3.1 umožňuje též následuj́ıćı representaci obecného uspo-
řádáńı pomoćı lineárńıch (jedná se ale v podstatě o totéž jako v předchoźı
větě)

Tvrzeńı. Každé konečné uspořádáńı je pr̊unik lineárńıch uspořádáńı.
D̊ukaz. Pro φ ∈ Φ v d̊ukazu předchoźı věty definujme lineárńı uspořádáńı

≤φ takto: prvky z každé φ−1[{i}] seřaďme libovolně a je-li φ(x) < φ(y)
položme x <φ y. Potom je

≤ =
⋂
φ∈Φ

≤φ .

Skutečně, je-li x < y, je φ(x) < φ(y), a tedy x <φ y, pro každé φ. Jsou-li x
a y nesrovnatelné, máme x <φxy y a y <φyx x, takže (x, y) v pr̊uniku neńı.
�

Dı́váme-li se na lineárńı uspořádáńı jako na uspořádáńı v jistém smyslu
jednoduchá, vyjadřuje nejmenš́ı potřebný počet lineárńıch uspořádáńı v rep-
resentaci z tohoto tvrzeńı jakousi mı́ru složitosti daného uspořádáńı ≤. Na-
zývá se

Dushnik-Millerova dimense uspořádáńı ≤.

Jako cvičeńı dokažte, že minimálńı exponent z 5.3 je totéž č́ıslo.

6. Adjunkce (Galoisova konexe)

6.1. Isotonńı zobrazeńı f : X → Y , g : Y → X jsou adjungována (Ga-
loisovsky adjungována, jsou v Galoisově konexi), f nalevo a g napravo (f je
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levý adjunkt zobrazeńı g, g je pravý adjunkt zobrazeńı f) jestliže plat́ı

∀x ∈ X, y ∈ Y, f(x) ≤ y ⇔ x ≤ g(y).

6.2. Pravý (resp. levý) Galois̊uv adjunkt nemuśı k danému zobrazeńı
existovat (brzy se k tomu dozv́ıme nutnou, a do jisté mı́ry i postačuj́ıćı
podmı́nku). Existuje-li však,

je určen jednoznačně.

(Je-li fi(x) ≤ y ⇔ x ≤ g(y), i = 1, 2, je f1(x) ≤ y ⇔ f2(x) ≤ y.)

6.3. Př́ıklady. (a) Vzájemně inversńı isomorfismy jsou adjungovány, a
to zprava i zleva.

(b) “Téměř inversńı celoč́ıselné funkce”: Nechť se zobrazeńı f : N → N
(kde N je zde množina kladných celých č́ısel) dá rozš́ı̌rit na reálnou rostoućı

funkci f̃ na intervalu 〈1,+∞) která má inversńı funkci φ. Potom, označ́ıme-li
bxc resp. dxe dolńı resp. horńı celou část reálného č́ısla x, je

dφ(−)e levý adjunkt zobrazeńı f, a

bφ(−)c pravý adjunkt zobrazeńı f

(což okamžitě vid́ıme z toho, že dφ(m)e ≤ n právě když φ(m) ≤ n, a
bφ(m)c ≥ n právě když φ(m) ≥ n).

Tak např́ıklad jsou dlog2e a blog2c levý a pravý adjunkt k mocněńı 2n.

(c) Buďte X, Y libovolné množiny a f : X → Y zobrazeńı mezi nimi.
Máme

f [A] ⊆ B právě když A ⊆ f−1[B].

Tedy jsou zobrazeńı f [−] : P(X) → P(Y ), f−1[−] : P(Y ) → P(X) adjun-
govány, f [−] nalevo a f−1[−] napravo.

(d) f−1[−] mé též pravý adjunkt: je totiž

f−1[B] ⊆ A právě když B ⊆ Y \ f [X \ A].

Zobrazeńı f [−] ale levý adjunkt nemá.
(e) Buď M množina (“abeceda”), M+ pologrupa slov v M a X = P(M+).

Označ́ıme-li pro A,B,C ∈ X

A ·B = {ab |a ∈ A, b ∈ B},
C/B = {w |∀b ∈ B, wb ∈ C},
A\C = {w |∀a ∈ A, aw ∈ C},
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plat́ı

A ·B ⊆ C právě když A ⊆ C/B právě když B ⊆ A\C.

Zobrazeńı (A 7→ A ·B) : X → X resp. (B 7→ A ·B) : X → X jsou tedy levé
adjunkty k C 7→ C/B resp. C 7→ A\C.

6.4. Výhodný popis adjunkćı dostáváme z následuj́ıćıho tvrzeńı.

Věta. Isotonńı zobrazeńı f : X → Y a g : Y → X jsou adjungována (f
nalevo, g napravo) právě když plat́ı

f(g(y)) ≤ y a x ≤ g(f(x)0 (symbolicky fg ≤ id a gf ≥ id).

D̊ukaz. Jsou-li f, g v adjunkci, plynou nové nerovnosti z toho, že g(y) ≤
g(y) a f(x) ≤ f(x). Nechť naopak nové nerovnosti plat́ı; je-li f(x) ≤ y máme
x ≤ g(f(x)) ≤ g(y), je-li x ≤ g(y) je f(x) ≤ f(g(y)) ≤ y. �

6.5. Důsledek. Jsou-li isotonńı zobrazeńı f, g adjungována, plat́ı

fgf = f a gfg = g.

(Jelikož gf(x) ≥ x je f(gf(x)) ≥ f(x); na druhé straně je fg(f(x)) ≤ f(x).
�)

6.6. Věta. Levé Galoisovy adjunkty zachovávaj́ı suprema, a pravé za-
chovávaj́ı infima.

D̊ukaz provedeme pro suprema. Nechť s = supM existuje. Potom je (viz
2.5) předevš́ım f(s) horńı meźı množiny f [M ]. Je-li x horńı mez množiny
f [M ] máme, pro všechna m ∈ M , f(m) ≤ x a tedy m ≤ g(x). Je tedy g(x)
horńı mez množiny M , odtud s ≤ g(x) a konečně f(s) ≤ x. �

6.7. Větu 6.6 nelze beze všeho obrátit. Neńı divu, kdyby uspořádané
množiny X, Y měly suprema či infima jen pro málo podmnožin, byla by
podmı́nka jejich zachováńı slabá. Plat́ı však

Věta. Jsou-li X, Y úplné svazy, je isotonńı zobrazeńı f : X → Y levý
(resp. pravý) adjunkt právě když zachovává všechna suprema (resp. infima).

D̊ukaz. Nechť f zachovává suprema. Definujme zobrazeńı g : Y → X
předpisem

g(y) = sup{x |f(x) ≤ y}.
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Triviálně f(x) ≤ y implikuje x ≤ g(y). Ale též naopak, je-li x ≤ g(y) =
sup{z |f(z) ≤ y}, dostáváme

f(x) ≤ sup{f(z) |f(z) ≤ y} ≤ y. �

6.8. Poznámka. Původńı Galoisova konexe, tak jak se objevila v Ga-
loisově teorii řešitelnosti algebraických rovnic, byla konexe mezi antitonńımi
zobrazeńımi,

f(x) ≤ y právě když g(y) ≤ x.

S touto variantou v literatuře dosud často setkáváme. Kromě p̊uvodnosti pro
ni ale mnoho nemluv́ı: isotonńı definice je pr̊uhledněǰśı, a antitonńı varianta
s z ńı snadno naformuluje (isotonńı varianta naformulovaná přes antitonńı
mi naopak připadá dost křečovitá).

7. Dvě věty o pevných bodech

7.1. Věta. (Bourbakiho věta o pevném bodě.) Nechť v (X,≤) existuje
nejmenš́ı prvek a nechť tam má každý řetězec

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · ·

supremum. Nechť f : X → X zachovává suprema takovýchto řetězc̊u. Potom
f má pevný bod (t.j., existuje y ∈ X takové, že f(y) = y), a mezi pevnými
body existuje nejmenš́ı.

D̊ukaz. Položme x0 = ⊥ a definujme xn předpisem xn+1 = f(xn). Jelikož
x0 = ⊥ ≤ x1 dostáváme indukćı xn+1 = f(xn) ≤ f(xn+1) = xn+2 a tedy plat́ı
x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · · . Označme y = supxn. Potom f(y) = sup f(xn) =
supxn+1 = y a y je pevný bod.

Buď též f(z) = z. Máme ⊥ ≤ z a tedy indukćı xn+1 = f(xn) ≤ f(z) = z,
takže z je horńı mez řetězce x0, x1, x2, . . . , a tedy y ≤ z. �

7.2. Třebaže je to věta velmi jednoduchá, má d̊uležité d̊usledky. Jedńım
z nich je známá Prvńı Kleeneova věta o rekursi.

Uvažujme množinu X = {f |f : A ⇀ B} parciálńıch zobrazeńı z množiny
A do množiny B uspořádanou relaćı rozš́ı̌reńı, t.j.,

f v g právě když definičńı obor D(f) funkce f je obsažen

v definičńım oboru D(g) funkce g a na D(f) je f(x) = g(x).
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Spojitý funkcionál f : X → X je isotonńı zobrazeńı takové,že

je-li F (f)(a) = b, existuje konečná g v f taková, že F (g)(a) = b.

(Např́ıklad: A = B je množina přirozených č́ısel a F je rekursńı pravidlo.)
Plat́ı

Věta. (Kleene) Pro každý spojitý funkcionál F existuje nejmenš́ı f tako-
vé, že F (f) = f .

D̊ukaz. Potřebujeme dokázat, že F zachovává suprema řetězc̊u. Pro
řetězec f1 v f2 v · · · v fn v · · · je zřejmě supremem zobrazeńı f definované
na

⋃
D(fn) předpisem f(x) = fn(x) na D(fn).

Triviálně plat́ı, že supF (fn) v F (f). Na druhé straně, je-li F (f)(a) = b,
je f(g)(a) = b pro nějaké konečné g v f . Z konečnosti vid́ıme, že g v fk pro
dostatečně velké k; tedy F (fk)(a) = b. Tedy je i (supF (fn))(a) = b. �

7.3. Věta. (Tarského-Knasterova věta o pevném bodě) Každé isotonńı
zobrazeńı úplného svazu do sebe má pevný bod.

D̊ukaz. Buď L úplný svaz a f : L → L isotonńı. Položme M = {x |x ≤
f(x)} a s = supM . Pro x ∈ M je x ≤ s a tedy x ≤ f(x) ≤ f(s) takže f(s)
je horńı mez množiny M a máme

s ≤ f(s),

a z isotonie f(s) ≤ f(f(s)), takže f(s) ∈M . Proto též

f(s) ≤ s,

a konečně tedy f(s) = s. �

Poznámka. Dokázali jsme vlastně, že existuje nejvěťśı pevný bod zob-
razeńı f . Obdobnou úvahou o inf{x |x ≥ f(x)} dostaneme existenci nej-
menš́ıho pevného bodu.

7.4. Důkaz této věty o pevném bodě byl opět velmi jednoduchý. Věta
však má mnoho velmi d̊uležitých a netriviálńıch d̊usledk̊u. Dva z nich před-
vedeme.

7.4.1. Cantor-Bernsteinova věta. Buďte f : X → Y a g : Y → X
prostá zobrazeńı. Potom existuje vzájemně jednoznačné zobrazeńı h množiny
X na množinu Y . Toto zobrazeńı je možno nalézt takové, že v každém bodě
je h(x) definováno buď ve shodě s f , nebo inversně s g.
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D̊ukaz. Definujme F : P(X)→ P(X) předpisem F (M) = X \g[Y \f [M ]]
a vezměme A některý jeho pevný bod. Máme tedy

A = X \ g[Y \ f [A]], to jest X \ A = g[Y \ f [A]]. (∗)

Položme

h(x) =

{
f(x) pro x ∈ A
g−1(x) pro x /∈ A

(podle (∗) má takové g−1(x) pro x /∈ A smysl, samozřejmě jednoznačný).
Jelikož g je prosté, máme podle (∗), g−1[X\A] = g−1g[Y \f [A]] = Y \f [A]

takže pro x ∈ A a y ∈ X \ A je h(x) 6= h(y); pro x 6= y a x, y ∈ A nebo
x, y /∈ A je h(x) 6= h(y) triviálně. Tedy je h prosté.

Pro y ∈ Y je buď y ∈ f [A] a pak je h-obrazem prvku z A, nebo je
y ∈ Y \ f [A] a potom je y = h(g(y)). Zobrazeńı h je tedy na. �

7.4.2. Stabilita her dvou osob s úplnou informaćı. Hru dvou
osob s úplnou informaćı můžeme popsat takto: je dána množina X (množina
možných stav̊u hry), relace A ⊆ X ×X (pravidla pro prvńıho hráče), relace
B ⊆ X ×X (pravidla pro druhého hráče), a prvek x0 ∈ X (počátečńı stav).
Partie v takové hře je posloupnost

x0Ax1Bx2Ax3 · · · (konečná nebo nekonečná) .

Hráč prohrává je-li na tahu, ale pravidla už mu hrát nedovoĺı, v té situaci
pak jeho protihráč vyhrává. Nekonečnou partii vyhodnocujeme jako remisu.

Strategie pro prvńıho resp. druhého hráče je podmnožina S ⊆ A resp.
S ⊆ B. Strategie je vytrvalá, umožňuje-li z̊ustat ve hře pokud už se do ńı
hráč dostal, t.j., dejme tomu pro prvńıho hráče,

kdykoli xSy a yBz existuje u takové, že zSu.

Vytrvalá strategie S ještě nezaručuje, že hráč neprohraje; k tomu se muśı
ještě dostat do stavu v němž S může použ́ıt. Tedy, neprohrávaj́ıćı strategie
prvńıho hráče je taková vytrvalá strategie S pro kterou x0S 6= ∅, a pro
druhého hráče muśı být taková, že yS 6= ∅ pro každé y takové, že x0Ay.

Variantu následuj́ıćı věty dokázal Kalmár v roce 1928.

Věta. Aspoň jeden z hráč̊u má neprohrávaj́ıćı strategii. Následkem toho,
nedovoluje-li hra nekonečné partie, jeden z hráč̊u má vyhrávaj́ıćı strategii.
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D̊ukaz. Pro P ⊆ X × X položme r(P ) = {(x, y) |yP = ∅} a pro pevná
A,B ⊆ X ×X definujme zobrazeńı φAB : P(X ×X) → P(X ×X), zřejmě
isotonńı, předpisem

φAB(P ) = A ∩ r(B ∩ r(P )).

Vezměme A,B relace z definice hry, zvolme SII nějaký pevný bod zobrazeńı
φBA (takže

SII = B ∩ r(A ∩ r(SII)) )

a položme SI = A ∩ r(SII). Potom je SI pevný bod φAB (máme φAB(SI) =
A ∩ r(B ∩ r(A ∩ r(SII))) = A ∩ r(SII) = SI).

Fakt. SI resp. SII je vytrvalá strategie prvńıho resp. druhého hráče.

(Třeba pro SII : Buď xSIIy a yAz. Kdyby zSII = ∅, bylo by (y, z) ∈
A ∩ r(SII). Jenomže (x, y) ∈ SII ⊆ r(A ∩ r(SII)) a tedy by množina
y(A ∩ r(SII)) měla být prázdná. �)

Předpokládejme nyńı, že druhý hráč prohraje. Tedy se nemohl dostat k tahu
ve strategii SII což znamená, že prvńı hráč mohl zvolit prvńı tah x0Ax1 tak,
že xSII = ∅. Tedy (x0, x1) ∈ A∩ r(SII) = SI a SI je neprohrávaj́ıćı strategie
prvńıho hráče. �

8. Relace “hluboko pod”

V tomto odd́ıle se jen krátce zmı́ńıme o jisté relaci odvozené z částečného
uspořádáńı, která sehrála významnou roli v některých partíıch teoretické
informatiky.

8.1. Řekneme, že x je hluboko pod y v uspořádané množině (X,≤), a
ṕı̌seme

x� y,

jestliže pro každou usměrněnou podmnožinu D ⊆ X (viz 3.4) plat́ı implikace

y ≤ supD ⇒ ∃d ∈ D, x ≤ d.

Př́ıklady. (a) V lineárně uspořádaných množinách je x� y právě když
x < y (viz (2’) v 2.1.1). To je nezaj́ımavý př́ıpad a v aplikaćıch roli nehraje.

44



(b) Ve svazu (P(X) ⊆) je A� B právě když A je konečná (s t́ım souviśı
výraz “A ⊂⊂ B” někdy v litreatuře už́ıvaný pro “A je konečná podmnožina
B”).

(c) Abychom mohli uvést skutečně podstatný př́ıklad, trochu předběhne-
me. Můžeme snad ale předpokládat, že se čtenář už dř́ıve něco dozvěděl o
metrických prostorech a že v́ı, že z každ́ıho pokryt́ı kompaktńıho prostoru
otevřenými množinami lze vybrat konečné podpokryt́ı.

Vezměme svaz otevřených množin nějakého metrického prostoru (uspo-
řádaný inkluśı). Buďte U, V otevřené množiny takové, že existuje kompaktńı
K takové, že U ⊆ K ⊆ V . Potom je U � V : je-li V ≤

⋃
D kde D je systém

otevřených množin, existuj́ı V1, . . . , Vn ∈ D takové, že K ⊆ V1∪· · ·∪Vn. Je-li
D usměrněný, existuje W ∈ D taková, že pro všechna i je Vi ⊆ W , takže
U ⊆ K ⊆ W .

Zřejmě plat́ı
8.1.1. Pozorováńı. 1. Je-li x� y, je x ≤ y.
2. Je-li x ≤ x′ � y′ ≤ y, je x� y.

8.2. Řekneme, že uspořádaná množina je spojitá, je-li

∀x, x =
∨
{y |y � x},

a jsou-li všechny množiny {y |y � x} usměrněné.

(Připomeňte si př́ıklad (c) v 8.1. Jednalo-li se o lokálně kompaktńı pros-
tor, byl svaz otevřených množin spojitý.)

8.3. Tvrzeńı. Ve spojité uspořádané množině je relace � interpola-
tivńı. Nav́ıc plat́ı, že je-li a1, a2 � b, existuje prvek c takový, že (simultánně)
a1, a2 � c� b.

D̊ukaz. Buď a � b. Máme b =
∨
{x |x � b}, a každý prvek x � b

můžeme vyjádřit podobně, takže je

b =
∨
{x |∃y, x� y � b}, (∗)

což je opět usměrněná množina (je-li xi � yi � b je pro vhodné y � b,
y1, y2 ≤ y a tedy x1, x2 � y �; z usměrněnosti množiny {x |x � y} pak
dostaneme x takové, že xi � x � y � b). Jestliže jsou ai � b, existuj́ı xi
a yi takové, že ai ≤ xi � yi � b. Opět zvolme c � b tak, aby yi ≤ c a
dostaneme ai � c� b. �
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Čtenář si jistě všiml, že jednu úvahu jsme jakoby dělali dvakrát. Poprvé
jsme se potřebovali ujistit, že množina v (∗) je v̊ubec usměrněná, abychom
mohli použ́ıt definici relace � : ta totiž o obecných supremech neř́ıká nic.

8.3.1. Důsledek. Je-li ve spojité uspřádané množině (X,≤) pro nějaké
prvky a � b, je-li D ⊆ X usměrněná, a je-li b ≤ supD, existuje d ∈ D
takové, že a� d.

8.4. V aplikaćıch často mı́sto spojitých uspořádaných množin vystupuj́ı
uspořádané množiny s náasleduj́ıćı o trochu silněǰśı vlastnost́ı.

Prvek a ∈ (X,≤) nazveme kompaktńım je-li a� a. Uspořádaná množina
je algebraická, je-li jej́ı každý prvek usměrněným supremem kompaktńıch
y ≤ x. Jinak řečeno, v definici 8.2 je výraz x =

∨
{y |y � x} nahrazen

výrazem x =
∨
{y |y � y ≤ x}.

46



Kapitola III

Svazy jako algebry

Na suprema a∨ b či infima a∧ b v polosvazech a svazech se můžeme d́ıvat
jako na binárńı operace a v této kapitole budeme tomuto pohledu dávat
přednost. Co se týče vnitřńı struktury polosvaz̊u a svaz̊u dostaneme ekviva-
lentńı popisy, které nav́ıc otev́ıraj́ı řadu d̊uležitých otázek. Je ovšem třeba
si uvědomit, že při algebraickém pohledu se měńı preference zobrazeńı: u
uspořádaných množin bylo přirozené dávat přednost isotonńım zobrazeńım,
u algeber nás v́ıc zaj́ımaj́ı homomorfismy, t.j. zobrazeńı, která respektuj́ı op-
erace (např., splňuj́ı rovnice f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b) a pod.). Homomorfismů
je samozřejmě méně.

1. a ∧ b a a ∨ b jako binárńı operace

1.1. Z II.2.2 okamžitě vid́ıme, že plat́ı

a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c,
a ∧ b = b ∧ a, (∧-eq)

a ∧ a = a.

Má-li polosvaz největš́ı prvek 1, plat́ı dále

1 ∧ a = a. (1-eq)

1.2. Rovnice (∧-eq) popisuj́ı strukturu polosvazu. Plat́ı totiž

Věta. Nechť je na množině X dána binárńı operace ∧ splňuj́ıćı rovnice
(∧-eq). Potom existuje právě jedno uspořádáńı v němž je a ∧ b = inf{a, b}.

Takto uspořádaná množina X je polosvaz s jednotkou právě když v něm
existuje prvek 1 splňuj́ıćı rovnici (1-eq).

47



D̊ukaz. Takové uspořádáńı je nejvýš jedno, protože muśı být x ≤ y právě
když x = inf{x, y}. Definujme tedy

x ≤ y ≡df x ∧ y = x.

Tato relace je uspořádáńı: x ≤ x protože x ∧ x = x; je-li x ≤ y ≤ z máme
x ∧ y = x a y ∧ z = y a tedy x ∧ z = (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z) = x ∧ y = x a
tedy x ≤ z; konečně je-li x ≤ y ≤ x je x = x ∧ y = y ∧ x = y.

V tomto uspořádáńı je x ∧ y = inf{x, y}: předevš́ım je to dolńı mez
množiny {x, y}, protože (x∧y)∧x=(x∧x)∧y = x∧y a ještě bezprostředněji
(x∧ y)∧ y = x∧ y; je z dolńıch meźı největš́ı, protože je-li z ∧ x = z = z ∧ y
máme z ∧ (x ∧ y) = (z ∧ x) ∧ y = z ∧ y = z a tedy z ≤ x ∧ y.

Je-li 1 ∧ a = a je v naš́ı definici a ≤ 1. �

1.3. Je-li X svaz, máme kromě operace ∧ daľśı operaci ∨ splňuj́ıćı rovnice

a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c,
a ∨ b = b ∨ a, (∨-eq)

a ∨ a = a

a operace ∧ a ∨ jsou svázány rovnicemi

a ∧ (a ∨ b) = a, a ∨ (a ∧ b) = a. (∧∨-eq)

Plat́ı

Věta. Nechť jsou na množině X dány binárńı operace splňuj́ıćı rovnice
(∧-eq), (∨-eq) a (∧∨-eq). Potom na X existuje právě jedno uspořádáńı ≤
takové, že a ∧ b = inf{a, b} a a ∨ b = sup{a, b}.

X je svaz s nulou a jednotkou právě když v něm existuj́ı prvky 0 a 1
splňuj́ıćı

0 ∨ a = 1 ∧ a = a pro všechna a.

D̊ukaz. Jako v začátku předchoźıho d̊ukazu předevš́ım vid́ıme, že uspořá-
dáńı muśı být určeno požadavkem x ≤ y právě když x = inf{x, y}. Aplikaćı
téhož na Xop vid́ıme, že ale též muśı být x ≤ y právě když y = sup{x, y}.
Celá záležitost se tedy redukuje na otázku, zda tyto požadavky je možno
sladit (potom už tvrzeńı plyne z předchoźı věty aplikované na X a Xop). Jde
tedy o to, zda definice

x ≤1 y právě když x ∧ y = x,

x ≤2 y právě když x ∨ y = y
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dávaj́ı totéž uspořádáńı. Máme-li však x∧ y = x, je y = y ∨ (x∧ y) = y ∨ x,
a je-li y = y ∨ x je x = x ∧ (y ∨ x) = x ∧ y. �

1.4. Budeme-li dále mluvit o podsvazech nebo podpolosvazech, máme na
mysli podalgebry. To jest, nestač́ı aby to byla podmnožina v ńıž je zachováno
uspořádáńı: muśı být nav́ıc také uzavřena na př́ıslušná suprema a infima.

Poznámka. V II.5.1 jsme se setkali s t́ım, že ne každé zobrazeńı na
dovolovalo (injektivńı) vytvořeńı (správného) kvocientu; zde ani každé vlo-
žeńı (obecněji, prosté zobrazeńı) nedovoĺı projektivńı vytvářeńı (správného
podobjektu). Tak je tomu u algeber běžně.

Na druhé straně, součiny svaz̊u, polosvaz̊u, atd., jsou algebry stejného
typu. I to je u algeber jev běžný, a dozv́ıme se o něm v́ıc v př́ı̌st́ı kapitole.

2. Modulárńı a distributivńı svazy

2.1. Řekneme, že svaz L je modulárńı, plat́ı-li v něm implikace

a ≤ c ⇒ a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c.

2.1.1. Poznámka. Uvědomte si, že implikace

a ≤ c ⇒ a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ c.

plat́ı vždy. V modularitě jde tedy o opačnou nerovnost.

2.2. Modulárńı svazy hraj́ı významnou roli v algebře i jinde, pro nás
zde ale tento pojem hraje roli sṕı̌s pomocnou. Proto z mnoha zaj́ımavých
vlastnost́ı zde dokážeme jen následuj́ıćı charakteristiku.

Věta. Svaz L je modulárńı právě když neobsahuje podsvaz isomorfńı se
svazem C5 z obrázku 1.
(Na obrázku jsou prvky uspořádány zdola nahoru po vyznačených cestách.
Podobně v daľśım.)

D̊ukaz. I. Nechť L obsahuje C5. Potom (už́ıváme značeńı z obrázku) je

x ∨ (a ∧ y) = x ∨ b = x < y = c ∧ y = (x ∨ a) ∧ y

třebaže x ≤ y. Tedy L neńı modulárńı.
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Obr. 1: C5, konfigurace zakázaná v modulárńım svazu.

II. Nechť L neńı modulárńı. Tedy existuj́ı u, v, w tak, že u ≤ w a u ∨
(v ∧ w) < (u ∨ v) ∧ w. Potom v nemůže být srovnatelné s u ∨ (v ∧ w) ani
s (u ∨ v) ∧ w (kdyby bylo v ≤ (u ∨ v) ∧ w bylo by v ≤ w a u ∨ (v ∧ w) =
(u ∨ v) ∧ w = u ∨ v; kdyby bylo v ≥ u ∨ (v ∧ w), bylo by v ≥ u a tedy
u ∨ (v ∧ w) = (u ∨ v) ∧ w = v ∧ w).

Máme v ∨ u ∨ (v ∧ w) = v ∨ u a jelikož ještě (u ∨ v) ∧ w ≤ v ∨ u, je též
v∨u ≥ v∨ ((u∨ v)∧w). Podobně v∧ (u∨ (v∧w) = v∧ (u∨ v)∧w = v∧w.
V L tedy dostaneme kopii C5 polož́ıme-li a = v, b = v ∧ w, c = v ∨ w,
x = u ∨ (v ∧ w) a y = (u ∨ v) ∧ w. �

2.3. Svaz je distributivńı plat́ı li v něm rovnice

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c). (distr)

To velmi připomı́ná vztah mezi sč́ıtáńım a násobeńım jak ho znáte z arit-
metiky. Analogie však nejde př́ılǐs daleko. Trochu překvapivě zde automatic-
ky máme též distributivitu v opačném pořad́ı operaćı. Plat́ı totiž

2.3.1. Věta. Svaz L je distributivńı právě když v něm plat́ı rovnice

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c). (distr’)

Jinými slovy, L je distributivńı právě když Lop je distributivńı.
D̊ukaz. Plat́ı-li (distr), máme (a∨b)∧(a∨c) = ((a∧(a∨c))∨(b∧(a∨c))) =

a ∨ (b ∧ a) ∨ (b ∧ c) = a ∨ (b ∧ c). Stejně dostaneme opačnou implikaci. �

2.4. Jelikož při a ≤ c je a ∨ c = c vid́ıme okamžitě, že

každý distributivńı svaz je modulárńı.

2.5. Lemma. Modulárńı svaz je distributivńı právě když v něm plat́ı
rovnost

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c).
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Poznámka. Nerovnost (a∧b)∨ (a∧c)∨ (b∧c) ≤ (a∨b)∧ (a∨c)∧ (b∨c).
zřejmě plat́ı vždy, jde tedy jen o opačnou nerovnost.

D̊ukaz. I. Je-li svaz distributivńı, je (a∨b)∧(a∨c)∧(b∨c) = (a∨(b∧(a∨
c)))∧ (b∨ c) = (a∧ (b∨ c))∨ (b∧ (a∨ c)) = (a∧ b)∨ (a∧ c)∨ (b∧ a)∨ (b∧ c).

II. Nechť rovnice plat́ı. Potom máme

(a ∨ b) ∧ c = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c) ∧ c = ((a ∧ b) ∨ ((a ∧ c) ∨ (b ∧ c)) ∧ c.

Je-li svaz nav́ıc modulárńı máme dále, protože (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) ≤ c,

· · · = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c) = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c). �

2.6. Věta. Svaz L je distributivńı právě když neobsahuje podsvaz iso-
morfńı se svazem C5 z obrázku 1 ani podsvaz isomorfńı se svazem D3 z
obrázku 2.

k
k

k
k k

b

a x y

c

@
@@

�
��

�
��

@
@@

Obr. 2: D3, daľśı konfigurace zakázaná v distributivńım svazu.

D̊ukaz. I. Obsahuje-li L konfiguraci C5 neńı ani modulárńı. Obsahuje-li
D3 je distributivita porušena nerovnost́ı (a ∧ x) ∨ (a ∧ y) = b 6= a = a ∧ c =
a ∧ (x ∨ y).

II. Nechť svaz neńı distributivńı. Neńı-li modulárńı, obsahuje C5. Buď
tedy L modulárńı. Podle 2.5 existuj́ı a, b, c ∈ L takové, že

d = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) < h = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c).

Položme
u = (a ∨ (b ∧ c)) ∧ (b ∨ c),
v = (b ∨ (a ∧ c)) ∧ (a ∨ c),
w = (c ∨ (a ∧ b)) ∧ (a ∨ b).
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Dokážeme, že

u ∧ v = u ∧ w = v ∧ w = d a u ∨ v = u ∨ w = v ∨ w = h. (∗)

K tomu stač́ı dokázat jen to, že u ∧ v = d (zbytek dostaneme permutaćı
prvk̊u a, b, c a záměnou ∧ a ∨ kterou můžeme udělat proto, že z definice
prvk̊u u, v, w dostaneme pomoćı modularity

u = (a ∧ (b ∨ c)) ∨ (b ∧ c),
v = (b ∧ (a ∨ c)) ∨ (a ∧ c),
w = (c ∧ (a ∨ b)) ∨ (a ∧ b). )

Skutečně máme (už́ıváme opět modularity)

u ∧ v = (a ∨ (b ∧ c)) ∧ (b ∨ c) ∧ (b ∨ (a ∧ c)) ∧ (a ∨ c) =

= (a ∨ (b ∧ c)) ∧ (b ∨ (a ∧ c)) = (a ∧ (b ∨ (a ∧ c))) ∨ (b ∧ c) =

= (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c).

Podle (∗), jelikož d 6= h, máme nyńı D3 representováno nesrovnatelnými
prvky u, v, w, společným infimem dvojic d a společným supremem dvojic h.
�

2.7. Věta. Svaz L je distributivńı právě když každá soustava rovnic
tvaru

a ∧ x = b

a ∨ x = c

má nejvýš jedno řešeńı.
D̊ukaz. I. Nechť je L distributivńı a nechť

a ∧ x = b, a ∨ x = c, a ∧ y = b a a ∨ y = c.

Potom x = x∧ (a∨ x) = x∧ (a∨ y) = (x∧ a)∨ (x∧ y) = (y ∧ a)∨ (x∧ y) =
y ∧ (a ∨ x) = y ∧ (a ∨ y) = y.

II. Nechť L neńı distributivńı. Potom v kterékoli z konfiguraćı C5 nebo
D3 jsou x i y řešeńı naš́ı soustavy rovnic. �
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3. Ideály a filtry v distributivńıch svazech

3.1. Analogicky s definićı, kterou asi znáte z teorie okruh̊u (d́ıvejme se na
chv́ıli na operaci ∨ jako na “sč́ıtáńı” a na ∧ jako na “násobeńı”) definujeme
ideál v distributivńım svazu L s nulou a jednotkou jako podmnožinu J ⊆ L
takovou, že

0 ∈ J,
a, b ∈ J ⇒ a ∨ b ∈ J, (idl)

b ≤ a & a ∈ J ⇒ b ∈ J.

V analogii s definićı ideál̊u v okruźıch čtenář asi očekával mı́sto třet́ıho
požadavku požadavek

b ∈ L & a ∈ J ⇒ a ∧ b ∈ J ;

formule v (idl) je s t́ım ale ekvivalentńı (b ≤ a jsou přesně ty prvky, které se
daj́ı napsat jako b′ ∧ a pro b′ ∈ L) a snadněji se s ńı pracuje.

Vı́me již také, že na rozd́ıl od okruh̊u je situace mezi operacemi ∨ a
∧ symetrická. To ale neńı jediný d̊uvod pro zavedeńı následuj́ıćıho pojmu;
motivace je bohatš́ı, třeba okoĺı bod̊u v topologii (viz jednu z daľśıch kapitol)
se chovaj́ı takovýmto zp̊usobem. Filtr v L je definován jako podmnožina
F ⊆ L taková, že

1 ∈ F,
a, b ∈ F ⇒ a ∧ b ∈ F, (fltr)

b ≥ a & a ∈ F ⇒ b ∈ F.

Řekneme, že ideál resp. filtr je vlastńı, jestliže to neńı celý svaz L, tedy
v př́ıpadě ideálu jestliže 1 /∈ J , v př́ıpadě filtru jestliže 0 /∈ F . Často se
automaticky předpokládá, že ideál resp. filtr vlastńı je.

3.2. Prvoideál resp. prvofiltr je vlastńı ideál J resp. filtr F takový, že

kdykoli a ∧ b ∈ J, máme a ∈ J nebo b ∈ J
resp. kdykoli a ∨ b ∈ F, máme a ∈ F nebo b ∈ F

(srovnejte s odpov́ıdaj́ıćı definićı v okruźıch).
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Maximálńı ideál resp. filtr je vlastńı ideál resp. filtr, který neńı obsažen v
žádném větš́ım ideálu resp. filtru. Často potřebujeme maximalitu vzhledem
k nějaké speciálněǰśı podmı́nce – viz třeba Birkhoffova věta dále.

3.3. Prvofiltry na L jsou v přirozeném vzájemně jednoznačném vztahu s
homomorfismy (zachovávaj́ıćımi 0 a 1)

h : L→ 2,

kde 2 je dvouprvkový svaz {0 < 1}.
Skutečně: k prvofiltru F ⊆ L přǐraďme zobrazeńı

hF : L→ 2 definované předpisem hF (x) =

{
0 jestliže x /∈ F,
1 jestliže x ∈ F.

Potom máme hF (a ∧ b) = 1 právě když a ∧ b ∈ F právě když a ∈ F a b ∈ F
právě když hF (a) ∧ hF (b) = 1, a hF (a ∨ b) = 1 právě když a ∨ b ∈ F právě
když a ∈ F nebo b ∈ F právě když hF (a) ∨ hF (b) = 1; hF (0) = 0 protože F
je vlastńı filtr, a hF (1) = 1 protože 1 ∈ F .

Na druhé straně k homomorfismu h : L→ 2 definujme Fh ⊆ L předpisem

a ∈ Fh právě když h(a) = 1.

Potom 0 /∈ Fh 3 1 a kdykoli a, b ∈ Fh je h(a ∧ b) = h(a) ∧ h(b) = 1 a tedy
a ∧ b ∈ Fh; je-li a ∨ b ∈ Fh, t.j., h(a ∨ b) = h(a) ∨ h(b) = 1, nemůže být
h(a) = h(b) = 0.

Konečně máme a ∈ FhF právě když hF (a) = 1 právě když a ∈ F , a
hFh(a) = 1 právě když a ∈ Fh právě když h(a) = 1.

Prvofiltry a př́ıslušné homomorfismy do svazu 2 jsou v konstrukćıch často
vzájemně nahrazovány, podle toho, co je právě technicky výhodněǰśı.

3.4. Lemma. Nechť J je ideál a F filtr v L a nechť plat́ı J ∩ F = ∅.
Potom existuje filtr F ⊇ F maximálńı vzhledem k podmı́nce F ∩ J = ∅, a
tento F je prvofiltr.

D̊ukaz. Buď F nějaká soustava filtr̊u obsahuj́ıćıch F a disjunktńıch s J ,
taková, že pro kterékoli dva F1, F2 ∈ F je buď F1 ⊆ F2 nebo F2 ⊆ F1. Potom
je zřejmě

⋃
F filtr, stále ještě disjunktńı s J . Podle Zornova lemmatu (ve

variantě principu maximality, viz I.4.6) tedy maximálńı filtr F z prvńı části
tvrzeńı existuje. Jde o to, dokázat, že je to prvofiltr.
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Buď a /∈ F , b /∈ F a a ∨ b ∈ F . Definujme

G = {x |x ∨ b ∈ F}.

Jsou-li x, y ∈ G máme (x ∧ y) ∨ b = (x ∨ b) ∧ (y ∨ b) ∈ F a tedy x ∧ y ∈ G,
je-li z ≥ x je z ∨ b ≥ x∨ b ∈ F a tedy z ∈ G. Tedy je G filtr a jelikož zřejmě
G ⊇ F a G 3 a /∈ F , je to filtr ostře větš́ı než F a tedy již nemůže být
disjunktńı s J . Zvolme c1 ∈ G ∩ J (tedy speciálně c1 ∨ b ∈ F ) a definujme

H = {x |x ∨ c1 ∈ F}.

Stejně jako nahoře, H je filtr a je ostře větš́ı než F , obsahuje totiž b. Muśı
tedy již obsahovat nějaký c2 ∈ J . To je ale spor, měli bychom c1∨c2 ∈ J∩F .
�

3.5. Věta. (Birkhoffova věta) Nechť J je ideál a F filtr v L a nechť plat́ı
J ∩ F = ∅. Potom existuj́ı prvofiltr F ⊇ F a prvoideál J ⊇ J takové, že
J ∩ F = ∅.

D̊ukaz. Z lemmatu vezměme F a J a použijme podruhé toto lemma
v duálńı podobě (t.j., záměnou ideál̊u a filtr̊u, a operaćı ∨ a ∧) na tuto
disjunktńı dvojici). �

3.5.1. Poznámky. 1. Existenci maximálńıch filtr̊u z definice 3.2
(a prvofiltr̊u) obsahuj́ıćıch daný (vlastńı) filtr dostaneme samozřejmě užit́ım
ideálu ↓0, podobně pro ideály.

2. často se už́ıvá následuj́ıćı d̊usledek věty 3.5:
Nechť (v distributivńım svazu s nulou a jednotkou) a � b. Potom existuje

prvofiltr F takový, že b /∈ F 3 a.
3. Použit́ı Zornova lemmatu (ekvivalentńıho s axiomem výběru) bylo

podstatné. Bez výběrového principu by věta neplatila.

4. Pseudokomplementy a komplementy

4.1. Buď L svaz s nulou, a ∈ L. Největš́ı element x takový, že x ∧ a = 0,
pokud existuje (což samozřejmě nemuśı), nazýváme pseudokomplementem
prvku a a obvykle označujeme

a∗.
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Pseudokomplement je tedy určen (zřejmě jednoznačně) formuĺı

x ≤ a∗ právě když x ∧ a = 0. (psc)

Pseudokomplementárńı svaz je svaz (s nulou) jehož každý element má pseu-
dokomplement.

Speciálně máme v pseudokomplementárńım svazu

a ≤ 0∗ právě když a ∧ 0 = 0 t.j. vždy.

Tedy pseokomplementárńı svaz má vždy nulu i jednotku a plat́ı 0∗ = 1, a
zřejmě též 1∗ = 0.

4.2. Z formule (psc) okamžitě dostáváme

Pozorováńı. Zobrazeńı
a 7→ a∗

pseudokomplementárńıho svazu do sebe je antitonńı.

4.3. Věta. 1. a ≤ a∗∗.
2. a∗ = a∗∗∗.
3. a ∧ b = 0 právě když a∗∗ ∧ b = 0.
4. (a ∨ a∗)∗ = 0.
D̊ukaz. 1. Protože a ∧ a∗ = 0 máme a ≤ (a∗)∗.
2. Z 1 okamžitě a∗ ≤ (a∗)∗∗, z 1 a antitonie a∗ ≥ (a∗∗)∗.
3. Z 2: a ∧ b = 0 právě když b ≤ a∗ právě když b ≤ (a∗∗)∗ pravě když

a∗∗ ∧ b = 0.
4. x ∧ (a ∨ a∗) = 0 právě když x ∧ a = 0 a x ∧ a∗ = 0, t.j. x ≤ a∗ a

x ≤ a∗∗, tedy x ≤ a∗ ∧ a∗∗ = 0. �

4.4. Věta. V psudokomplementárńım svazu plat́ı formule

(a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗.

D̊ukaz. Triviálně (a∧ b)∗∗ ≤ a∗∗∧ b∗∗. Na druhé straně máme podle 4.3.1,
a∧ b ≤ (a∧ b)∗∗, tedy a∧ b∧ (a∧ b)∗ = 0 a podle 4.3.3 a∗∗ ∧ b∧ (a∧ b)∗ = 0
a znovu podle 4.3.3 a∗∗ ∧ b∗∗ ∧ (a ∧ b)∗ = 0, a konečně a∗∗ ∧ b∗∗ ≤ (a ∧ b)∗∗.
�
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4.5. Věta. (DeMorganova formule) Nechť v pseudokomplementárńım
svazu L existuje supj∈J aj. Potom existuje infj∈J a

∗
j a plat́ı

(sup
j∈J

aj)
∗ = inf

j∈J
a∗j .

D̊ukaz. y ≤ (supxj)
∗ právě když y ∧ (supxj) = 0 právě když supxj ≤ y∗

právě když pro všechna j, xj ≤ y∗ právě když pro všechna j, xj ∧ y = 0
právě když pro všechna j, y ≤ x∗j . �

4.6. Poznámky. 1. Pseudokomplement v pseudokomplementárńım
svazu je př́ıpad Galoisovy (samo)adjunkce: z ekvivalenćı y ≤ x∗ ⇔ x∧ y =
0 ⇔ x ≤ y∗ dostaneme

x∗ ≤op y právě když x ≤ y∗;

tedy je (x 7→ x∗) : (X,≤)→ (X,≤)op levý adjunkt k (x 7→ x∗) : (X,≤)op →
(X,≤). Odtud Věta 4.5 okamžitě plyne (vzpomeňte si na II.6). Srovnejte
též 4.3.1 s II.6.4.

2. Pseudokomplementárńı svaz nemuśı být distributivni. Větu 4.5 však
můžeme chápat jako jakousi “slabou distributivitu”. Můžeme ji přepsat do
tvaru

(
∨

xj) ∧ y = 0 právě když
∨

(xj ∧ y) = 0.

4.7. Prvek b nazveme komplementem prvku a ve svazu L, plat́ı-li

a ∧ b = 0 a a ∨ b = 1.

Komplement samozřejmě nemuśı existovat. A ani nemuśı být jednoznačně
určen: viz prvky x, y, komplementy a v (dokonce modulárńım) svazu D3 z
2.6. Podle věty 2.7 ale máme

4.7.1. Pozorováńı. V distributivńım svazu má každý prvek nejvýš jeden
komplement.

4.8. Pseudokomplementy nemuśı být komplementy. Plat́ı ale aspoň

Věta. 1. V pseudokomplementárńım svazu je (a ∨ a∗)∗∗ = 1.
2. V distributivńım svazu je každý komplement pseudokomplement.
D̊ukaz. 1 Plyne okamžitě z 4.3.4.
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2. Je-li b komplement a a x∧a = 0 máme x = x∧(a∨b) = (x∧a)∨(x∧b) =
x ∧ b a tedy x ≤ b. �

4.9. Z věty 2.7 také okamžitě dostáváme

Pozorováńı. Nechť L,M jsou svazy s nulou a jednotkou, a nechť h : L→
M je homomorfismus zachovávaj́ıćı 0 a 1. Nechť svaz M je distributivńı.
Potom h zachovává komplementy.

Homomorfismy mezi pseudokomplementárńımi svazy ale nemuśı zacho-
vávat pseudokomplementy. Plat́ı jen zřejmá nerovnost

f(a∗) ≤ f(a)∗.

5. Heytingovy algebry

5.1. Heytingova operace ve svazu L je binárńı operace a→ b splňuj́ıćı poža-
davek

a ∧ b ≤ c právě když a ≤ b→c. (Hey)

Svazu s nulou a jednotkou a Heytingovou operaćı (to, že má jednotku je ale
automatické: jelikož x∧a ≤ a je vždy x ≤ a→a) ř́ıkáme Heytingova algebra.

Z formule (Hey) okamžitě vid́ıme, že

c1 ≤ c2 ⇒

{
b→c1 ≤ b→c2,

c1→b ≥ c2→b.
(1.1)

5.2. Pro každé pevné b dává formule (1.1) adjunkci x∧b ≤ y ≡ x ≤ b→y
mezi zobrazeńımi (x 7→ x ∧ b) a (x 7→ b→y) svazu L do sebe. Jelikož prvńı
z těchto zobrazeńı je dáno svazovou strukturou, je j́ım určeno i druhé, a t́ım
máme určenu i operaci→. Tedy:

5.2.1. Strukturu svazu m̊užeme rozš́ıřit na Heytingovskou nejvýše jedńım zp̊u-
sobem.

5.2.2. Z II.6.6 dostaneme okamžitě tuto nutnou podmı́nku:

Připoušt́ı-li svaz Heytingovu operaci, plat́ı v něm

(supM) ∧ x = sup{m ∧ x |m ∈M}
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kdykoli supM existuje.

Speciálně:

Heytingova algebra je vždy distributivńı.

5.2.3. V př́ıpadě úplného svazu dostáváme dokonce nutnou a postačuj́ıćı pod-
mı́nku:

Úplný svaz L připoušt́ı Heytingovu operaci právě když v něm plat́ı ze-
śılená rovnice distributivity

(
∨
j∈J

aj) ∧ b =
∨
j∈J

(aj ∧ b) (frm)

pro každý systém {aj |j ∈ J} ⊆ L a každé b ∈ L.

5.2.4. Heytingova algebra je vždy pseudokomplementárńı. Máme totǐz a∗ =
a→0.

O tom trochu v́ıce dále v 5.9.

5.3. Poznámka. Vzhledem k jednoznačnosti Heytingovy operace jsou
tedy úplné Heytingovy algebry totéž jako svazy splňuj́ıćı distributivńı pravid-
lo (frm) z 5.2.3. Pohled na věc se však změńı, ptáme-li se na privilegovaná
zobrazeńı. U svaz̊u to budou ta, která zachovávaj́ı 0, 1,∧ a ∨, u Heytin-
gových algeber budeme nav́ıc požadovat aby h(a→ b) = h(a)→h(b). Daľśı,
a zvlášť významný, je výběr zobrazeńı zachovávaj́ıćıch všechna suprema a
konečná infima. Takové homomorfismy jsou základńım pojmem t.zv. bez-
bodové topologie; zmı́ńıme se o nich později.

Pro obecný svazový homomorfismus mezi Heytingovými algebrami plat́ı

h(a→b) ≤ h(a)→h(b)

(protože ze zřejmé nerovnosti (a→ b) ∧ a ≤ b dostaneme h(a→ b) ∧ h(a) ≤
h(b)).

5.4. Daľśı pozorováńı kolem adjunkce. Předevš́ım, jelikož x 7→ (a→
x) je pravý adjunkt, máme

a→ inf
j∈J

bj = inf
j∈J

(a→bj) (5.4.1)

kdykoli infimum na levé straně existuje.
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Všimněme si dále, že že z formule (Hey) dostáváme též

a ≤ b→c ≡ a ∧ b ≤ c ≡ b ≤ a→c,

takže zde ještě máme adjunkce

x→c ≤op y právě když x ≤ y→c. (5.4.2)

Tedy,
pro každé c je zobrazeńı (x 7→ (x→c)) : L→ Lop levý adjunkt k zobrazeńı

(x 7→ (x→c)) : Lop → L
a máme

(sup
j∈J

aj)→c = inf
j∈J

(aj→c). (5.4.3)

5.5. Z věty II.6.4 (a samozřejmě též snadno př́ımo) dostáváme též ne-
rovnosti

a ∧ (a→b) ≤ b, (5.5.1)

a ≤ b→(a ∧ b) (5.5.2)

a v́ıme, že tato dvojice nerovnost́ı je ekvivalentńı s (Hey).

5.6. Několik daľśıch bezprostředńıch formuĺı.
Z a ∧ b ≤ a dostáváme

a ≤ b→a. (5.6.1)

Jelikož 1 = a→b právě když 1 ≤ a→b máme

a ≤ b právě když a→b = 1. (5.6.2)

Dále, 1→a ≤ 1→a a tedy 1→a = (1→a) ∧ 1 ≤ a, což spolu s (5.6.1) dává

1→a = a. (5.6.3)

Operace ∧ je asociativńı a tedy x ≤ (a ∧ b)→ c právě když x ∧ a ∧ b ≤ c
právě když x ∧ a ≤ b→c právě když x ≤ a→(b→c). Odtud

(a ∧ b)→c = a→(b→c) = b→(a→c). (5.6.4)

5.7. Tři jednoduché d̊usledky.

60



Podle (5.5.1) a (5.6.1) máme a ∧ (a→b) ≤ a ∧ b ≤ a ∧ (a→b) takže

a ∧ (a→b) = a ∧ b. (5.7.1)

Z toho dále a→b ≤ a→(a ∧ b) což spolu s (1.1) dává

a→b = a→(a ∧ b). (5.7.2)

Z (5.7.1) a (5.7.2) pak okamžitě usoud́ıme, že

a ∧ b = a ∧ c právě když a→b = a→c. (5.7.3)

5.8. Jen o málo složitěǰśı je formule

x = (x ∨ a) ∧ (a→x) (5.8.1)

(podle (5.6.1), x ≤ (x ∨ a) ∧ (a→ x); podle (5.5.2) je (x ∨ a) ∧ (a→ x) =
(x ∧ (a→x)) ∨ (a ∧ (a→x) ≤ x).)

5.9. Poznámka o logice. Heytingova algebra je v podobném vzta-
hu k t.zv. intuicionistické (Brouwerovské) logice (zhruba řečeno, logice bez
“pravidla o vyloučeném třet́ım”) jako je Booleova algebra (o té bude budeme
mluvit v př́ı̌st́ım odstavci, ale definici čtenář již jistě někde viděl) k logice
klasické. Pod́ıvejme se nyńı na to, jak málo muśıme předpokládat, abychom
již měli logiku, která se jen trochu (i když přece jen významně) lǐśı od klasické.

Mezi výroky v nějaké teorii uvažujme relaci A ` B (“z A plyne B”).
To je sice jen předuspořádáńı, ne uspořádáńı, ale v́ıme již, že na tom př́ılǐs
nezálež́ı. Konjunkce A&B je infimum v `, a disjunkce je supremum.

Mějme nyńı spojku A ⇒ B o které požadujeme vyvozovaćı pravidlo
(t.zv.“modus ponens”)

A&(A⇒ B) ` B,

(plat́ı-li A a implikace A⇒ B, plat́ı B) a nav́ıc

A ` B→(A&B)

(“plat́ı-li A plat́ı pro každé B implikace A⇒ (A&B)” – o implikaci můžeme
těžko požadovat méně) dostáváme podle 5.5 Heytingovskou strukturu, takže
např. konjunkce distribuuje přes libovolné disjunkce. Zejména ale máme
pseudokomplement A∗, který sice nemuśı splňovat rovnici A = A∗∗, ale
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aspoň A∗ = A∗∗∗, to jest B je rovna své dvoj́ı negaci jakmile je v̊ubec negaćı
nějakého výroku. Podobně konjunkce A∨A∗ nemuśı vždy být 1, ale v rámci
těch výrok̊u, které jsou negacemi jiných, supremum A a A∗ už jednotka je.
O tom v́ıce dále v 6.6.

5.10. Heytingova operace jako relativńı pseudokomplement. Z
x ∧ (x→a) ≤ a (viz (5.1)) dostáváme

x ≤ (x→a)→a (5.10.1)

a z (5.6.1) pak
(x→a) ∧ ((x→a)→a) = a. (5.10.2)

Z (5.10.1) a antitonie podobně jako v 4.3 dostaneme

((x→a)→a)→a) = x→a. (5.10.3)

Je-li x ∨ (x→ a) ≤ (y→ a) je x→ a ≤ y→ a a tedy y ∧ (x→ a) ≤ a a na
druhé straně x ≤ y→a a tedy y ≤ x→a a konečně y = y ∧ y ≤ a. Tedy

je-li x ∨ (x→a) ≤ y→a je y ≤ a a proto y→a = 1. (5.10.4)

Buď nyńı S ⊆ L taková podmnožina, že je Heytingovou algebrou se
stejnou operaćı→ jako L sama, a buď a jej́ı nejmenš́ı prvek. Potom formule
x∗a = x→a dává pseudokomplement v S a formule nahoře dávaj́ı standardńı
x ≤ x∗a∗a a x∗a = x∗a∗a∗a. Formule (5.10.4) pak ř́ıká, že jediný “negovaný”
prvek nad x ∨ x∗a je 1.

6. Booleovy algebry

6.1. Booleova algebra je distributivńı svaz takový, že každý prvek v něm má
komplement. Komplement prvku a budeme označovat

ac.

V definici komplementu je symetrická role nuly a jednotky, a operaćı ∨ a ∧.
Máme tedy

6.1.1. Pozorováńı. Je-li L Booleova algebra, je i Lop Booleova algebra.
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6.2. Věta. Každá Booleova algebra L je Heytingova algebra. Formule

b→c = bc ∨ c

totǐz dává Heytingovu operaci v L.
D̊ukaz. Je-li a ≤ bc ∨ c je a∧ b = (bc ∨ c)∧ b = 0∨ c∧ b ≤ c; je-li a∧ b ≤ c

je a = a ∧ (bc ∨ b) ≤ (a ∧ bc) ∨ c ≤ bc ∨ c. �

Poznámka. Taková formule dává ze všech pseudokomplementárńıch
svaz̊u Heytingovu operaci jen v Booleových algebrách. Kdyby totiž bylo
obecně a→ b = a∗ ∨ b, bylo by speciálně 1 = a→ a = a∗ ∨ a a a∗ by byl
komplement. Ale z úvahy v d̊ukazu vid́ıme, že

v každém distributivńım svazu, má-li b komplement bc máme adjunkci

x ∧ b ≤ y právě když x ≤ bc ∨ y,

takže jakmile má v Heytingově algebře nějaký element b komplement,
je pro něj, a pro libovolné c, vždy b→c = bc ∨ c.

Obecně pak plat́ı
b∗ ∨ c ≤ b→c,

protože (b∗ ∨ c) ∧ b ≤ b ∧ c ≤ c.

6.3. Důsledek. V Booleově algebře L plat́ı

(supA) ∧ b = sup{a ∧ b |a ∈ A}

kdykoli má pro A ⊆ L levá strana smysl. Speciálně tedy v úplné Booleově
algebře plat́ı ześılená distributivita (frm) z 5.2.3

(
∨
j∈J

aj) ∧ b =
∨
j∈J

(aj ∧ b)

a jelikož je pak i Lop úplná Booleova algebra, také

(
∧
j∈J

aj) ∨ b =
∧
j∈J

(aj ∨ b).
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6.4. De Morganovy formule. Zobrazeńı h = (a 7→ ac) : L → L je
antitonńı a plat́ı h(h(a)) = a, takže je to isomorfismus mezi L a Lop. Podle
II.6.6 tedy máme

(
∨
j∈J

aj)
c =

∧
j∈J

acj i (
∧
j∈J

aj)
c =

∨
j∈J

acj.

Všimněte si, že jsme k tomu nepotřebovali distributivitu.

6.5. Ultrafiltry. V Booleových algebrách jsou všechny prvofiltry a
prvoideály maximálńı. Plat́ı

Věta. Buď F vlastńı filtr v Booleově algebře L. Potom jsou následuj́ıćı
tvrzeńı ekvivalentni.

1. F je maximálńı filtr,

2. F je prvofiltr,

3. pro každé a ∈ L je buď a ∈ F nebo ac ∈ F .

D̊ukaz. (1)⇒(2) je již implicite v 3.4, ale dokažme to př́ımo. Je-li F
maximálńı vlastńı filtr, a ∨ b ∈ F a a /∈ F , definujme G = {x |x ∨ b ∈ F}.
Potom je G filtr a je zřejmě ostře větš́ı než F (neboť a ∈ G \ F ); tedy neńı
vlastńı, tedy 0 ∈ G a konečně b = 0 ∨ b ∈ G.

(2)⇒(3) plyne z toho, že a ∨ ac = 1 ∈ F .
(3)⇒(1): Buď F ( G pro nějaký filtr G. Zvolme a ∈ G \ F . Jelikož

a /∈ F muśı být ac ∈ F ⊆ G, tedy a, ac ∈ G a konečně 0 = a ∧ ac ∈ G. Filtr
G tedy neńı vlastńı. �

Pro prvofiltry (≡ maximálńı filtry) v Booleových algebrách se už́ıvá ter-
mı́n ultrafiltry.

6.6. Booleanizace. Buď L Heytingova algebra. Položme

BL = {a ∈ L |a = a∗∗}

a definujme zobrazeńı
b : L→ BL

předpisem b(a) = a∗∗.
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Věta. BL je Booleova algebra. Konečná infima v BL se shoduj́ı s
konečnými infimy v L, a pro suprema plat́ı formule

sup BLM = (sup LM)∗∗

kdykoli má pravá strana smysl. Je-li tedy L úplný svaz, je i svaz BL úplný.
Zobrazeńı b zachovává konečná infima a všechna existuj́ıćı suprema. Na-

v́ıc o něm plat́ı implikace b(a) = 0 ⇒ a = 0.

(Posledńı implikace je ovšem triviálńı. Hraje ale významnou úlohu –
jedná se o t.zv. hustotu homomorfismu mezi distributivńımi svazy.)

D̊ukaz. Nechť M ⊆ L má supremum s. Potom je s∗∗ v BL a kdykoli
a ∈ BL je takový, že pro všechna m ∈ M je a ≥ m, je a ≥ s a tedy a =
a∗∗ ≥ s∗∗. Máme 1 ≤ 1∗∗. Pro a, b ∈ BL, a∧ b = a∗∗∧ b∗∗ ≥ (a∧ b)∗∗ ≥ a∧ b.

Pro zobrazeńı b máme b(1) = 1 a podle 4.4 b(a∧ b) = b(a)∧ b(b).Tedy b
zachovává konečná infima.

Je-li b ∈ BL je a ≤ b právě když a∗∗ ≤ b. Tedy, označ́ıme-li ι : BL ⊆ L
zobrazeńı vložeńı, vid́ıme, že máme adjunkci

b(a) ≤ b právě když a ≤ ι(b)

a proto b jako levý adjunkt zachovává všechna existuj́ıćı suprema.
O BL jsme dosud nedokázali, že je distributivńı. To můžeme udělat teď.

Jsou-li a, b, c ∈ BL je a = b(a), b = b(b) a c = b(c) a tedy

(a∨BLb) ∧BL c = (b(a) ∨BL b(b)) ∧BL b(c)) =

= b((a ∨ b) ∧ c) = b((a ∧ c) ∨ (b ∧ c)) =

= (b(a) ∧BL b(c)) ∨BL (b(b) ∧BL b(c))) = (a ∧BL c) ∨BL (b ∧BL c)

(že homomorfismy na zachovávaj́ı obecně platné rovnice je ovšem známý
fakt z obecné algebry; protože jsme o tom ale ještě nemluvili, provedli jsme
výpočet podrobně).

Konečně podle 4.3.4 máme

a ∨BL a∗ = (a ∨ a∗)∗∗ = 1,

takže jsou a∗ v BL komplementy. �

Konstrukci b : L → BL, někdy prostě jen Boolově algebře BL, se ř́ıká
Booleanisace Heytingovy algebry L.
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6.7. Poznámky. 1. Distributivitu v Booleových algebrách potřebujeme
např. kv̊uli jednoznačnosti komplementu (viz 2.7). Byla též nezbytná pro
ověřeńı, že bc ∨ c byla Heytingovská operace. Všimněte si, že z tohoto faktu
dostáváme v Booleovských algebrách silněǰśı distributivitu (frm) jako v 5.2.3,
a distributivitu k ńı duálńı.

2. Čtenář se jistě již setkal se svazy, které měly cosi jako kanonický
komplement, a nebyly distributivńı. Tak např́ıklad ve svazu vektorových
podprostor̊u vektorového prostoru V konečné dimense takovou roli hraje or-
thogonálńı doplněk, pro který plat́ı W ∩W⊥ = {0} i W ∨W⊥ = V (přitom,
samozřejmě, W ∩W ′ = {0} i W ∨W ′ = V může platit pro mnoho daľśıch
podprostor̊u W ′ ⊆ V ). – De Morganovy formule ovšem plat́ı i v takových
př́ıpadech.

3. Booleanizaci lze t́ımto zp̊usobem konstruovat již na polosvazu s 0 a
pseudokomplementem splňuj́ıćım podmı́nku x ∧ a = 0 ⇔ x ≤ a∗. Pravidla
a ≤ a∗∗, a∗ = a∗∗∗ a (a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗ se odvod́ı stejně jako dř́ıve, stejně
se definuje i BL. Snadno se zjist́ı, že a t b = (a∗ ∧ b∗)∗ je supremum v BL,
a že a→ b = (a ∧ b∗)∗ je tam Heytingovskou operaćı, takže je źıskaný svaz
distributivńı. Zbytek je už zřejmý.

7. Úplná distributivita

7.1. Z 2.3.1 si pamatujeme, že podmı́nky distributivity

(a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) a (a ∧ b) ∨ c = (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)

jsou ve svazech ekvivalentńı.
V úplných Booleových algebrách plat́ı silněǰśı

(
∨

aj) ∧ b =
∨

(aj ∧ b) a zároveň (
∧

aj) ∨ b =
∧

(aj ∨ b).

Tyto dvě podmı́nky obecně ekvivalentńı nejsou. Vezměme třeba za L svaz
všech otevřených podmnožin na reálné př́ımce. Protože suprema jsou zde
sjednoceńı a konečná infima pr̊uniky, je zde zřejmě splněna prvńı z podmı́nek.
Vezmeme-li ale za an otevřené intervaly (− 1

n
, 1
n
) a b = R\{0}, máme

∧
an = ∅

a tedy (
∧
aj) ∨ b = b zat́ım co

∧
(aj ∨ b) = R.
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7.2. Řekneme, že svaz je úplně distributivńı plat́ı-li v něm pro každý
systém aij, i ∈ I, j ∈ Ji rovnice∨

i∈I

(
∧
j∈Ji

aij) =
∧

φ∈
∏
Ji

(
∨
i∈I

ai,φ(i)), (cdistr)

kde prvky produktu
∏
Ji ṕı̌seme jako (φ(i))i. To je splněno např ve svazu

P(X) všech podmnožin množiny X. Ukážeme, že na rozd́ıl od (frm) je tato
rovnost ekvivalentńı s rovnost́ı v ńıž nahrad́ıme suprema infimy a naopak.

7.3. Lemma. Položme Φ =
∏
Ji. Buď ψ : Φ → I libovolné zobrazeńı.

Potom existuje i = iψ takové, že pro každé j ∈ Ji existuje φ ∈ Φ pro které je
ψ(φ) = i a φ(i) = j.

D̊ukaz. Kdyby ne, existovalo by pro každé i ∈ I nějaké α(i) ∈ Ji takové,
že pro φ ∈ Φ pro které ψ(φ) = i je φ(i) 6= α(i). Potom by ale pro φ = α a
i0 = ψ(α) bylo α(i0) 6= α(i0). �

7.4. Věta. Rovnice (cdistr) plat́ı v úplném svazu právě když plat́ı∧
i∈I

(
∨
j∈Ji

aij) =
∨

φ∈
∏
Ji

(
∧
i∈I

ai,φ(i)).

D̊ukaz. Dokážeme, že tato rovnost plyne z (cdistr), druhá implikace se
odvod́ı podobně.

Nerovnost
∧
i∈I(

∨
j∈Ji aij) ≥

∨
φ∈

∏
Ji

(
∧
i∈I ai,φ(i)) je zřejmá, protože pro

každé φ máme
∧
i∈I(

∨
j∈Ji aij) ≥ (

∧
i∈I ai,φ(i)).

Jde tedy o opačnou nerovnost. Položme nejprve pro φ ∈ Φ a i ∈ I,
bφi = aiφ(i). Potom podle (cdistr)∨

φ∈
∏
Ji

(
∧
i∈I

ai,φ(i)) =
∨

φ∈
∏
Ji

(
∧
i∈I

bφ,i) =
∧
ψ∈IΦ

(
∨
φ∈Φ

bφ,ψ(φ)).

Podle lemmatu máme pro každé ψ : Φ→ I index i = iψ takový, že pro každé
j ∈ Ji je bφ,ψ(φ) = bφ,i = aiφ(i) = aij pro nějaké φ, takže je

∨
j∈Jiψ

aiψj ≤∨
φ∈Φ bφ,ψ(φ); tedy také

∧
ψ∈IΦ(

∨
φ∈Φ bφ,ψ(φ)) ≥

∧
i∈J(

∨
j∈Ji aij).
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Kapitola IV

Základńı pojmy

universálńı algebry

1. Algebraické operace

1.1. n-árńı operaćı na množině X rozumı́me zobrazeńı

α : Xn =

n krát︷ ︸︸ ︷
X × · · · ×X → X.

Obecněji, je-li M pevná množina, M-árńı operace na X je zobrazeńı

α : XM → X.

Ve speciálńıch př́ıpadech n = 0, 1, 2, 3 mluv́ıme o nulárńıch, unárńıch, binár-
ńıch a ternárńıch operaćıch.

Jelikož X0 = {∅} je jednoprvková množina, nulárńı operace je dána hod-
notou α(∅). Jako takové pevně dané hodnoty je obvykle nahĺıž́ıme, a často
o nich mluv́ıme jako o konstantách.

Poznámka. Čtenář se asi zat́ım v praxi setkával nejčastěji s operacemi
binárńımi (sč́ıtáńı či násobeńı č́ısel, sč́ıtáńı vektor̊u, pr̊uniky nebo sjednoceńı
– obecněji pr̊useky a spojeńı ve svazech), unárńımi (přǐrazeńı č́ısla −x k x,
prvku x−1 k x v grupě, násobeńı pevným reálným č́ıslem ve vektorovém pro-
storu, komplement v Boolově algebře) a nulárńımi (r̊uzné “neutrálńı prvky”
při jiných operaćıch – nula, jednotka, nulový vektor).

S operacemi do kterých vstupuje v́ıce prvk̊u se v praxi často setkáváme
jako s operacemi složenými z jiných: aritmetický pr̊uměr n č́ısel, barycentr
trojúhelńıka jako funkce jeho vrchol̊u, atd. To ale neńı jediný ani hlavńı
d̊uvod uvažováńı obecných arit.

1.2. Velmi d̊uležité, i když triviálńı, operace jsou projekce

pj = ((x1, . . . , xn) 7→ xj) : Xn → X.
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Kromě jiného hraj́ı velmi podstanou roli při vytvářeńı odvozených operaćı.

1.3. Zobrazeńı f : X → Y nazýváme homomorfismem vzhledem k ope-
raćım α : XM → X, β : Y M → Y , plat́ı-li pro každé ξ : M → X

f(α(ξ)) = β(f · ξ), (hom)

což možná neńı úplně pr̊uzračná formule. Pod́ıvejme se ale co ř́ıká ve finitár-
ńım př́ıpadě:

f(α(x1, . . . , xn)) = β(f(x1), . . . , f(xn)),

což je jistě jasněǰśı. A jestliže už́ıváme třeba pro binárńı operace běžné psańı
�(x, y) = x�y, máme názornou formuli f(x�y) = f(x)�f(y).

Pro nulárńı operace (pevné a ∈ X a b ∈ Y dostáváme požadavek, aby
f(a) = b.

Poznámka. Užit́ı termı́nu “homomorfismus” je ve shodě s jeho užit́ım
dř́ıve – viz 1.4 dále).

Podobně jako u jiných definic speciálńıch zobrazeńı řekneme, že homomor-
fismus f vzhledem k α, β je isomorfismus, existuje-li homomorfismus g vzh-
ledem k β, α takový, že fg = idY a gf = idX ; homomorfismus f : X → X
vzhledem k α, α se nazývá endomorfismus, a je-li to isomorfismus, mluv́ıme
o automorfismu.

Zcela zřejmé je to, že

identické zobrazeńı je automorfismus vzhledem k jakékoli operaci; je-li
f homomorfismus vzhledem k α, β a g homomorfismus vzhledem k β, γ,
je složeńı gf homomorfismus vzhledem k α, γ.

I následuj́ıćı dvě tvrzeńı jsou velmi jednoduchá:

1.3.1. Tvrzeńı. Buďte α, β, γ po řadě M-árńı operace na množinách
X, Y, Z. Buď f : X → Y prosté zobrazeńı, g : Z → Y libovolné zobrazeńı a
h : Z → X zobrazeńı takové, že f · h = g. Jsou-li f a g homomorfismy, je i
h homomorfismus.

D̊ukaz. Máme f(h(γ(ξ))) = g(γ(ξ)) = γ(g · ξ) = γ(f ·h · ξ) a f(α(h · ξ)) =
γ(f · h · ξ). Jelikož f je prosté, h(γ(ξ)) = α(h · ξ). �

1.3.2. Tvrzeńı. Buďte α, β, γ po řadě M-árńı operace na množinách
X, Y, Z. Buď f : X → Y zobrazeńı na, g : X → Z libovolné zobrazeńı a
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h : Y → Z zobrazeńı takové, že h · f = g. Jsou-li f a g homomorfismy, je i
h homomorfismus.

D̊ukaz. Zvolme v : Y → X takové, že fv = id (t.j., pro každé y ∈ Y
zvolme x = v(y) tak, aby f(x) = y). Pro ξ : M → Y máme

h(β(ξ)) = h(β(f · v · ξ)) = h(f(α(v · ξ)))
= g(α(v · ξ)) = γ(g · v · ξ) = γ(h · f · v · ξ) = γ(h · ξ). �

Poznámka. Zjednodušili jsme si práci užit́ım axiomu výběru (zobrazeńı
v – připomeňte si I.4.3). V př́ıpadě infinitárńıch operaćı se bez toho neobe-
jdeme, u n-árńıch operaćı s konečným n ale axiom výběru nepotřebujeme.
Pro y1, . . . , yn v Y zvoĺıme jednotlivě xi ∈ X tak, aby f(xi) = yi a dostaneme

h(β(y1, . . . , yn)) = h(β(f(x1), . . . , f(xn))) = hf(α(x1, . . . , xn))

= g(α(x1, . . . , xn)) = γ(g(x1), . . . , g(xn))

= γ(h(f(x1)), . . . , h(f(xn))) = γ(h(y1), . . . , h(yn)).

1.3.3. Všimněte si, že každé zobrazeńı je homomorfismus vzhledem k
projekćım se stejným indexem.

1.4. Na operaci α : Xn → X se můžeme d́ıvat jako na (n+ 1)-árńı relaci

α̃ = {(x1, . . . , xn, α(x1, . . . , xn)) |(x1, . . . , xn) ∈ Xn}

(to je ostatně zp̊usob, jak se v teorii množin tak jako tak hled́ı na zobrazeńı,
i když my tomuto pohledu zrovna přednost nedáváme). Potom je zobrazeńı
f : X → Y homomorfismus vzhledem k operaćım α, β ve smyslu z 1.3 právě
když je homomorfismem vzhledem k α̃, β̃ ve smyslu I.5. Ověřte si to jako
(velmi) jednoduché cvičeńı.

Pro homomorfismy vzhledem k relaćım neplat́ı tvrzeńı jako 1.3.1 či 1.3.2.
Uvědomte si, že zde, pro homomorfismy algeber, to plat́ı z toho d̊uvodu, že
relace vzniklé z algebraických operaćı jsou velmi speciálńı, ne proto, že by se
snad jednalo o homomorfismy speciálńıho charakteru.

2. Algebraické struktury, algebry

2.1. Připomeňte si pojem typu z I.5.3.
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Algebraická struktura typu ∆ = (∆t)t∈T na množině X je soubor α =
(αi)i∈J tvořený ∆i-árńımi operacemi αi; o dvojici A = (X,α) potom mluv́ıme
jako o algebře typu ∆.

(Pokud representujeme algebraickou strukturu jako strukturu relačńı ve
smyslu 1.4, typ se modifikuje přičteńım jedničky ke každému ∆t.)

2.2. Př́ıklady. (a) Aritmetika přirozených č́ısel, prvńı algebraická
struktura se kterou jste se asi setkali, tvoř́ı algebru typu (2, 2, 0, 0) (sč́ıtáńı,
násobeńı, 0 a 1). Podobně je tomu s aritmetikou na jiných č́ıselných sousta-
vách.

(b) Svaz ve smyslu z III.1 je algebra typu (2, 2). Předpokládáme-li exis-
tenci minimálńıho prvku ⊥ a maximálńıho prvku >, a považujeme-li je za
nulárńı operace, dostaneme algebru typu (2, 2, 0, 0).

(c) Grupa je algebra typu (2, 0, 1) (násobeńı, neutrálńı prvek, inverse).
(d) Vektorový prostor nad tělesem reálných č́ısel, jedna z prvńıch struk-

tur se kterou se student setká na vysoké škole, je algebra nekonečného, ale

finitárńıho typu, dost objemného, (2, 0,

R krát︷ ︸︸ ︷
1, 1, 1, . . .) : sč́ıtáńı, nulový vektor, a

za každé reálné č́ıslo r unárńı operace (x 7→ rx).

2.3. Buďte A = (X,α), B = (Y, β) algebry stejného typu ∆ = (∆t)t∈T .
Zobrazeńı f : X → Y je homomorfismus A→ B je-li pro každé i ∈ J homo-
morfismem vzhledem k αi, βi. Ve zřejmém smyslu mluv́ıme o isomorfismu,
endomorfismu nebo automorfismu.

Systém všech algeber typu ∆ a všech jejich homomorfismů budeme ozna-
čovat

Alg(∆).

2.4. Je velmi d̊uležité uvědomit si, že vlastnost “býti homomorfismem”
záviśı na tom, které operace jsou explicite zadány. Např́ıklad, vezmeme-
li třeba svazy A,B jako algebry typu (2, 2) potom, i když třeba oba maj́ı
nejmenš́ı a největš́ı prvky, jsou všechna konstantńı zobrazeńı homomorfismy;
považujeme-li takové svazy za algebry typu (2, 2, 0, 0) s minimálńımi resp.
maximálńımi prvky jako nulárńımi operacemi, konstantńı zobrazeńı (až na
př́ıpad triviálńıho B) homomorfismy nejsou. Podobná závislost na typu se
projev́ı též později u pojmu podalgebry.

Někdy se ale může stát, že operace př́ıtomná implicitně je automaticky
respektována homomorfismem vzhledem k jiné operaci. Např́ıklad jsou-li dvě
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pologrupy A,B (typ (2), explicite dáno pouze násobeńı) náhodou grupy (v
tom smyslu, že existuj́ı prvky eA, eB takové, že vždy xe = ex = x a že ke
každému x existuje y takové, že xy = e) potom každý pologrupový homo-
morfismus automaticky zachovává jednotku a inversi. To je ovšem speciálńı
fakt daný speciálńımi vlastnostmi grup.

A ještě jedna poznámka. V př́ıkladech nahoře možná čtenáři přǐslo divné,
že ve vektorovém prostoru byla násobeńı reálnými č́ısly brána jako jednotlivé
unárńı operace mı́sto (zdánlivě) přirozeněǰśı představy o binárńı operaci, do
které vstupuj́ı prvky r̊uzného charakteru. Ale definice lineárńıho zobrazeńı,
ve které se kromě zachováńı součtu požaduje aby pro každé reálné r platilo
h(rx) = rh(x), t.j. respektováńı jednotlivých unárńıch operaćı (x 7→ rx)
dává tomuto pohledu za pravdu.

2.5. Tvrzeńı. Buďte A = (X,α), B = (Y, β) a C = (Z, γ) algebry
stejného typu.

1. Buď f : A → B prostý homomorfismus a g : A → C libovolný homo-
morfismus. Potom existuje homomorfismus h : C → A takový, že f · h = g
právě když g[X] ⊆ f [X].

2. Buď f : A → B homomorfismus na a g : C → B libovolný homomor-
fismus. Potom existuje homomorfismus h : B → C takový, že h ·f = g právě
když

f(x) = f(y) ⇒ g(x) = g(y).

D̊ukaz. Uvedené podmı́nky zaručuj́ı existenci zobrazeńı h takového, že
fh = g resp. hf = g. Užijte 1.3.1 a 1.3.2. �

2.5.1. Důsledek. Každý homomorfismus který je prostý a na je isomor-
fismus.

(K takovému homomorfismu f vezměme g = id a užijme kteréhokoli z
předchoźıch tvrzeńı.)

Uvědomte si, že nic takového neplat́ı pro homomorfismy vzhledem k
relaćım!
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3. Podalgebry

3.1. Buď A = (X,α), α = (αt)t∈T , algebra typu ∆ = (∆t)t∈T . Buď Y
podmnožina množiny X a j : Y ⊆ X zobrazeńı vložeńı.
Je-li Y uzavřená na všechny operace αt, t.j.,

plat́ı-li pro každé t ∈ T a ξ : ∆t → Y že αt(jξ) je v Y ,

opatř́ıme ji operacemi (αt|Y )(ξ) = αt(jξ) a o takto źıskané algebře mluv́ıme
jako o podalgebře algebry A.

3.1.1. Pozorováńı a úmluva. Je-li na Y algebraická struktura β typu
∆ taková, že j : Y → X je homomorfismus, je nutně β = α|Y : z podmı́nky
(hom) v 1.3 dostáváme βt(ξ) = j(βt(ξ)) = αt(jξ). Algebraická struktura β je
tedy jednoznačně určena množinou Y a budeme-li dále mluvit o podalgebře
jako o př́ıslušné podmnožině, nemůže doj́ıt k nedorozuměńı.

3.1.2. Poznámky. 1. Ve finitárńım př́ıpadě podmı́nka uzavřenosti
podmnožiny na operace nabývá názorného tvaru

∀t ∈ T, ∀y1, . . . , ynt ∈ Y αt(y1, . . . , ynt) ∈ Y.

2. Zda podmnožina tvoř́ı podalgebru záviśı na explicite uvažovaných o-
peraćıch. Např́ıklad v pologrupě (Z,+) celých č́ısel se sč́ıtáńım je každá z
podmnožin

{x |x ≥ k}, k > 0,

podalgebrou. V monoidu (Z,+, 0) už ne, je tam však podalgebrou třeba
monoid (N,+, 0), ten ale zase neńı podalgebrou grupy (Z,+, 0, (x 7→ −x)).

3.2. Tvrzeńı. 1. Je-li B = (Y, α|Y ) podalgebra algebry A = (X,α) je
zobrazeńı vložeńı j : B ⊆ A homomorfismus.

2. Je-li f : B → A libovolný homomorfismus je f [B] podalgebra algebry
A.

3. Je-li f : B → A prostý homomorfismus je jeho restrikce f ′ : B → f [B]
isomorfismus.

D̊ukaz může být ponechán čtenáři jako jednoduché cvičeńı. Pro 3 užijte
2.5: h źıskané k f a homomorfismu vložeńı g : f [B] ⊆ A je inversńı homo-
morfismus k f ′. �

3.3. Tvrzeńı. Pr̊unik libovolného systému podalgeber je podalgebra.
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D̊ukaz. Buďte Yi, i ∈ J podalgebry algebry A; označme j : Y =
⋂
Yi →

X, ji : Yi ⊆ X a ki : Y ⊆ Yi. Pro ξ : ∆t → Y je αt(jξ) = αt(ji(kiξ)) ∈ Yi pro
každé i a tedy αt(jξ) ∈

⋂
Yi.

Pr̊unik prázdné soustavy je samozřejmě celá algebra A (infimum prázdné
množiny je největš́ı prvek). �

3.4. Podle 3.3 existuje pro každou podmnožinu M ⊆ X algebry A =
(Xα) nejmenš́ı podalgebra algebry A která množinuM obsahuje, totiž pr̊unik
všech podalgeber Y takových, že M ⊆ Y . Budeme o ńı mluvit jako o podal-
gebře generované množinou M a označovat

Gen(M).

Ř́ıkáme, že M je soustava generátor̊u algebry A je-li

Gen(M) = A.

3.4.1. V př́ıpadě finitárńıho typu můžeme generovanou podalgebru po-
psat takto. Položme

M0 = M,

Mk+1 = {αt(ξ) |t ∈ T, ξ : nt → X takové, že ξ[{1, . . . , nt}] ∈Mk},

M∞ =
∞⋃
k=1

Mk.

Potom
Gen(M) = M∞.

Skutečně: Zřejmě muśı každá podalgebra obsahuj́ıćı Mk obsahovat Mk+1, a
tedy postupně celou M∞. Na druhé straně M∞ je podalgebra, protože je-li
ξ[{1, . . . , nt}] ∈ M∞ muśı být každé ξ(j) v některé Mkj a α(ξ) ∈ Mk+1 kde
k = max kj.

Z toho dále okamžitě dostáváme

Pozorováńı. V př́ıpadě finitárńıho typu plat́ı pro mohutnost generované
podalgebry

|Gen(M)| ≤ max(|M |, |T |, ω0).
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3.4.2. Důsledek. V př́ıpadě finitárńıho typu je až na isomorfismus jen
množina r̊uzných algeber generovaných množinami mohutnost́ı menš́ıch než
pevně předepsané kardinálńı č́ıslo.

3.5. Tvrzeńı. Buďte f, g : A→ B homomorfismy. Potom je množina

Z = {x |f(x) = g(x)}

podalgebra algebry A.
Následkem toho, je-li M soustava generátor̊u algebry A a shoduj́ı-li se

homomorfismy f, g : A→ B na množině M , plat́ı f = g.
D̊ukaz. Buďte A = (X,α) a B = (Y, β), a označme j vložeńı Z do X.

Buď ξ : ∆t → Z libovolné zobrazeńı. Jelikož je fj = gj máme f(αt(jξ)) =
βt(fjξ) = βt(gjξ) = g(αt(jξ)) a tedy αt(jξ) ∈ Z. �

4. Součiny (produkty) algeber

4.1. Buďte Ai = (Xi, α
i), i ∈ J algebry téhož typu ∆ = (∆t)t∈T . Vezměme

kartézský součin X =
∏

i∈J Xi a projekce pj = ((xi)i∈J 7→ xj) : X → Xj. Na
kartézském součinu X =

∏
i∈J Xi definujme operace αt, t ∈ T předpisy

αt(ξ) = (αit(piξ))i∈J . (∗)

Źıskanou algebruA = (
∏

i∈J Xi, (αt)t∈T ) nazýváme součinem nebo produktem
soustavy algeber Ai, i ∈ J a označujeme∏

i∈J

Ai.

V př́ıpadě konečných soustav už́ıváme značeńı

A×B, A1 × · · · × An

a podobně.
Uvědomte si, že součin algeber neńı nic jiného než kartézský součin na

kterém jsou operace definovány z p̊uvodně daných “po souřadnićıch”. To je
zvlášť jasně patrno u finitárńıch operaćı, kde formule (∗) dostane tvar

αt((x1i)i∈J , . . . , (xnti)i∈J) = (αit(x1i . . . , xnti))i∈J .
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Poznámka. Pokud bychom representovali algebraické struktury jako re-
lačńı ve smyslu 1.4, dostali bychom právě zavedený produkt z již známého
produktu relačńıch objekt̊u. Neńı to tedy nic nového, a následuj́ıćı větu
bychom vlastně ani nemuseli dokazovat. Jde sṕı̌s o to zvyknout si na př́ımý
popis algebraické struktury s operacemi “po souřadnićıch”.

4.2. Věta. 1. Projekce pj = ((xi)i∈J 7→ xj) :
∏

iAi → Aj jsou homo-
morfismy.

2. Pro každou soustavu homomorfism̊u

fi : B = (Y, (βt)t∈T )→ Ai, i ∈ J,

existuje právě jeden homomorfismus f : B →
∏

iAi takový, že pif = fi pro
všechna i ∈ J .

D̊ukaz. 1. Formule (∗) dává okamžitě

pi(αt(ξ)) = αit(pi(ξ)).

2. Vı́me (viz I.3.6) že existuje právě jedno zobrazeńı f : Y →
∏
Xi takové,

že pif = fi, totiž zobrazeńı dané předpisem f(y) = (fi(y))i∈J . Muśıme tedy
dokázat, že toto f je homomorfismus. Podle (∗) máme

f(βt(ξ)) = (fi(βt(ξ)))i∈J = (αit(fiξ))i∈J

= (αit(pifξ))i∈J = αt(fξ). �

4.3. Tvrzeńı. Součin podalgeber je podalgebra součinu. To jest, jsou-li
ji : Bi → Ai vložeńı podalgeber je homomorfismus

j :
∏
i

Bi →
∏
i

Ai

určený podmı́nkami pAi j = jip
B
i , i ∈ J , vložeńı podalgebry.

D̊ukaz. Předevš́ım, rovnice pAi j = jip
B
i , i ∈ J , určuj́ı podle 4.2 (jed-

noznačně) homomorfismus. Vzhledem k 3.1.1 tedy stač́ı dokázat, že tento
homomorfismus je prostý. Je-li (bi)i 6= (b′i)i je pro nějaké k bk 6= b′k a tedy
pkj((bi)i) = jk(bk) 6= jk(b

′
k) = pkj((b

′
i)i) a j((bi)i) 6= j((b′i)i). �
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5. Kongruence

5.1. Buď A = (X,α = (αt)t∈T ) algebra typu ∆ = (∆t)t∈T . Relace ekviva-
lence E na množině X se nazývá kongruenćı na A jestliže

pro každé t ∈ T , jsou-li ξ, η : ∆t → X takové, že pro každé d ∈ ∆t je
ξ(d)Eη(d), plat́ı též αt(ξ)Eαt(η).

Možná trochu pr̊uhledněji pro finitárńı operace:

plat́ı-li xjEyj pro všechna j, je αt(x1, . . . , xnj)Eαt(y1, . . . , ynj).

5.2. Pozorováńı. E ⊆ X je kongruence na A = (X,α) právě když je to
ekvivalence na X a podalgebra A × A. Následkem toho (připomeňte si 3.3),
množina všech kongruenćı na algebře A je úplný svaz, ve kterém infima jsou
pr̊uniky.

5.3. Buď E kongruence na algebře A = (X,α). Označme

q = (x 7→ xE) : X → X/E

a na množině X/E definujme operace αt předpisem

αt(ξ) = q(αt(η)) kde qη = ξ.

Tato definice je korektńı:

• předevš́ım, takové η zřejmě existuje (při simultánńım vyb́ıráńı η(d) v
q−1[ξ(d)] v př́ıpadě nekonečného ∆t si ovšem muśıme vypomoci užit́ım
axiomu výběru),

• a jestliže qη1 = qη2, t.j., pro každé d ∈ ∆t je η1(d)Eη2(d), plat́ı
αt(η1)Eαt(η2) a tedy q(αt(η1)) = q(αt(η2)).

Źıskanou algebru označ́ıme
A/E

a někdy o ńı mluv́ıme jako o faktorové algebře nebo faktoralgebře, nebo též
jako o kvocientu.

Poznámka. Třebaže nulárńı operace nehraj́ı roli v otázce zda daná ek-
vivalence je kongruence nebo ne, algebra A/E samozřejmě děd́ı všechny př́ı-
padné nulárńı operace algebry A: konstanta a se objev́ı jako konstanta aE.
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5.4. Tvrzeńı. 1. q je homomorfismus A na A/E.
2. Kongruence na algebře A jsou právě relace tvaru

Eh = {(x, y) |h(x) = h(y)},

kde h : A→ B je homomorfismus do libovolné algebry B.
3. Je-li h homomorfismus A na B existuje isomorfismus f : B → A/Eh

takový, že fh = q.
D̊ukaz. 1. Př́ımo z definice αt dostáváme q(αt(η)) = αt(qη).
2. Eq = E, a to že každá Eh je kongruence je věc snadného výpočtu.
3. Máme h(x) = h(y) právě když qh(x) = qh(y). Použijte 2.5 (v obou

směrech). �

5.5. Pozorováńı. Jsou-li hi : Ai → Bi, i ∈ J , homomorfismy na, je
homomorfismus h :

∏
Ai →

∏
Bi daný podmı́nkou pBi h = hip

A
i opět na.

Produkt
∏
Ai/Ei faktorových algeber je tedy isomorfńı s faktorovou algebrou

produktu
∏
Ai.

(Homomorfismus h je dán předpisem h((xi)i∈J) = (hi(xi))i∈J .)

5.6. Tvrzeńı. Buďte Ei, i ∈ J kongruence na algebře A. Označme
E =

⋂
i∈J Ei. Potom je A/E isomorfńı s podalgebrou součinu

∏
i∈J A/Ei.

D̊ukaz. Podle 2.5.2 máme homomorfismy hi : A/E → A/Ei splňuj́ıćı
hi(xE) = xEi. Vezměme nyńı homomorfismus h : X/E →

∏
A/Ei určený

podmı́nkou pih = hi. Je-li h(xE) = h(yE) je hi(xE) = hi(yE) pro každé i
a tedy xEi = yEi pro každé i, takže (x, y) ∈ E =

⋂
Ei a konečně xE = yE.

�

5.7. Tvrzeńı. Buď h : (X,α)→ (Y, β) homomorfismus na, buď j : C ⊆
B vložeńı podalgebry. Potom A′ = h−1[C] je podalgebra algebry A a restrikce
h′ : A′ → C homomorfismu h je homomorfismus na.

Následkem toho je podalgebra faktorové algebry vždy isomorfńı s faktoro-
vou algebrou podalgebry.

D̊ukaz. Buď ι : h−1[C] ⊆ A vložeńı podmnožiny, t ∈ T a ξ : ∆t → h−1[C]
zobrazeńı. Pro jh′ξ máme βt(jh

′ξ) ∈ C. Podle definice homomorfismu je
h(αt(ιξ)) = βt(hιξ) = βt(jh

′ξ) a tedy αt(ιξ) ∈ h−1[C]. �
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6. Volné algebry

Při zavedeńı pojmu generuj́ıćı soustavy v 3.4 si čtenář asi vzpoměl na gene-
ruj́ıćı soustavy ve vektorových prostorech, které zná již z prvńıho ročńıku.
Asi si také vzpoměl na pojem base, jakési lepš́ı soustavy generátor̊u, která
je nav́ıc nezávislá. Jistě si nyńı klade otázku, máme-li něco podobného také
v obecném př́ıpadě. Obecně ne; systém vektorových prostor̊u se v tomto
ohledu chová výjimečně. V obecněǰśıch tř́ıdách algeber ale přece jen některé
speciálńı algebry, t.zv. volné algebry (jejichž význam neńı jen v tom, že
jsou generovány speciálńım zp̊usobem) něco jako basi maj́ı. Budeme se jim
věnovat v tomto odd́ılu.

6.1. V daľśım bude symbol A označovat podtř́ıdu tř́ıdy algeber Alg(∆),
zpravidla netriviálńı v tom smyslu, že existuje A ∈ A která má aspoň dva
prvky.

Buď M množina. Volná algebra nad M vzhledem k tř́ıdě algeber A je
algebra F (M) ∈ A spolu se zobrazeńım

φM : M → F (M)

takovým, že

pro každou algebru A ∈ A a pro každé zobrazeńı f : M → A existuje
právě jeden homomorfismus h : F (M)→ A takový, že h · φM = f .

6.1.1. Pro volné algebry φM : M → F (M) a φN : N → F (N) dává
podmı́nka pro každé zobrazeńı ξ : M → N jednoznačně určený homomorfis-
mus F (ξ) : F (M)→ F (N) takový, že

F (ξ) · φM = φN · ξ.

Z jednoznačnosti dále okamžitě dostáváme, že

F (id) = id a F (ξ · η) = F (ξ) · F (η).

6.2. Tvrzeńı. 1. Je-li A netriviálńı tř́ıda algeber, je zobrazeńı φM do
volné algebry vždy prosté.

2. Množina φM [M ] generuje algebru F (M).
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3. Pokud volná algebra nad M existuje, je až na isomorfismus jednoznač-
ně určena. Přesněji, je-li φ′ : M → F ′ jiné zobrazeńı do algebry F ′ ∈ A
splňuj́ıćı podmı́nku z 6.1, existuje isomorfismus h : F (M) → F ′ takový, že
hφM = φ′.

D̊ukaz. 1. Buď A ∈ A algebra s aspoň dvěma prvky. Pro x 6= y v
M zvolme zobrazeńı f : M → A takové, že f(x) 6= f(y). Pro př́ıslušný
homomorfismus pak máme h(φM(x)) 6= h(φM(x)) a tedy φM(x) 6= φM(x).

2. Označme k : M ⊆ Gen(φM [M ]), j : Gen(φM [M ]) ⊆ F (M) zobrazeńı
vložeńı; tedy je φM = jk. Je-li h : F (M)→ Gen(φM [M ]) homomorfismus pro
který hφM = k, je jhφM = jk = φM a tedy jh = id (podle jednoznačnosti),
takže j muśı být homomorfismus na, a Gen(φM [M ]) = F (M).

3. Máme homomorfismy h : F (M) → F ′ a h′ : F ′ → F (M) takové, že
hφM = φ′ a h′φ′ = φM . Proto je h′hφM = φM a hh′φ′ = φ′ a jelikož též
id · φM = φM a id · φ′ = φ′ je podle požadavku jednoznačnosti hh′ = id a
h′h = id. �

6.3. Tvrzeńı. Buď q : A → B homomorfismus na. Potom pro každý
homomorfismus h : F (M) → B existuje homomorfismus f : F (M) → A
takový, že h = qf .

Dúkaz. Zvolme (s užit́ım axiomu výběru) zobrazeńı ξ : B → A takové,
že qξ = id. K zobrazeńı ξhφM : M → A pak vezměme homomrfismus
f : F (M)→ A takový, že fφM = ξhφM . Potom je qfφM = qξhφM = hφM a
z jednoznačnosti (qf i h jsou homomorfismy) konečně qf = h. �

Ve zbytku tohoto odd́ılu se omeźıme na finitárńı typy. Ne že by neplatilo
v́ıce (jev “volného rozš́ı̌reńı” jde i daleko za rámec algebry). Technicky to
však zvládneme snadněji a fakta také budou názorněǰśı.

6.4. Věta. Buď ∆ = (nt)t∈T finitárńı typ a buď A ⊆ Alg(∆) netriviálńı
tř́ıda algeber uzavřená na tvořeńı součin̊u, podalgebry a isomorfismy. Potom
pro každou množinu M existuje volná algebra nad M vzhledem k A.

D̊ukaz. Zvolme R množinu algeber z A takovou, že pro každou algebru
z A která má generuj́ıćı množinu mohutnosti ≤ |M | existuje v R algebra
isomorfńı (to jde podle 3.4.2). Dále označme

U = {u |u : M → Bu ∈ R libovolné zobrazeńı},

Uvažujme součin

pv :
∏
u∈U

Bu → Bv
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a zobrazeńı ψ : M →
∏
Bu dané podmı́nkou puψ = u pro každé u (tady jde

o vlastnost kartézského součinu nosných množin algeber Bu podle I.3.6, ne
o vlastnost součinu algeber). Vzhledem k tomu, že systém A je netriviálńı
existuje pro každé x 6= y zobrazeńı u takové, že u(x) 6= u(y) takže ψ muśı
být prosté.

Konečně definujme

φ : M → F (M) = Gen(ψ[m])

předpisem φ(x) = ψ(x). Tedy, označ́ıme-li ι homomorfismus vložeńı F (M) =
Gen(ψ[m]) do

∏
Bu, máme ιφ = ψ.

Buď nyńı A ∈ A libovolná, a f : M → A libovolné zobrazeńı. Označme
B = Gen(f [M ]) a rozložme f na zobrazeńı

M
g−−−→ B

j=⊆−−−→ A.

Podle volby množiny R existuje isomorfismus ε : B → B′ ∈ R. Položme

u = εg a h = jε−1puι.

Potom máme

hφ = jε−1puιφ = jε−1puψ = jε−1u = jε−1εg = jg = f.

Jednoznačnost h takového, že hφ = f plyne z 3.5. �

6.5. Věta. Buď ∆ = (nt)t∈T finitárńı typ a buď A ⊆ Alg(∆) netriviálńı
tř́ıda algeber uzavřená na tvořeńı součin̊u, podalgebry a isomorfismy. Potom
každá algebra z A je isomorfńı s faktoralgebrou volné algebry podle vhodné
kongruence. K tomu je možno vźıt volnou algebru nad nosnou množinou
algebry A.

D̊ukaz. Buď A = (X,α). Vezměme f : X → A identické zobrazeńı a k
němu homomorfismus h : F (X)→ A takový, že hφ = f . Potom je h zřejmě
homomorfismus na. Použijte 2.5. �

6.6. Volné algebry v Alg((nt)t∈T ). V tomto odstavci poṕı̌seme explicite
volné algebry vzhledem k celé tř́ıdě Alg((nt)t∈T ). Nejde ani tak o to, mı́t
něco konstruktivněǰśıho než tvrzeńı v 6.4 – s volnými algebrami se obvykle
pracuje př́ımo podle definice, a existence stač́ı. Umožńı nám to ale lehký
d̊ukaz jednoho užitečného lemmatu (6.6.1 dole).
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Daľśı výhoda bude v tom, že si na základě tohoto explicitńıho popisu
bude čtenář moci lépe představit rovnosti v definici variet v daľśım odd́ıle.

Buď tedy ∆ = (nt)t∈T finitárńı typ a buď M libovolná množina. Pro
t ∈ T zvolme r̊uzné symboly σt, a ještě jeden, λ, nav́ıc.
Definujme nyńı termy w a jejich stupně |w| takto:

• λ je term a |λ| = 1,

• jsou-li w1, . . . , wnt termy je w = σt·w1w2 . . . wnt term a |w| =
∑nt

j=1 |wj|;
je-li nt = 0 je σt term a |σt| = 0.

Volné výrazy (přesněji, volné M-výrazy) jsou

w[x1x2 . . . xn]

kde w je term a x1 . . . xn je slovo v prvćıch z M délky |w|; v př́ıpadě délky 0
je samozřejmě prázdné. Na množině všech volných výraz̊u definujme operace
ωt, t ∈ T , předpisem

ωt(w1[x1
1 . . . ], . . . , wnt [x

nt
1 . . . ]) = σt · w1 . . . wnt [x

1
1 . . . x

1
|w1|x

2
1 . . . . . . x

nt
1 . . . ]

a źıskanou algebru typu ∆ označ́ıme F (M) a uvažujeme ji spolu se zobra-
zeńım

φ = (x 7→ λ[x]) : M → F (M).

Buď nyńı A = (X, (αt)t) algebra z Alg((nt)t∈T ). Interpretacemi term̊u w v A
rozumı́me zobrazeńı w definovaná takto:

λ = id,

σt.w1 . . . wnt = αt ◦ (w1 × · · · × wnt)

(kde ◦ je skládáńı zobrazeńı a (f × g)(x, y) = (f(x), f(y))).
Je-li f : M → A zobrazeńı definujme

h : F (M)→ A

předpisem
h(w[x1 . . . xm]) = w(f(x1), . . . , f(xm)).
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Ukážeme, že je to homomorfismus:

h(ωt(w1[x1
1 . . . ], w2[x2

1 . . . ], . . . )) = h(σt · w1 . . . wnt [x
1
1 . . . x

2
1 . . . . . . x

nt
1 . . . ])

= σt · w1 . . . wnt(f(x1
1), . . . , f(x2

1), . . . . . . , f(xnt1 ) . . . )

= αt(w1(f(x1
1), . . . ), w2(f(x2

1), . . . ), . . . , wnt(f(xnt1 ), . . . ))

= αt(h(w1[x1
1 . . . ]), h(w2[x2

1, . . . ]), . . . , h(wnt [x
nt
1 . . . ])).

Máme h(λ[x]) = f(x); algebra F (M) je generována systémem {λ[x] |x ∈M}
a tedy je takový homomorfismus určen jednoznačně.

Poznámka. Na termy se můžete d́ıvat jako na odvozené operace v nichž
všechny proměnné jsou r̊uzné, [x1, . . . , xn] vyznačuj́ı, zhruba řečeno, jak a s
jakým opakováńım tam proměnné vstupuj́ı. V 7.3 tomu bude dán přesněǰśı
smysl.

6.6.1. Lemma. Buď F (M) volná algebra v Alg((nt)t∈T ). Buď X konečná
podmnožina F (M). Potom existuje konečná K ⊆M taková, že X ⊆ F (K).

D̊ukaz. Stač́ı vźıt množinu všech prvk̊u x, které se vyskytnou mezi xj v
w[x1, . . . xn] ∈ X. �

7. Tř́ıdy algeber uzavřené na základńı

operace. Variety

Všechny tř́ıdy algeber A v tomto a daľśım odd́ılu budou automaticky považo-
vány za uzavřené na isomorfismy, t.j., je-li A ∈ A a je-li B algebra isomorfńı
s A, je B ∈ A. Dále, typ bude finitárńı, i když to v některých tvrzeńıch neńı
nutné.

7.1. Tř́ıdy S, P a H. Pro tř́ıdu algeber A ⊆ Alg(∆) definujeme

SA = {B |∃ prostý homomorfismus j : B → A ∈ A},

PA = {
∏
i∈J

Ai |(Ai)i∈J libovolný soubor algeber z A},

HA = {B |∃ homomorfismus na h : A→ B, A ∈ A}.

Volněji řečeno, SA je tř́ıda A rozš́ı̌rená o všechny podalgebry, PA o všechny
součiny, a HA o všechny faktorové algebry.
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Poznámka. Jedná se o ustálené značeńı, které vycháźı z termı́n̊u sub-
algebra, produkt a homomorfńı obraz. V češtině může trochu mást inverse
S pro podalgebry a P pro součiny. Nebudeme kv̊uli tomu terminologii ani
značeńı měnit, jen snad, abychom trochu zmateńı ulevili, budeme zde (ze
dvou alternativ z 4.1) už́ıvat výraz produkt mı́sto součin.

7.2. Tvrzeńı. HSPA je nejmenš́ı tř́ıda algeber daného typu obsahuj́ıćı
A a uzavřená na podalgebry, produkty a faktorové algebry.

D̊ukaz. Triviálně plat́ı

SSA = SA, PPA = PA a HHA = HA.

Po řadě podle 5.7, 5.5 a 4.3 máme

SHA ⊆ HSA, PHA ⊆ HPA a PSA ⊆ SPA.

Tedy je
S(HSPA) ⊆ HSSPA = HSPA,
P(HSPA) ⊆ HPSPA ⊆ HSPPA = HSPA a

H(HSPA) = HSPA.
Na druhé straně, je-li B ⊇ A uzavřená na podalgebry, produkty a faktoral-
gebry, je zřejmě B ⊇ HSPA. �

7.3. Velmi často bývá tř́ıda algeber popsána požadavkem na splněńı
rovnost́ı, jako třeba

(∀xy) x+ y = y + x (“komutativita součtu”)

nebo

(∀xyz) x · (y · z) = (x · y) · z (“asociativita součinu”),

nebo

(∀xyz) x · (y + z) = (x · y) + (x · z) (“distributivita”).

U polosvaz̊u popisovaných jako algebry ve třet́ı kapitole jsme se dále setkali
třeba s rovnićı

x ∧ x = x.
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Co maj́ı takové požadavky společného: Jsou dány dvojice výraz̊u (ty výrazy
pak jsou odvozené operace spolu se specifikaćı toho, jak do nich vstupuj́ı
proměnné) a jde o to, že maj́ı dát pro každé (specifikované) dosazeńı stejnou
hodnotu.

Snadno a ve velké obecnosti to můžeme popsat pomoćı volných algeber.
Vezměmě jednou pro vždy spočetnou množinu

Ω = {a1, a2, a3, . . .}.

Připomeňte si 6.6. Výrazy w[x1 · · ·xm] ∈ F (Ω) obsahuj́ı

1. w, zakodováńı odvozené operace (popisem toho jak vznikla složeńım
ze základńıch operaćı – ty v tom vystupuj́ı svými “jmény” σt –, a z
identit),

2. x1 · · ·xm specifikaci toho, v jakém pořad́ı a s jakým opakováńım do
nich proměnné vstupuj́ı.

Požadavek splněńı určité rovnice je pak dán výběrem dvojice prvk̊u u, v ∈
F (Ω) a stanoveńım, že

pro všechny homomorfismy h : F (Ω)→ A je h(u) = h(v).

Př́ıklad. Třeba pro distributivitu nahoře můžeme vźıt

u = (součin)(λ((součet)λλ))[a1a2a3],

v = (součet)((součin)λλ)(součin)λλ))[a1a2a1a3].

(Symboly λ představuj́ı “vložeńı basických prvk̊u”, ale i identickou ope-
raci.)

To vede k následuj́ıćı definici:
Buď M množina a E libovolná podmnožina produktu F (M)×F (M). Defin-
ujme

MM(E) = {A |∀ homomorfismus h : F (M)→ A, ∀(u, v) ∈ E, h(u) = h(v)}.

MM(E) je tedy tř́ıda všech algeber daného typu splňuj́ıćı všechny rovnice
zakodované v E; někdy se o ńı mluv́ı jako o tř́ıdě model̊u (teorie) E.
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Poznámka. Mı́sto Ω zde máme obecnou množinu M . Důvody jsou
technické – nakonec uvid́ıme, že s F (Ω) vystač́ıme.

Protěǰskem k této operaci bude následuj́ıćı: pro libovolnou tř́ıdu algeber
A ⊆ Alg(∆) polož́ıme

EM(A) = {(u, v) ∈ F (M)×F (M) |∀ homom. h : F (M)→ A ∈ A, h(u) = h(v)}.

Následuj́ıćı formule se ověř́ı zcela besprostředně.

A ⊆ B ⇒ EM(A) ⊇ Em(B),

E1 ⊆ E2 ⇒ MM(E1) ⊇MM(E2),

A ⊆MM(EM(A)),

E ⊆ EM(MM(E)).

Tedy jsou operátory MM a EM ve vztahu “kontravariantńı Galoisovy ad-
junkce”. Opatrné uvozovky ṕı̌seme proto, že operátor EM nemůžeme dost
dobře chápat jako zobrazeńı (definičńı obor by byl systém vlastńıch tř́ıd, a
měli bychom pot́ıže s teoríı množin). Nicméně z formuĺı snadno odvod́ıme
třeba že

EMMMEMA = EMA a MMEMMME =MME.

7.4. Tř́ıdy algeber tvaru
MM(E)

nazýváme varietami algeber nebo primitivńımi tř́ıdami algeber (typu ∆).
Někteř́ı autoři prosazuj́ı mı́sto těchto málo výmluvných výraz̊u výstižněǰśı
termı́n “rovnicová tř́ıda” (equational class). Taky bych to v́ıtal, ale v češtině
to nějak moc dobře nezńı.

7.5. Lemma. Každá varieta algeber je uzavřená na podalgebry, produkty
a faktorové algebry.

D̊ukaz. Buď A =MM(E), A ∈ A a (u, v) ∈ E.
Je-li j : B → A prostý homomorfismus a h : F (M)→ B homomorfismus,

je jh homomorfismus do A, tedy jh(u) = jh(v) a konečně h(u) = h(v).
Je-li q : A→ B homomorfismus na a je-li h : F (M)→ B homomorfismus,

vezmeme podle 6.3 homomorfismus f : F (M) → A takový, že qf = h a
dostaneme h(u) = qf(u) = qf(v) = h(v).

Konečně buďte Ai ∈ A a h : F (M) →
∏

J Ai. Potom pro každé i je
pih(u) = pih(v) a tedy h(u) = (pih(u))i∈J = (pih(v))i∈J = h(v). �
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8. Birkhoffova věta o varietách

8.1. Lemma. Buď A tř́ıda algeber uzavřená na podalgebry (t.j., A = SA).
Potom je EMA pr̊unik všech kongruenćı Θ na F (M) takových, že F (M)/Θ
je v A.

D̊ukaz. Podle definice je (u, v) ∈ EM(A) právě když (připomeňte si
označeńı z 5.4)

∀ h : F (X)→ A ∈ A, (u, v) ∈ Eh.

Jelikož Eh = Eg kde g : F (M) → h[F (M)] je definováno předpisem g(x) =
h(x), můžeme se při tom omezit na homomorfismy na (algebra h[F (M)] je v
SA a tedy opět v A) a tedy

EM(A) =
⋂
{Eh |h : F (M)→ A ∈ A homomorfismus na}. �

8.2. Z tvrzeńı 8.1 a 5.6 okamžitě dostáváme

Důsledek. Buď A tř́ıda algeber uzavřená na podalgebry a produkty. Po-
tom je F (M)/EMA v A.

8.3. Lemma. Pro libovolnou množinu M je

MΩEΩA =MMEMA.

D̊ukaz. Pro (u, v) ∈ EM(A) můžeme podle 6.5.1 zvolit konečnou pod-
množinu K ⊆ M takovou, že u, v ∈ F (K). Zvolme K0 ⊆ Ω a zobrazeńı
γ : Ω → M , γ : M → Ω jejichž restrikce na K0 a K jsou vzájemně inversńı.
Připomeňme si 6.1.1 a položme

f = F (γ) : F (Ω)→ F (M) a f = F (γ) : F (M)→ F (Ω).

Pro x ∈ F (K0) a y ∈ F (K) máme

ff(x) = x a ff(y) = y

(z definice F (ξ) a formuĺı v 6.1.1 snadno zjist́ıme, že restrikce f a f na F (K0)
a F (K) jsou obrazy restrikćı γ, γ na K0, K v korespondenci ξ 7→ F (ξ)). Tedy
pro u0 = f(u) a v0 = f(v) a libovolný homomorfismus h : F (Ω) → B ∈ A
máme h(u0) = hg(u) = hf(v) = h(v0), takže (u0, v0) ∈ EΩA.
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Buď nyńı A libovolná algebra z MΩEΩA a h : F (M) → A libovolný
homomorfismus. Pro (u, v) ∈ EMA vezměme u0, v0 a f zvolené v předchoźım
odstavci. Tedy je (u0, v0) ∈ EΩA a tedy hf(u0) = hf(v0). To ale znamená, že
h(u) = hff(u) = hf(u0) = hf(v0) = hff(v) = h(v). Tedy je A ∈MMEMA.
�

8.4. Věta. (Birkhoffova věta o varietách.) Tř́ıda algeber A ⊆ Alg(∆)
je varieta právě když je uzavřená na isomorfismy, podalgebry, produkty a
faktorové algebry.

D̊ukaz. Je-li A varieta, je A = HSPA podle 7.5.
Buď nyńı A = HSPA. Dokážeme, že A =MΩE, kde E = EΩA. Buď A =

(X,α) ∈MΩEΩA. Podle 6.4 existuje homomorfismus h zobrazuj́ıćı F (X) na
A. Podle 8.3 je A ∈ MXEXA a tedy podle 8.1 máme EXA ⊆ Eh. Podle
2.5.2 existuje homomorfismus g : F (X)/EXA → A takový, že gq = h, kde
q : F (X)→ F (X)/EXA zobrazuje x na xEXA. Podle 8.2 je F (X)/EXA ∈ A.
Jelikož h je na, muśı být i g na a tedy konečně A ∈ HA = A.

Dokázali jsme, že MΩEΩA ⊆ A; opačná inkluse plat́ı vždy. �

8.5. Z 7.2 dostaneme okamžitě

Důsledek. Buď A ⊆ Alg(∆) libovolná tř́ıda algeber. Potom HSPA je
nejmenš́ı varieta obsahuj́ıćı A.

9. Poznámky o některých

speciálńıch algebrách

Tento odd́ıl neńı nijak systematický. Jeho účelem je připomenout několik
jednoduchých fakt, která patř́ı k všeobecnému matematickému vzděláńı.

Připomeneme pojmy pologrupy a monoidu; zejména ukážeme, že asocia-
tivńı operaci je vždy možno representovat jako operaci skládáńı zobrazeńı, a
k tomu ještě něco v́ıce. Podobný fakt ukážeme o grupách. U grup pak ještě
na chv́ıli z̊ustaneme a zmı́ńıme se o zvláštńım chováńı kongruenćı. Podobné
speciálńı chováńı kongruenćı uvid́ıme potom též u okruh̊u. S t́ım souviśı
pojem ideálu; daľśımi aspekty tohoto pojmu kapitolu uzavřeme.

9.1. Pologrupa je algebra typu (2) jej́ıž jediná binárńı operace (označme
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ji třeba ·) je asociativńı, t.j. splňuje rovnici

∀x, y, z x · (y · z) = (x · y) · z.

Monoid je algebra (X, ·, e) typu (2, 0) taková, že (X, ·) je pologrupa a kon-
stanta e splňuje rovnici

∀x x · e = e · x = x. (∗)

Plat́ı-li ještě
∀x, y x · y = y · x

mluv́ıme o komutativńı pologrupě resp. komutativńım monoidu.

9.1.1. Pozorováńı. Každou pologrupu je možno rozš́ıřit na monoid.
Stač́ı totiž přidat nový prvek e a definovat pro něj násobeńı pravidlem

(∗). Uvědomte si, že pokud již v naš́ı pologrupě prvek e′ chovaj́ıćı se jako
jednotka byl, v rozš́ı̌reném monoidu již jednotkou neńı – máme e′e = e′,
nikoli e′e = e.

9.1.2. Skládáńı zobrazeńı je asociativńı a tedy každá množina S zob-
razeńı X → X uzavřená na skládáńı pologrupa; je-li v S identické zobrazeńı
a považujeme-li je za nulárńı operaci, máme monoid. Ve skutečnosti, až na
isomorfismus, jiné pologrupy a monoidy nejsou, totiž

každá pologrupa m̊uže být representována jako pologrupa zobrazeńı ně-
jaké množiny do sebe, se skládáńım jako operaćı.

Dokážeme silněǰśı tvrzeńı. Pro algebru A označme symbolem

End(A)

monoid všech endomorfismů h : A→ A. Plat́ı

Tvrzeńı (Cayleyova representace). Každý monoid M je isomorfńı s
monoidem End(A) pro nějakou algebru A s dostatečně mnoha unárńımi ope-
racemi. Je možno volit takovou, že |A| ≤ |M |.

D̊ukaz. Pro monoid S = (X, ·, e) (násobeńı v něm dále budeme označovat
pouze juxtaposićı) vezměme algebru

A = (X, (ρs)s∈X)
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kde unárńı operace ρs jsou dány předpisy (x 7→ xs) (ř́ıká se jim pravé transla-
ce). Pro s ∈ X dále definujme levé translace

λ(s) = (x 7→ sx) : X → X.

Ukážeme, že
λ : S → End(A)

je isomorfismus monoid̊u.
I. Každé zobrazeńı λ(s) je homomorfismus A → A: pro každé t ∈ X

máme
λ(s)(ρtx) = s(xt) = (sx)t = ρt(λ(s)(x)).

II. λ(e)(x) = ex = x, tedy λ(e) je identický isomorfismus, a dále máme
(λ(s) · λ(t))(x) = λ(s)(λ(t)(x)) = s(tx) = (st)x = λ(st)(x). Tedy je λ
homomorfismus.

III. Je-li s 6= t máme λ(s)(e) = s 6= t = λ(t)(e), tedy je λ prosté.
IV. Konečně, každý endomorfismus h : A→ A je levá translace: máme

h(x) = h(ex) = h(ρxe) = ρx(h(e)) = h(e)x = λh(e)(x). �

Poznámka. Monoidy je možno representovat jako End(A) s mnohem
speciálněǰśımi typy algeber, na př́ıklad s pouze dvěma unárńımi operacemi,
nebo s jednou binárńı operaćı (dokonce asociativńı). Takové representace
jsou ovšem mnohem obt́ıžněǰśı.

9.2. Grupa je algebra (X; ·, e, ( )−1) typu (2, 0, 1) kde (X; ·, e) je monoid,
a pro zbývaj́ıćı unárńı operaci nav́ıc plat́ı

∀x, x · x−1 = x−1 · x = e.

Někdy se setkáváme, zvlášť ve starš́ı literatuře, s trochu jiným zavedeńım
pojmu grupy, totiž jako algebry G s asociativńı operaćı (tedy pologrupy) v
ńıž

• existuje prvek e ∈ G takový, že pro všechna x ∈ G je xe = ex = x (a
o tom se vzápět́ı dokáže, že je jen jeden),

• a ke každému x ∈ G existuje y ∈ G takové, že xy = yx = e (a opět se
hned dokáže, že prvek y je jednoznačně určen prvkem x).
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Při tomto př́ıstupu (na rozd́ıl od prvńıho, kdy dostaneme varietu algeber)
podalgebra grupy nemuśı být grupa – k tomu je nutné explicite žádat, aby
př́ıslušná podmnožina byla uzavřená na zbývaj́ıćı operace. Homomorfismy
ale vyjdou na stejno (dokažte to jako jednoduché cvičeńı).

Abelova grupa je grupa, v ńıž nav́ıc plat́ı

∀xy xy = yx.

Poznamenejme, že je zvykem naznačovat, že se jedná o Abelovu grupu t́ım,
že operace se ṕı̌se jako součet (a i pro př́ıslušnou unárńı operaci se už́ıvá
sugestivńıho značeńı −x, a také x− y pro x+ (−y) a podobně.

9.2.1. Větu o Cayleyově representaci můžeme snadno zúžit na grupy.
Pro algebru A označme symbolem

Aut(A)

grupu všech automorfismů h : A→ A. Obdobně jako v 9.1.2 dostaneme

Tvrzeńı. Pro každou grupu G existuje algebra A s dostatečně mnoha
unárńımi operacemi taková, že G ∼= Aut(A) ∼= End(A), a že |A| ≤ |S|.

Triviálńım d̊usledkem je známý fakt, že každá konečná grupa je až na
isomorfismus grupa permutaćı nějaké konečné množiny (ne nutně všech, sa-
mozřejmě).

9.3. Ve varietě grup maj́ı kongruence zaj́ımavé chováńı. Než k němu
dojdeme, zavedeme si následuj́ıćı značeńı (které budeme už́ıvat i u podobné
záležitosti týkaj́ıćı se okruh̊u v daľśıch odstavćıch). Pro libovolné dvě pod-
množiny X, Y ⊆ G pǐsme

XY = {xy |x ∈ X, y ∈ Y }, a zjednodušujeme {a}X na aX.

Okamžitě vid́ıme, že

(XY )Z = X(Y Z) (= {xyz |x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z})

a že
je-li A podgrupa, je AA = A.

Řekneme, že podgrupa N ⊆ G je normálńı, plat́ı-li

∀a ∈ G, aN = Na.
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9.3.1. Pozorováńı. Je-li N ⊆ G normálńı podgrupa, jsou aN a bN buď
totožné nebo disjunktńı. Jelikož aNbN = abNN = abN a aNa−1N = eN =
N , množina {aN |a ∈ G} tvoř́ı grupu (s jednotkou N). Označ́ıme ji

G/N.

(Je-li ax = by a x, y ∈ N je a = bxy−1 a tedy aN ⊆ bN .)

9.3.2. Tvrzeńı. 1. Pro každý homomorfismus grup h : G→ H je h−1[e]
normálńı podgrupa grupy G.

2. Korespondence E 7→ {x |xEe} a N 7→ {(x, y) |x−1y ∈ N} popisuj́ı
vzájemně jednoznačný vztah mezi kongruencemi na G a normálńımi podgru-
pami.

D̊ukaz. 1. Pro x ∈ h−1[e] a libovolné a máme axa−1 ∈ h−1[e] a ax =
(axa−1)a.

2. A = {x |xEe} je zřejmě podgrupa; pro x ∈ A a libovolné a ∈ G je
axEa a tedy axa−1Ee a ax = (axa−1)a. Tedy je A normálńı.

Pro grupu G/N z 9.3.1 vezměme homomorfismus h = (a 7→ aN) : G →
G/N ; potom je Eh = {(a, b) |aN = bN} = {(a, b) |a−1b ∈ N} (je-li a = bx,
x ∈ N , je b−1a = x ∈ N) a tedy je ekvivalence {(a, b) |a−1b ∈ N} kongruence.
To, že přǐrad́ıme-li podle formuĺı E 7→ N 7→ E ′ a N 7→ E 7→ N ′ dostaneme
E ′ = E a N ′ = N se snadno ověř́ı a může být ponecháno čtenáři. �

9.4. Komutativńı okruh s jednotkou (dále jen okruh, o obecněǰśıch okru-
źıch mluvit nebudeme) je algebra R = (X; +,−( ), 0, ·, 1) typu (2, 1, 0, 1, 0)
kde

• (X; +,−( ), 0) je Abelova grupa,

• (X; ·, 1) je komutativńı monoid,

• a kromě toho plat́ı rovnice

x(y + z) = xy + xz.

(Násobeńı x · y již ṕı̌seme xy.) Okruhy tedy tvoř́ı varietu. Čtenář se jistě
již na začátku studia seznámil se dvěma speciálńımi př́ıpady okruh̊u: s obory
integrity, kde se nav́ıc požaduje

xy = 0 ⇒ x = 0 nebo y = 0,
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a tělesy, kde

ke každému x 6= 0 existuje y takové, že xy = 1.

Ani obory integrity ani těles již variety netvoř́ı (vid́ıme to hned např. z toho,
že nejsou uzavřené na produkty).

9.4.1. Ideálem v okruhu R rozumı́me podmnožinu J ⊆ R takovou, že

• J je podgrupa grupy (X; +,−( ), 0) a

• je-li x ∈ J a y ∈ R obecný prvek, je xy ∈ J .

(Srovnejte s ideály v distributivńıch svazech, III.3.) Budou nás zaj́ımat
vlastńı ideály J 6= R (což je totéž jako požadavek 1 /∈ J).

Tvrzeńı. Vlastńı ideály jsou korespondencemi

J 7→ E = {(x, y) |x− y ∈ J}, E 7→ J = {x |xE0}

dány do vzájemně jednoznačného vztahu s netriviálńımi kongruencemi (t.j.,
takovými, že 0 neńı kongruentńı s 1).

D̊ukaz. E = {(x, y) |x− y ∈ J} je kongruence: Buď xEx′ a yEy′. Potom
je (x+ y)− (x′+ y′) = (x−x′) + (y− y′) ∈ J , (−x)− (−x′) = −(x−x′) ∈ J ,
takže (x+y)E(x′+y′) a (−x)E(−x′); dále, xy−x′y = xy−x′y+x′y−x′y′ =
(x− x′)y + x′(y − y′) ∈ J a tedy i (xy)E(x′y′).

J = {x |xE0} je ideál: Je-li x, yE0 je (x± y)E(0± 0) = 0 a pro z obecné
je (xz)E(0z) = 0.

Přǐrad́ıme-li podle formuĺı J 7→ E 7→ J ′ a E 7→ J 7→ E ′ dostaneme x ∈ J ′
právě když xE0 právě když x = x − 0 ∈ J , a xE ′y právě když x − y ∈ J
právě když (x− y)E0 právě když xEy. �

9.5. Podobně jako v III.3 hraj́ı zaj́ımavou roli maximálńı ideály, t.j.
takové vlastńı ideály J , pro které je jediný ostře větš́ı ideál už jen celý okruh
R, a prvoideály, vlastńı ideály J pro které plat́ı

xy ∈ J ⇒ buď x ∈ J nebo y ∈ J.

Tvrzeńı. 1. Každý vlastńı ideál je možno rozš́ıřit na maximálńı ideál.
2. Každý maximálńı ideál je prvoideál.
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D̊ukaz. 1. Dostaneme standardńım použit́ım Zornova lemmatu (sjedno-
ceńı systém vlastńıch ideál̊u lineárně uspořádaných inkluśı je vlastńı ideál –
jednotka nebyla v žádném sč́ıtanci).

2. Buď J maximálńı a ab ∈ J . Předpokládejme, že a /∈ J . Definujme
K = {x |xb ∈ J}. K je zřejmě ideál a J ( K, takže muśı být 1 ∈ K a tedy
b = 1b ∈ J . �

V následuj́ıćım snadném tvrzeńı označ́ıme R/J faktorový okruh źıskaný
podle př́ıslušné kongruence.

Tvrzeńı. J je maximálńı ideál právě když R/J je těleso.
J je prvoideál právě když R/J je obor integrity.
Ponecháme je jako cvičeńı, s t́ımto návodem: V prvńım př́ıpadě pro

(x, 0) /∈ E, t.j. x /∈ J zkoumejte množinu (ideál) {yx+ j |y obecné, j ∈ J}.
V druhém př́ıpadě je to ještě snazš́ı: jestliže xyE0 je xy ∈ J , takže x ∈ J (a
tedy xE0) nebo y ∈ J (a tedy yE0).
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Kapitola V

Topologie

Př́ıstup̊u k zachyceńı představy prostoru a spojitosti je mnoho. Studenti
se obvykle nejdř́ıve setkávaj́ı s pojmem metrického prostoru.

Je dána množina bod̊u X a na součinu X ×X nezáporná reálná funkce
ρ splňuj́ıćı podmı́nky

ρ(x, y) = 0 právě když x = y,

ρ(x, y) = ρ(y, x),

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (trojúhelńıková nerovnost).

Zobrazeńı f : (X, ρ)→ (Y, σ) mezi metrickými prostory je spojité jestliže

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 takové, že ρ(x, y) < δ ⇒ σ(f(x), f(y)) < ε.

Student se také brzy dozv́ı, že pro mnohé účely (třeba pro účely matematické
analysy) na konkretńı metrice ani tak moc nezálež́ı – např́ıklad v euklidovské
rovině můžeme mı́sto geometricky názorné vzdálenosti ρ((x1, x2), ρ(y1, y2)) =√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 vźıt pohodlněǰśı max(|x1 − y1|, |x2 − y2|) a vše co
se týká spojitosti z̊ustane stejné.

V roce 1914 navrhl Felix Hausdorff popis struktury spojitosti pomoćı
okoĺı. Ten se ve svých variantách úspěšně ujal (my budeme dávat přednost
variantě v ńıž základńım pojmem jsou otevřené množiny). Je to př́ıstup
velmi názorný: pojem okoĺı zachycuje intuici obklopeńı (např. bod a takový,
že ρ(a, (0, 0)) < 1 je kruhem M = {x |ρ(x, (0, 0)) ≤ 1} obklopen a bod b
takový, že ρ(b, (0, 0)) = 1 ne, i když je též b ∈ M). Spojitost zobrazeńı se
pak definuje požadavkem aby

ke každému x ∈ X a ke každému okoĺı V bodu f(x) existovalo okoĺı U
bodu x takové, že f [U ] ⊆ V .

Př́ıklad. Na množině reálných č́ısel považujme M za okoĺı bodu x, ex-
istuj́ı-li č́ısla a, b, a < x < b taková, že otevřený interval (a, b) je část́ı M .
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Ujasněte si, že spojitá zobrazeńı v právě uvedeném smyslu jsou přesně ta,
která byla spojitá v běžné εδ-definici.

Pomoćı okoĺı můžeme leccos zjednodušit. Vezměme třeba rozš́ı̌renou
př́ımku R ∪ {−∞,+∞}, pro body z R definujme okoĺı jako dř́ıve, a pro
+∞ (resp. −∞) vezměme taková M pro která existuje č́ıslo K tak, že
{x |x > K} ⊆M (resp. {x |x < K} ⊆M). Potom formule

pro každé okoĺı U bodu b existuje okoĺı V bodu a tak, že f [V \ {a}] ⊆ U

definuje limitu funkce f v bodě a jako b, ať už je kterékoli z č́ısel a, b vlastńı
nebo nevlastńı.

1. Základńı topologické pojmy

1.1. Řekneme, že na množině X je definována topologie pomoćı okoĺı je-li
pro každý prvek x ∈ X určena neprázdná množina U(x) ⊆ expX taková, že

(ok1) pro každou U ∈ U(x), x ∈ U ,

(ok2) U, V ∈ U(x) ⇒ U ∩ V ∈ U(x),

(ok3) U ∈ U(x) & U ⊆ V ⇒ V ∈ U(x),

(ok4) pro každou U ∈ U(x) existuje W ∈ U(x), W ⊆ U , takové,že pro každé
y ∈ W je U ∈ U(y).

1.1.1. Fakt. Plat́ı-li (ok1) až (ok4), plat́ı též formálně silněǰśı

(ok4’) pro každou U ∈ U(x) existuje W ∈ U(x), W ⊆ U takové, že pro každé
y ∈ W je W ∈ U(y).

D̊ukaz. Množina W = {y |U ∈ U(y)} obsahuje x a je obsažena v U .
Pro y ∈ W existuje podle (ok4) okoĺı V ⊆ U takové, že pro každé z ∈ V je
U ∈ U(z). Tedy je V ⊆ W a podle (ok3) je W ∈ U(y). �

1.2. Poṕı̌seme teď jiný př́ıstup (brzy se ukáže, že je s předchoźım ek-
vivalentńı). Řekneme, že na množině X je definována topologie pomoćı
otevřených množin je-li dána množina τ ⊆ expX taková, že

(ot1) ∅, X ∈ τ ,
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(ot2) U, V ∈ τ ⇒ U ∩ V ∈ τ ,

(ot3) Ui ∈ τ, i ∈ J ⇒
⋃
i∈J ∈ τ .

Prvk̊um U ∈ τ ř́ıkáme otevřené množiny.

Poznámka. Pojem otevřené množiny neńı tak názorný jako pojem okoĺı,
zato se s ńım mnohem snadněji pracuje. Všimněte si též, že zde neńı nic jako
trochu nepr̊uhledný požadavek (ok4).

1.3. Uvedené dva př́ıstupy (a daľśı, o kterých bude ještě řeč) jsou ekvi-
valentńı v následuj́ıćım smyslu: doplńıme-li základńı pojem vhodnou definićı
druhého (jako odvozeného), dostaneme totéž, t.j., stejnou soustavu dvou
pojmů. To si nyńı ujasńıme podrobněji.

Máme-li topologii U ve smyslu 1.1 definujme τ formuĺı

U ∈ τ je-li U ∈ U(x) pro všechna x ∈ U (∗)

(U je otevřená je-li okoĺım každého svého bodu). Čtenář snadno ověř́ı, že τ
splňuje požadavky (ot1) až (ot3).

Máme-li topologii τ ve smyslu 1.2 definujme U takto:

U ∈ U(x) existuje-li V ∈ τ tak,̌ze x ∈ V ⊆ U. (∗∗)

Opět snadno vid́ıme, že takový systém splňuje požadavky (ok1) až (ok4).
Začněme systémem U a vytvořme τ podle (∗); považujme nyńı τ za základ

a definujme U ′ podle (∗∗). Je-li U ∈ U(x) zvolme V podle 1.1.1; potom V ∈ τ
a tedy U ∈ U ′(x). Je-li U ∈ U ′(x), vezměme V z (∗∗). To je v U(x) a tedy
také U ∈ U(x). Je tedy U ′ = U .

Vezměme τ , definujme U podle (∗∗) a z toho τ ′ podle (∗). Je-li U ∈ τ
je U ∈ U(x) pro každé x ∈ U (za V vezmeme U samo) a tedy U ∈ τ ′. Je-li
U ∈ τ ′ zvolme pro x ∈ U množinu Vx ∈ τ tak aby x ∈ Vx ⊆ U a máme
U =

⋃
x∈U Vx ∈ τ podle (ot3).

1.4. Uzavřené množiny. Mějme topologii na X dánu jako soustavu
otevřených množin. Řekneme, že podmnožina A ⊆ X je uzavřená, je-li X \A
otevřená. Z DeMorganových pravidel okamžitě dostáváme, že

sjednoceńı konečného počtu a pr̊unik libovolného systému uzavřených
množin je uzavřená množina.
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Můžeme též zač́ıt soustavou uzavřených množin (splňuj́ıćıch tento požada-
vek) a otevřené množiny definovat jako doplňky uzavřených.

1.5. Uzávěr. Je-li M ⊆ (X, τ) definujeme uzávěr množiny M jako

M =
⋂
{A |A uzavřená, M ⊆ A}.

Jelikož pr̊unik libovolného systému uzavřených množin je uzavřená množina
máme okamžitě

1.5.1. Pozorováńı. M je nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı M .

Odtud bezprostředně plyne
1.5.2. (1) M ⊆M a ∅ = ∅.
(2) M ⊆ N ⇒ M ⊆ N .
(3) M ∪N = M ∪N .

(4) M = M .

1.5.3. Pokud bychom chtěli definovat uzávěr z okoĺı, bude se nám hodit
následuj́ıćı formule:

M = {x | pro každé okoĺı U bodu x, U ∩M 6= ∅}.

(je-li x ∈ M a U ∩M = ∅ je M ⊆ X \ U , tedy M ⊆ X \ U a x /∈ U . Je-li
x /∈M máme x ∈ U = X \M a U ∩M = ∅.)

1.5.4. Topologii můžeme definovat také tak, že za základńı pojem vez-
meme uzávěr, to jest zobrazeńı u = (M 7→ M) : expM → expM splňuj́ıćı
formule z 1.5.2. Definujeme pak otevřené množiny jako takové, pro které je
u(X \ U) = X \ U , a M je okoĺı bodu x jestliže x /∈ u(X \M). Je užitečné
cvičeńı přesvědčit se o ekvivalenci podobně jako v 1.3 nahoře.

A ještě jeden pojem: vnitřkem množiny M rozumı́me největš́ı otevřenou
množinu v M obsaženou. Operace vnitřku má vlastnosti obdobné vlastnos-
tem uzávěru (jaké přesně?) a dá se vźıt za základ definice topologie na dané
množině.

Shrnut́ı a definice. Topologickým prostorem rozumı́me množinu na
které je definována topologie některým ze zmı́něných zp̊usob̊u. Je jedno
se kterým z pojmů (okoĺı, otevřené či uzavřené množiny, uzávěr, vnitřek)
začneme, stejně potom pracujeme se všemi. V této kapitole budeme topologii
obvykle zadávat otevřenými množinami, kv̊uli technické jednoduchosti.
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2. Př́ıklady

2.1. Metrické prostory. V metrickém prostoru (X, ρ) definujme

Ω(x, ε) = {x |ρ(x, y) < ε}.

Za okoĺı bodu x považujeme každou M ⊆ X takovou, že pro dost malé ε
je Ω(x, ε) ⊆ M . Otevřená množina je (samozřejmě) taková, která je okoĺım
každého svého bodu.

Pro bod x ∈ X a množinu A ⊆ X položme ρ(x,A) = inf{ρ(x, a) |a ∈ A}.
Definujeme

A = {x |ρ(x,A) = 0}
a řekneme, že A je uzavřená jestliže A = A.

Přesvědčte se, že vztahy mezi takto definovanými pojmy odpov́ıdaj́ı de-
finićım z předchoźıho odd́ılu.

O topologickém prostoru, který takto můžeme źıskat z metrického pro-
storu ř́ıkáme, že je metrisovatelný.

2.2. Diskretńı prostor. Na množině X vezměme za topologii τ celou
expX. Tedy, všechny množiny M ⊆ X jsou otevřené i uzavřené, okoĺım
bodu je každá množina, která ho obsahuje, M = M pro každou M ⊆ X. V
tomto př́ıpadě mluv́ıme o diskretńı topologii na X.

2.3. Indiskretńı prostor. To je opačný extrém: za otevřené (a tedy i
uzavřené) množiny vezmeme jen ∅ a X. Potom je jediným okoĺım kteréhokoli
bodu celý prostor, a rovněž tak uzávěr neprázdné množiny je celý prostor.

2.4. Kofinálńı topologie. Jen o trochu méně primitivńı př́ıpad: o-
tevřené množiny jsou ∅ a doplňky konečných množin. Uzavřené množiny
jsou právě množiny konečné a celý prostor a tedy uzávěr každé nekonečné
množiny je celý prostor.

2.5. Alexandrovova (kvasidiskretńı) topologie. Buď (X ≤) před-
uspořádaná množina (obvykle se následuj́ıćı definice použ́ıvá pro uspořádané
množiny, ale předuspořádáńı stač́ı). Připomeňme označeńı ↓M = {x |∃y ∈
M, x ≤ y} a ↑M = {x |∃y ∈M, x ≥ y}. V Alexandrovově topologii bereme
za otevřené všechny rostoućı množiny (t.j. takové U ⊆ X, že ↑U = U).
Uzavřené jsou pak všechny klesaj́ıćı množiny (t.j. takové U ⊆ X, že ↓U = U ,
a uzávěr je dán předpisem M =↓M .

Všimněte si, že v této topologii
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(qd) všechny pr̊uniky otevřených množin jsou otevřené, všechna sjednoceńı
uzavřených množin jsou uzavřená, a

⋃
i∈JMi =

⋃
i∈JM i pro každý

systém podmnožin.

Proto se o Alexandrovových prostorech také hovoř́ı jako o prostorech kva-
sidiskretńıch. Jako jednoduché cvičeńı si dokažte, že každý prostor splňuj́ıćı
(qd) vznikne právě popsaným zp̊usobem z předuspořádáńı (definujte x ≤ y
jako {y} ⊆ {x}).

2.6. Scottova topologie. Vyjdeme opět z uspořádané množiny (X,≤).
Za otevřené množiny nyńı vezmeme

(Sc) ty rostoućı podmnožiny U ⊆ X pro které plat́ı, že kdykoli D je usměrněná
a supD ∈ U potom U ∩D 6= ∅.

Tato topologie sehrála v teoretické informatice významnou úlohu.

2.7. Base a subbase topologie. Base topologie τ (zadané jako sou-
stava otevřených množin) je libovolná B ⊆ τ taková, že

pro každou U ∈ τ, U =
⋃
{B ∈ B |B ⊆ U}.

Uvědomte si, že base může být mnohem jednodušš́ı a přehledněǰśı než celá
topologie: tak např. baśı topologie př́ımky je množina všech otevřených
interval̊u (a stačily by 〉a, b〈 s racionálńımi a, b), nebo basi roviny tvoř́ı (např.)
otevřené čtverce.

Subbase topologie τ je libovolná S ⊆ τ taková, že množina všech koneč-
ných pr̊unik̊u prvk̊u S je baśı τ . Subbase mohou být samozřejmě ještě
mnohem jednodušš́ı než base (pro topologii př́ımky už stač́ı vźıt třeba jen
{{x |x < a}, {x |x > a} | a racionálńı}.

Pozorováńı. Každá podmnožina S ⊆ expX je subbase nějaké topologie,
totǐz té nejmenš́ı topologie v ńı̌z jsou všechny U ∈ S otevřené. O této topologii
pak mluv́ıme jako o topologii generované množinou S.

(Položme τ = {
⋃
C |C ⊆ {

⋂
F |F konečná ⊆ S}}. Tento systém

je už uzavřen na konečné pr̊uniky (za prázdný pr̊unik bereme celou X) a
libovolná sjednoceńı, a na druhé straně každá topologie obsahuj́ıćı S zřejmě
muśı obsahovat všechny prvky z τ .)

2.8. Intervalová topologie. Buď (X,≤) lineárně uspořádaná množina.
Množina všech interval̊u 〉a, b〈= {x |a < x < b} tvoř́ı basi t.zv. intervalové
topologie na (X,≤).
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Pozor, nezaměňujte s kvasidiskretńı topologíı́ı uspořádáńı ≤ !

2.9. Sorgenfreyova př́ımka. A ještě jedna, trochu kuriosńı topologie
na reálné př́ımce (hod́ı se např. na ilustrováńı některých jev̊u). Sorgenfreyova
topologie je generována polouzavřenými intervaly; přesněji, má basi {〈a, b〈=
{x |a ≤ x < b} | a, b ∈ R}.

3. Spojitá zobrazeńı

3.1. Zobrazeńı f : X → Y je spojité zobrazeńı (X, τ) → (Y, θ) jestliže ke
každému x ∈ X a každému okoĺı V bodu f(x) v topologii θ existuje okoĺı U
bodu x v topologii τ takové, že f [U ] ⊆ V .

Snadno vid́ıme, že
3.1.1. Jsou-li f : (X, τ) → (Y, θ) a g : (Y, θ) → (Z, κ) spojitá zobrazeńı,

je i složené zobrazeńı gf : (X, τ)→ (Z, κ) spojité.

3.2. Triviálńı pozorováńı. Je-li na X diskretńı topologie, nebo na Y
indiskretńı topologie, je každé zobrazeńı f : X → Y spojité.

3.3. Následuj́ıćı větu znáte z metrických prostor̊u. Plat́ı obecně.

Věta. Buď f zobrazeńı X = (X, τ) do Y = (Y, θ). Potom následuj́ıćı
tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

(1) f je spojité.

(2) Pro každou U otevřenou v Y je f−1[U ] otevřená v X.

(3) Pro každou A uzavřenou v Y je f−1[A] uzavřená v X.

(4) Pro každou M ⊆ X je f [M ] ⊆ f [M ].

(5) Pro každou M ⊆ Y je f−1[M ] ⊆ f−1[M ].

D̊ukaz. (1)⇒(2): Je-li x ∈ f−1[U ] je f(x) ∈ U a U je jeho okoĺı, takže
pro nějaké okoĺı V bodu x je f [V ] ⊆ U a máme x ∈ V ⊆ f−1f [V ] ⊆ f−1[U ]
a f−1[U ] je okoĺı x.

(2)⇔(3) protože vzorová funkce (M 7→ f−1[M ]) zachovává doplňky.
(3)⇒(4): M ⊆ f−1f [M ] ⊆ f−1[f [M ]] a jelikož posledńı množina je

uzavřená, M ⊆ f−1[f [M ]] a konečně f [M ] ⊆ f [M ].
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(4)⇒(5) Plyne okamžitě z toho, ře f [f−1[M ]] ⊆ ff−1[M ] ⊆M .
(5)⇒(1) Je-li f(x) /∈ Y \ V je x /∈ f−1[Y \ V ] a tedy x /∈ f−1[Y \ V ] =

X \ f−1[V ]. Položme U = f−1[V ]. �

3.4. Z bodu (3) přechoźı věty a z toho, že vzorová funkce zachovává
sjednoceńı i pr̊uniky okamžitě dostaneme užitečný

Důsledek. Buď S libovolná subbase topologie θ. Potom f : (X, τ) →
(Y, θ) je spojité právě když pro každou U ∈ S je f−1[U ] ∈ τ .

3.5. Lemma. Buď D podmnožina intervalu I = 〈0, 1〉 (ten předpo-
kládáme opatřen topologíı danou běžnou metrikou) taková, že pro každé dva
a < b ∈ I existuje d ∈ D takové, že a < d < b. Buďte Ud, d ∈ D otevřené
množiny v topologickém prostoru X takové, že

d < e ⇒ Ud ⊆ Ue.

Potom zobrazeńı f : X → I definované předpisem

f(x) = inf{d |x ∈ Ud}

je spojité.
D̊ukaz. Máme

f(x) > a právě když x /∈
⋂
{Ud |a < d} t.j. x ∈ I \

⋂
{Ud |a < d},

f(x) < a právě když x ∈
⋃
{Ud |a > d}

takže f−1[〉a, 1〉] a f−1[〈0, a〈] jsou vždy otevřené. Přitom {〉a, 1〉, 〈0, a〈 |a ∈ I}
tvoř́ı subbasi prostoru I. �

3.6. Homeomorfismus. Existuje-li k spojitému zobrazeńı f : (X, τ)→
(Y, θ) inversńı zobrazeńı g : (Y, θ) → (X, τ), které je též spojité, ř́ıkáme, že
f je homeomorfismus a že prostory (X, τ) a (Y, θ) jsou homeomorfńı.

Tedy,
zobrazeńı f : X → Y které je spojité, prosté a na je homeomorfismus

právě když plat́ı kterékoli z následuj́ıćıch tvrzeńı:
(1) pro každou U otevřenou v X je f [U ] otevřená v Y ,
(2) pro každou A uzavřenou v X je f [U ] uzavřená v Y ,
(3) pro každou M ⊆ X je f [U ] = f [U ].
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3.7. Poznámka a cvičeńı. Buďte (X,≤), (Y,≤) uspořádané množiny.
Ověřte, že zobrazeńı f : X → Y je spojité vzhledem k Alexandrovovým
topologíım právě když je monotonńı, a je spojité vzhledem ke Scottovým
topologíım právě když zachovává suprema usměrněných množin.

4. Základńı konstrukce.

4.1. Podprostor. Buď (X, τ) topologický prostor a Y ⊆ X. Snadno
ověř́ıme, že

τ |Y = {U ∩ Y |U ∈ τ}
tvoř́ı topologii na Y . O té se mluv́ı jako o topologii podprostoru, nebo topologii
indukované na podmnožině.

Pro zobrazeńı vložeńı j : Y ⊆ X máme Y ∩ U = j−1[U ]. Tedy je j :
(Y, τ |Y ) → (X, τ) spojité. Nadto je topologie podprostoru volena “úspor-
ně”: jsou zde jen ty nejnutněǰśı otevřené množiny potřebné k tomu, aby toto
zobrazeńı spojité bylo. To má d̊uležitý d̊usledek.

Tvrzeńı. Buď Y podprostor prostoru X a buď j : Y ⊆ X zobrazeńı
vložeńı. Je-li f = jg : Z → X spojité zobrazeńı, je g : Z → Y spojité.

(g−1[j−1[U ]] = f−1[U ] pro otevřené U jsou otevřené množiny, a v Y jiné
otevřené množiny než j−1[U ] nejsou.)

4.1.1. Pozorováńı. V prostoru (Y, τ |Y ) jsou uzavřené množiny právě
množiny tvaru A∩ Y kde A je uzavřená v X, uzávěr množiny M dostaneme
z p̊uvodńıho jako M ∩Y , a okoĺı jsou pr̊uniky p̊uvodńıch okoĺı s naš́ı podmno-
žinou.

4.1.2. Vložeńı podprostoru. Trochu obecněji, jsou-li (X, τ), (Y, θ)
topologické prostory a j : Y → X prosté zobrazeńı, a je-li

θ = {j−1[U ] |U ∈ τ}

hovoř́ıme o j jako o vložeńı podprostoru. Uvědomte si, že jde přesně o to, že
restrikce (x 7→ j(x)) : X → j[X] zobrazeńı j je homeomorfismus.

4.2. Součiny (produkty). Mějme dán systém (Xi, τi), i ∈ J , topo-
logických prostor̊u. Na kartézském součinu

∏
i∈J Xi definujme topologii τ

subbaśı
{p−1

j [U ] |j ∈ J, U ∈ τj},
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kde pj :
∏

i∈J Xi → Xj jsou projekce (xi)i∈J 7→ xj. O karézském součinu∏
i∈J Xi opatřeném touto topologíı mluv́ıme jako o součinu nebo produktu

systému (Xi, τi), a chceme-li zd̊uraznit, že se jedná o tento prostor a ne jen
o jeho nosnou množinu, ṕı̌seme

∏
i∈J(Xi, τi).

Pro konečné systémy ṕı̌seme

(X1, τ1)× (X2, τ2), X × Y × Z, X1 × · · · ×Xn

a podobně.

4.2.1. Poznámky. 1. Připomeňte si I.7 a uvědomte si, že i zde
jsou podprostory a součiny projektivně vytvořeny. Topologie je zde určena
požadavkem, aby význačná zobrazeńı (v prvńım př́ıpadě vložeńı, ve druhém
projekce) byla spojitá při co nejmenš́ım systému otevřených množin.

Podobně u faktorového prostoru a u sumy (dále v 4.3 a 4.4) p̊ujde o
injektivńı vytvářeńı.

2. Všimněte si, že pro konečné systémy metrických prostor̊u se topologie
shoduje s topologii součinu danou metrikou (nebo některou z metrik) jak to
znáte z kurs̊u analysy.

4.2.2. Podobně jako u součin̊u v předchoźıch kapitolách plat́ı

Věta. Mějme dán systém spojitých zobrazeńı fi : Y = (Y, θ) → (Xi, τi),
i ∈ J . Potom existuje právě jedno spojité zobrazeńı f : Y →

∏
i∈J(Xi, τi)

takové, že pro všechna i ∈ J je pif = fi.
D̊ukaz. Zobrazeńı z I.3.6 splňuj́ıćı pif = fi pro všechna i ∈ J (totiž

f(y) = (fi(y))i∈J) je spojité podle 3.4: máme f−1[p−1
i [U ]] = f−1

i [U ]. �

4.3. Faktorový prostor (kvocient). Buď (X, τ) topologický prostor
a q : X → Y zobrazeńı na (zejména máme na mysli situace, kdy na množině
X je dána ekvivalence E a q je projekce (x 7→ Ex) : X → X/E). Na Y
definujme topologii

θ = {U |q−1[U ] ∈ τ}.

Je to tedy zase extrémńı (tentokrát největš́ı) topologie taková, že q : X →
Y je spojité. Mluv́ıme o faktorové nebo kvocientové topologii, př́ıpadně o
faktorovém nebo kvocientovém prostoru či faktorprostoru nbo kvocientu.

Analogicky s tvrzeńım v 4.1 snadno dokážeme
Tvrzeńı. Buď Y kvocient prostoru X při zobrazeńı q : X → Y . Je-li

f = gq : X → Z spojité je g : Y → Z spojité.
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4.4. Sumy. Mějme dán systém (Xi, τi), i ∈ J , topologických prostor̊u.
Na disjunktńım sjednoceńı

∐
i∈J Xi =

⋃
i∈J Xi × {i} definujme topologii τ

baśı
{ιi[U ] |i ∈ J, U ∈ τi},

kde ιj : Xj →
∐

i∈J Xi jsou injekce (x 7→ (x, i)). O źıskaném prostoru
mluv́ıme jako o sumě systému (Xi, τi). Byly-li množiny Xi již předem dis-
junktńı, použijeme za nosnou množinu samozřejmě jednoduššeji

⋃
i∈J Xi.

4.4.1. Analogicky jako v I.7.3 snadno zjist́ıme, že plat́ı

Věta. Mějme dán systém spojitých zobrazeńı fi : (Xi, τi)→ (Y, θ), i ∈ J .
Potom existuje právě jedno spojité zobrazeńı

∐
i∈J(Xi, τi)→ (Y, θ) takové, že

pro všechna i ∈ J je fιi = fi.
(Jedná se samozřejmě o f(x, i) = fi(x).)

4.5. A ještě trochu terminologie: jsou-li τ a θ topologie na téže množině
a je-li τ ⊆ θ, ř́ıkáme o τ že je slabš́ı resp. hrubš́ı a o θ že je silněǰśı resp.
jemněǰśı.

5. Několik speciálńıch požadavk̊u

5.1. Řekneme, že prostor (X, τ) splňuje axiom T0 (nebo že to je T0-prostor)
jestliže

pro každé x 6= y v X existuje U ∈ τ tak, že x /∈ U 3 y nebo y /∈ U 3 x. (T0)

Snadno vid́ıme, že plat́ı
5.1.1. Fakt. X splňuje T0 právě když {x} = {y} ⇒ x = y.

5.2. Řekneme, že prostor (X, τ) splňuje axiom T1 (nebo že to je T1-
prostor) jestliže

pro každé x 6= y v X existuje U ∈ τ tak, že x /∈ U 3 y. (T1)

Snadno vid́ıme, že plat́ı
5.2.1. Fakt. X splňuje T0 právě když všechny konečné množiny jsou

uzavřené.
(Podmı́nka T1 ř́ıká přesně to, že každá jednobodová množina je uzavřená.)
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5.3. Řekneme, že (X, τ) je Hausdorff̊uv prostor (nebo, že splňuje axiom
T2) jestliže

pro každé x 6= y v X existuj́ı U, V ∈ τ tak, že x ∈ U, y ∈ V a

U ∩ V = ∅. (T2)

5.3.1. Věta. Buďte f, g : X → Y spojitá zobrazeńı a buď Y Hausdorff̊uv
prostor. Potom množina {x |f(x) = g(x)} je uzavřená.

D̊ukaz. Dokážeme, že {x |f(x) 6= g(x)} je otevřená. Pro f(x) 6= g(x)
zvolme otevřené disjunktńı U 3 f(x) a V 3 g(x). Potom f−1[U ] ∩ f−1[V ]
lež́ı v {x |f(x) 6= g(x)}, je otevřená, a obsahuje x. �

5.3.2. Řekneme, že M je hustá podmnožina topologického prostoru X,
je-li M = X. Z 5.3.1 okamžitě dostaneme

Důsledek. Buďte f, g : X → Y spojitá zobrazeńı, buď Y Hausdorff̊uv
prostor a nechť pro nějakou M hustou v X je f |M = g|M . Potom je f = g.

5.3.3. Poznámky a př́ıklady. Kvasidiskretńı topologie (viz 2.5) je
T0 pokud je množina (X,≤) uspořádaná a ne jen předuspořádaná. Kromě
diskretńıho př́ıpadu, podobně jako Scottova topologie, neńı T1. Kofinálńı
topologie (2.4) je T1, ale na nekonečné množině neńı Hausdorffova. Met-
rické prostory (a také Sorgenfreyova př́ımka) jsou Hausdorffovy; maj́ı ale též
mnohem silněǰśı vlastnosti, o kterých budeme mluvit v daľśıch odstavćıch.

5.4. Regularita. Řekneme, že (X, τ) je regulárńı (nebo že splňuje axiom
T3) jestliže

pro každý bod x a pro každou uzavřenou A takovou, že x /∈ A
existuj́ı U, V ∈ τ tak, že x ∈ U, A ⊆ V a U ∩ V = ∅. (T3)

5.4.1. Věta. Následuj́ıćı tvrzeńı o topologickém prostoru X = (X, τ)
jsou ekvivalentńı

(1) X je regulárńı.

(2) Pro každý bod x ∈ X a každé jeho okoĺı M existuje uzavřené okoĺı N
takové, že x ∈ N ⊆M .

(3) Pro každou U ∈ τ ,

U =
⋃
{V |V ∈ τ, V ⊆ U}.
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D̊ukaz. (1)⇒(2): Buď W ∈ τ taková, že x ∈ W ⊆ M . Máme x /∈ A =
X \W a tedy existuj́ı U, V ∈ τ takové, že x ∈ U , X \W ⊆ V a U ∩ V = ∅.
Položme N = U .

(2)⇒(3): Pro každý bod x ∈ U zvolme uzavřené okoĺıNx ⊆ U a otevřenou
Vx takovou, že x ∈ Vx ⊆ Nx. Potom V x ⊆ U a máme U =

⋃
x∈X Vx.

(3)⇒(1): Jestliže x /∈ A a A je uzavřená zvolme U 3 x tak, aby V ⊆ X\A.
Položme V = X \ U : potom N ⊆ X \ U ⊆ W ⊆M . �

5.5. Úplná regularita. Řekneme, že (X, τ) je úplně regulárńı (nebo že
splňuje axiom T3 1

2
) jestliže

pro každý bod x a pro každou uzavřenou A takovou, že x /∈ A
existuje spojité φ : X → I takové, že φ(x) = 0 a φ[A] ⊆ {1} (T3 1

2
)

(I je uzavřený interval 〈0, 1〉).

5.5.1. Relace ≺≺. Snadno vid́ıme, že podmnožina D intervalu I = 〈0, 1〉
je hustá jestliže pro každá dvě a < b v I existuje d ∈ D takové, že a < d < b
(stejně je tomu v každé intervalové topologii). Pro otevřené množiny U, V
ṕı̌seme U≺≺V jestliže pro nějakou hustou D ⊆ I existuj́ı otevřené Ud, d ∈ D
takové, že

U0 = U, U1 = V a d < e ⇒ Ud ⊆ Ue.

Všimněte si, že
≺≺ je nejvěťśı interpolativńı relace obsažená v relaci

≺ = {(U, V ) |U, V ∈ τ, U ⊆ V }.

5.5.2. Věta. Následuj́ıćı tvrzeńı o topologickém prostoru X = (X, τ)
jsou ekvivalentńı

(1) X je úplně regulárńı.

(2) Pro každý bod x ∈ X a každou otevřenou U 3 x exituje otevřená V 3 x
taková, že V≺≺U .

(3) Pro každou U ∈ τ ,

U =
⋃
{V |V ∈ τ, V≺≺U}.
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D̊ukaz. (1)⇒(2): Buď φ zobrazeńı z definice pro x a A = X \ U . Za D
můžeme vźıt celý interval a položit Ua = φ−1[〈0, 1

2
(1 + a)〈], U1 = U (je-li

a < c < b je Ua ⊆ φ−1[〈0, 1
2
(1 + c)〈] ⊆ Ub).

(2)⇒(3) je zřejmé.
(3)⇒(1) plyne z Lemmatu 3.5. �

5.6. Normalita. Řekneme, že (X, τ) je normálńı (nebo že splňuje axiom
T4) jestliže

pro každé dvě disjunktńı uzavřené A,B existuj́ı disjunktńı

otevřené U, V ∈ τ takové, že A ⊆ U a B ⊆ V. (T4)

Věta (Urysohnovo lemma). Prostor X je normálńı právě když pro každé
dvě disjunktńı uzavřené A,B existuje spojité zobrazeńı φ : X → I takové, že
φ[A] ⊆ {0} a φ[B] ⊆ {1}.

D̊ukaz. ⇒: Oddělme A,B otevřenými množinami U, V a položme U(0) =
U a U(1) = X \B. Mějme již nalezeny U(d) pro d = k

2m
, m ≤ n, 0 ≤ k ≤ 2m

tak, že U(d) ⊆ U(e) kdykoli d < e. Vezměme nyńı uzavřené disjunktńı U( k
2n

),

X \U(k+1
2n

), oddělme je otevřenými disjunktńımi U ⊇ U( k
2n

), V ⊇ X \U(k+1
2n

)
a položme U( k+1

2n+1 ) = U . Tak pro diadicky racionálńı d induktivně dostaneme
otevřené U(d) splňuj́ıćı předpoklady lemmatu 3.5, a odtud žádanou funkci.
⇐: Stač́ı vźıt φ−1[〈0, 1

2
〈] a φ−1[〉1

2
, 1〉]. �

5.6.1. Pozorováńı a cvičeńı. Každý metrisovatelný prostor je normálńı.
(Můžeme př́ımo popsat funkci φ odděluj́ıćı dané množiny tak jak je to ve

větě nahoře. Připomeňme si 2.1 a pro disjunktńı uzavřené A,B položme

φ(x) =
ρ(x,A)

ρ(x,A) + ρ(x,B)
.

Z disjunktosti a uzavřenosti vid́ıme, že ρ(x,A) + ρ(x,B) 6= 0 pro všechna x.
Jako cvičeńı dokažte podrobně, že toto zobrazeńı φ je spojité.)

5.7. O požadavćıch Ti se obvykle mluv́ı jako o oddělovaćıch axiomech.
Posloupnost

T0 ⇐ T1 ⇐ T2 ⇐ T3&T1 ⇐ T3 1
2
&T1 ⇐ T4&T1
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směřuje od naprosté obecnosti k prostor̊um stále v́ıce “geometrickým” (brzy
uvid́ıme, že prostory s vlastnost́ı T3 1

2
&T1 se od podprostor̊u Euklidovských

prostor̊u lǐśı jen možnou “nekonečnou dimenśı”.
Žádná z těchto implikaćı se nedá obrátit. U prvńıch dvou je to patrné z již

uvedených př́ıklad̊u, ukázat, že Hausdorffova vlastnost neimplikuje regularitu
je též snadné, a to, že úplná regularita neimplikuje normalitu také neńı př́ıliž
těžké. Vztah mezi regularitou a úplnou regularitou však byl dlouho problém.

Ještě si všimněte přidaných požadavk̊u T1; bez vhodných požadavk̊u
nav́ıc by “vyšš́ı” oddělovaćı axiomy ty “nižš́ı” neimplikovaly. K tomu aby-
chom z (úplné) regularity dokázali T1 ve skutečnosti stač́ı už T0; normalita
a T0 ale T1 neimplikuje.

5.8. Oddělováńı a základńı konstrukce. Žádná z odělovaćıch vlast-
nost́ı se nezachovává při faktorisaci (triviálńı př́ıklad: zobrazme R na {0, 1}
tak, že racionálńım č́ısl̊um přǐrad́ıme 0 a iracionálńım 1. Potom kvocien-
tová topologie nemá ani vlastnost T0). Naopak sumy, z triviálńıch d̊uvod̊u,
zachovávaj́ı každou Ti. Zaj́ımavěǰśı jsou př́ıpady podprostor̊u a produkt̊u.

5.8.1. Věta. Vlastnosti Ti, i = 0, 1, 2, 3 a 31
2

se zachovávaj́ı v podpros-
torech a produktech.

D̊ukaz. Př́ıpady i = 0, 1, 2 jsou triviálńı (je-li v produktu (xi)i 6= (yi)i
je pro nějaké k xk 6= yk v Xk; tam odděĺıme pomoćı U př́ıpadně U a V a
použijeme p−1

k [U ] a p−1
k [V ]).

Regularita a úplná regularita: Je-li X (úplně) regulárńı, Y ⊆ X, A
uzavřená v Y a y ∈ Y takový, že y /∈ A zvolme B uzavřenou v X takovou,
aby A = B ∩ Y . Potom y /∈ B a odděĺıme-li y od B v X (ať už množinami
U, V nebo reálnou funkćı φ), odděĺı U∩Y, V ∩Y , resp. φ|Y , bod y od množiny
A žádaným zp̊usobem.

Buďte nyńı Xi, i ∈ J , regulárńı (rep. úplně regulárńı), A ⊆ X =
∏
Xi

uzavřená a X /∈ A. Potom x ∈ U = X \ A a jelikož U je otevřená v X,
existuj́ı i1, . . . , in ∈ J tak,že x ∈

⋂n
j=1 p

−1
ij

(Uj) pro nějaké Uj otevřené v Xij .

V regulárńım př́ıpadě zvolme otevřené Vj tak, aby xij ∈ Vj ⊆ V j ⊆ Uj.

Položme V =
⋂
p−1
ij

[Vj] a W = X \
⋂
p−1
ij

[V j]. Potom x ∈ V ; je-li y ∈ A

je y /∈
⋂
p−1
ij

[Uj] a tedy pro nějaké k je yik /∈ Uk, tedy yik /∈ V k a y ∈ W .
Zřejmě V ∩W = ∅.

V úplně regulárńım př́ıpadě zvolme spojitá zobrazeńı φj : Xij → I taková,
že φj(xij) = 0 a φj[Xij \ Uj] ⊆ {1}. Definujme φ : X → I předpisem
φ(y) = max(φ1(yij), . . . , φn(yij)). Zřejmě φ(x) = 0 a je-li y ∈ A existuje j
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tak, že yij /∈ Uj a tedy φ(y) = 1. Ověřeńı, že φ je spojitá funkce je snadné a
mohu je ponechat čtenáři. �

5.8.2. Poznámka. Normalita se ale obecně nezachovává ani v pod-
prostorech ani v součinech. Na předvedeńı př́ıklad̊u nemáme v této chv́ıli
připraveno dost fakt, př́ılǐs obt́ıžné ale nejsou.

5.9. Vlastnost T3 1
2
&T1 již topologické prostory velmi přibližuje met-

rickým. V následuj́ıćı větě uvid́ıme, že se na ně můžeme d́ıvat jako na
podprostory “zobecněných Euklidovských prostor̊u” Rn (nebo krychĺı In) –
připust́ıme-li nekonečné mocniny, dostaneme je už všechny.

Připomeňme, že mocninou XM rozumı́me produkt
∏

m∈M Xm kde Xm =
X pro všechna m ∈M . Plat́ı

Věta. (Tichonovova věta o vložeńı) Prostor je úplně regulárńı a T1 právě
když je homeomorfńı s nějakým podprostorem krychle IM pro dost velkou
množinu M .

D̊ukaz. Podle předchoźı věty jsou podprostory krychĺı úplně regulárńı a
T1.

Nechť naopak X je úplně regulárńı a T1. Položme

M = {φ : X → I | φ spojité}.

Podle 4.2.1 existuje (právě jedno, ale to zde nepoužijeme) spojité zobrazeńı

µ : X → IM

takové, že
pro všechna φ : X → I, pφµ = φ

(může vás mást, že φ zde vystupuj́ı jako indexy i jako spojitá zobrazeńı;
uvědomte si, že proti tomu nic nemluv́ı).

Zobrazeńı µ je prosté: Je-li x 6= y v X zvolme φ ∈M tak aby φ(x) 6= φ(y).
Potom pφ(µ(x)) 6= pφ(µ(y)) a tedy muśı být µ(x) 6= µ(y) .

Zbývá tedy dokázat, že též zobrazeńı f : φ[X] → X inversńı k µ je
spojité. Pro podmnožinu A ⊆ X je f−1[A] = µ[A] a tedy máme dokázat, že
pro každou A uzavřenou v X je µ[A] uzavřená v µ[X]. Pro y ∈ µ[X] \ µ[A],
tedy y = µ(x), x /∈ A, zvolme φ : X → I tak, aby φ(x) = 0 a φ[A] ⊆ {1}
a položme U = p−1

φ [〈0, 1
2
〈]. Máme pφ(y) = pφµ(x) = φ(x) = 0, tedy y ∈ U ,

zat́ımco pro každé a ∈ A je pφµ(a) = φ(a) = 1, takže U ∩µ[A] = ∅ a množina

µ[A] = µ[X] ∩ µ[A] je uzavřená v µ[X]. �
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Poznámka. Všimněte si podobnosti s konstrukćı v II.5.3.2. Tato podob-
nost v̊ubec neńı náhodná.

5.10. Na prvńı pohled se nezdá, že by mohl být nějaký rozumný oddělo-
vaćı axiom mezi T0 a T1, ale je, a v teoretické informatice sehrál jistou roli.
Řekneme, že X splňuje podmı́nku TD (to se ṕı̌se mı́sto trochu nepohodlného
T 1

2
) jestliže

pro každý x ∈ X existuje U ∈ τ, tak, že x ∈ U a U ∩ {x} = {x}. (TD)

Např́ıklad kvasidiskretńı prostory jsou vždy TD třebaže kromě triviálńıch
př́ıpad̊u nejsou T1.

5.11. Stř́ızlivé prostory. Dı́vejme se na okamžik na operaci pr̊uniku
otevřených množin jako na jakési násobeńı. Potom se množiny typu X \ {x}
chovaj́ı jako “prvoč́ısla”, to jest, je-li

X \ {x} = U ∩ V,

muśı být buď U = X \ {x} nebo V = X \ {x} (x nesmı́ být v obou U i V ,
jinak by bylo i v pr̊uniku, a je-li už dejme tomu x ∈ X \ U , je {x} ⊆ X \ U
a U ⊆ X \ {x}). Stř́ızlivé prostory jsou T0-prostory, v nichž jiná “prvoč́ısla”
nejsou.

V korektněǰśı terminologii: Řekneme, že W ∈ τ je ireducibilńı, jestliže
W 6= X a

W = U ∩ V, U, V ∈ τ ⇒ W = U nebo W = V.

Prostor je stř́ızlivý jesliže pro každou ireducibilńı W existuje právě jeden bod
x takový, že X = X \ {x}.

5.11.1. Věta. Každý Hausdorff̊uv prostor je stř́ızlivý.
D̊ukaz. Nechť W ∈ τ neobsahuje aspoň dva r̊uzné body x, y. Zvolme

U, V ∈ τ disjunktńı tak, aby x ∈ U a y ∈ V . Potom W = (W ∪U)∩ (W ∪V )
a W ∪ U 6= W 6= W ∪ V . �

5.11.2. Poznámka. Stř́ızlivý prostor nemuśı být T1 (a ani T1 neimp-
likuje stř́ızlivost). Např́ıklad konečné kvasidiskretńı prostory jsou stř́ızlivé.
Scottovy (i nekonečné) prostory jsou často stř́ızlivé – př́ıklad opaku byl
významný výsledek.
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6. Kompaktnost

6.1. Pokryt́ı (přesněji, otevřené pokryt́ı, ale o jiných zde mluvit nebudeme)
topologického prostoru (X, τ) je podmnožina U ⊆ τ taková, že

⋃
U = X.

Často mluv́ıme o pokryt́ı U podmnožiny Y ⊆ X jestliže
⋃
U ⊇ X. Je-li U

pokryt́ı X a V ⊆ U podsystém takový, že stále ještě
⋃
V = X, mluv́ıme o

podpokryt́ı, nebo o pokryt́ı vybraném z U (je to jen slovńı obrat, nejde o žádný
výběrový princip).

6.2. Řekneme, že prostor X je kompaktńı, dá-li se z každého jeho pokryt́ı
vybrat konečné podpokryt́ı. Mluv́ıme o kompaktńı podmnožině Y (obecného)
prostoru (X, τ) je-li podprostor (Y, τ |Y ) kompaktńı; všimněte si, že to zna-
mená přesně to, že z každého pokryt́ı U podmnožiny Y lze vybrat konečné
(je-li totiž U ⊆ τ takové, že

⋃
U ⊇ Y , máme pokryt́ı {U ∩ Y |U ∈ U}

prostoru Y ).

6.3. Věta. 1. Každá uzavřená podmnožina kompaktńıho prostoru je
kompaktńı.

2. Obraz kompaktńı podmnožiny při spojitém zobrazeńı je kompaktńı
podmnožina.

D̊ukaz. 1. Je-li X kompaktńı a A ⊆ X uzavřená, je pro každé pokryt́ı U
podmnožiny A systém U ∪ {X \ A} pokryt́ı prostoru X. Z toho vybereme
konečné V , a V \ {X \ A} pokryje A.

2. Buď f : X → Y spojité, A kompaktńı podmnožina X a U pokryt́ı
množiny f [A]. Potom {f−1[U ] |U ∈ U} pokrývá A. Vyberme U1, . . . , Un ∈ U
tak, aby

⋃n
i=1 f

−1[Ui] = f−1[
⋃n
i=1 Ui] ⊇ A a máme

⋃n
i=1 Ui ⊇ f [A]. �

6.4. Všechna pokryt́ı tvoř́ı značně nepřehlednou množinu. Následuj́ıćı
věta umožňuje dokázat, že prostor je kompaktńı na základě mnohem menš́ıho
systému.

Věta. (Alexanderovo lemma) Nechť pro nějakou subbasi S prostoru X =
(X, τ) plat́ı, že z každého pokryt́ı U ⊆ S lze vybrat konečné podpokryt́ı. Potom
X je kompaktńı.

(Poznámka. V d̊ukazu budeme použ́ıvat Zornovo lemma. Jednodušeji
to nejde: tvrzeńı je ekvivalentni s axiomem výběru.)

D̊ukaz provedeme sporem.
Řekneme, že pokryt́ı je velké, nelze-li z něj vybrat konečné podpokryt́ı.
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Fakt. Existuje-li velké pokryt́ı, existuje i maximálńı velké pokryt́ı, t.j.,
takové velké pokryt́ı A, že kdykoli U /∈ A, dá se jǐz z A∪ {U} konečné
podpokryt́ı vybrat.

(Skutečně, užijme Zornova lemmatu: Je-li A soustava všech velkých
pokryt́ı lineárně uspořádaná inkluśı, muśı být

⋃
A také velké pokryt́ı,

protože kdybychom z něj vybrali konečné V = {U1, . . . , Un} a Ui ∈
Ai ∈ A, bylo by V část́ı největš́ıho z Ai.)

Položme B = τ \ A. Potom plat́ı:

U ∈ B právě když pro nějaké U1, . . . , Un ∈ A je U ∪U1 ∪ · · · ∪Un = X.

(⇒ z maximality A, ⇐ z toho, že A je stále ještě velké). Následkem toho,

V ⊇ U ∈ B ⇒ V ∈ B (∗)

(je-li U ∪ U1 ∪ · · · ∪ Un = X je též V ∪ U1 ∪ · · · ∪ Un = X) a

U, V ∈ B ⇒ U ∩ V ∈ B (∗∗)

(je-li U ∪U1∪· · ·∪Un = X a V ∪V1∪· · ·∪Vn = X, je (U ∩V )∪
⋃
Ui∪

⋃
Vi =

(U ∪
⋃
Ui ∪

⋃
Vi) ∩ (V ∪

⋃
Ui ∪

⋃
Vi) = X).

Vezměme nyńı libovolný bod x ∈ X. Jelikož A je pokryt́ı, existuje U ∈ A
takové, že x ∈ U ; jelikož je S subbase, existuj́ı S1, . . . , Sn ∈ S takové, že
x ∈

⋂n
i=1 Si ⊆ U . Nyńı ale nemohou být všechny Si v B, protože v takovém

př́ıpadě by podle (∗∗) bylo
⋂n
i=1 Si a podle (∗) také U v B. Tedy některé z

Si je v A, což je spor, protože to vzhledem k tomu, že bod x byl libovolný
znamená že již A ∩ S je pokryt́ı; z toho by se muselo dát vybrat konečné.
�

6.4.1. Př́ıklad. Takto třeba snadno vid́ıme, že I je kompaktńı. Vez-
měme S = {〈0, a〈 |a ∈ I} ∪ {〉a, 1〉 |a ∈ I} a pokryt́ı U ⊆ S. Položme
s = sup{a |〈0, a〈∈ U}. Zřejmě s neńı v žádném 〈0, a〈∈ U a tedy pro nějaké b
je s ∈〉b, 1〉 ∈ U . Z definice suprema a toho, že s > b méme 〈0, a〈∈ U takové,
že a > b. Potom I = 〈0, a〈∪〉b, 1〉.

6.5. Věta (Tichonovova věta o součinu). Součin libovolného systému
kompaktńıch prostor̊u je kompaktńı.

D̊ukaz. Buďte Xi = (Xi, τi), i ∈ J , kompaktńı. Vezměme pokryt́ı U
prostoru X =

∏
Xi které je podmnožinou subbase S = {p−1

i (U) |U ∈ τi} a
označme Ui = {U ∈ τi |p−1

i (U) ∈ U}. Potom
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existuje k ∈ J takové, že Uk pokrývá Xk.

(kdyby ne, měli bychom pro každé i bod xi /∈
⋃
Ui; jenomže (xi)i lež́ı v

některé p−1
j (U) ∈ U a tedy xj ∈ U ∈ Uj). Vybereme-li nyńı z Uk konečné

pokryt́ı V , máme konečné podpokryt́ı {p−1
k (V ) |V ∈ V}. �

6.5.1. Zejména pak libovolný součin konečných prostor̊u je kompaktńı.
Tento fakt má užitečné d̊usledky v kombinatorice a v logice.

6.6. Věta. V Hausdorffově prostoru X je každá kompaktńı podmnožina
uzavřená.

D̊ukaz. Buď A ⊆ X kompaktńı podmnožina. Pro x /∈ A a a ∈ A zvolme
Ua, Va otevřené disjunktńı takové, že x ∈ Ua a a ∈ Va. Potom {Va |a ∈ A} je
pokryt́ı množiny A a můžeme z něho vybrat konečné Va1 , . . . , Van . Položme
U =

⋂n
i=1 Uai . U je okoĺı bodu x a neprot́ıná A, takže x /∈ A. Tedy A ⊆ A.

�

6.6.1. Důsledky. Buď f : X → Y spojité zobrazeńı, X kompaktńı a Y
Hausdorff̊uv. Potom

(1) pro každou uzavřenou A ⊆ X je f [A] uzavřená,
(2) je-li f prosté, je to vložeńı podprostoru,
(3) je-li f na, je to kvocient, a
(4) je-li f vzájemně jednoznačné, je to homeomorfismus.

6.7. Věta. Každý Hausdorff̊uv kompaktńı prostor je normálńı.
D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že je regulárńı. Buď x /∈ A, A uzavřená a

tedy kompaktńı. Pro a ∈ A zvolme Ua, Va otevřené disjunktńı takové, že
x ∈ Ua a a ∈ Va. Potom {Va |a ∈ A} je pokryt́ı kompaktńı množiny A
a můžeme z něho vybrat konečné Va1 , . . . , Van tak, že A ⊆ V =

⋃n
i=1 Vai .

Položme U =
⋂n
i=1 Uai a máme x ∈ U a U ∩ V = ∅.

Pro normalitu nyńı proceduru zopakujeme: Pro b ∈ B zvoĺıme disjunktńı
Vb 3 b a Ub ⊇ A, vybereme Vb1 , . . . , Vbn pokryt́ı B, a polož́ıme U =

⋂n
i=1 Ubi

a V =
⋃n
i=1 Vbi . �

6.8. Čechova-Stoneova kompaktifikace. Buď X úplně regulárńı T1-
prostor. Vezměme

µX : X → IM(X)

z 5.9 s množinou M(X) = {φ : X → I |φ spojité}. Podle 6.5 je IM kompaktńı

a tedy je i β(X) = µX [X] kompaktńı. Pro f : X → Y definujme f̃ : IM(X) →
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IM(Y ) předpisem pφf̃ = pφf . Máme

f̃µx = µY f

(stále už́ıváme 4.2.2, včetně jednoznačnosti: pφf̃µx = pφfµx = φf = pφµY f)

a tedy podle 3.3 f̃ [β(X)] ⊆ [̃µX [X]] ⊆ µY f [X] ⊆ β(Y ). Můžeme tedy
definovat spojité β(f) : β(X)→ β(Y ) předpisem β(f)(x) = f(x) a označ́ıme-
li νX restrikci µX na X → β(X), máme

β(f)νx = νY f.

Podle 6.6.1,
pro kompaktńı prostor X je νx homeomorfismus.

Odtud dostáváme (připomeňte si též 5.3.2)

Větu (o Čechově-Stoneově kompaktifikaci) Pro každý úplně regulárńı T1-
prostor X existuje kompaktńı Hausdorff̊uv prostor β(X) a husté vložeńı νx :
X → β(X) takové, že pro každé spojité zobrazeńı f : X → Y do kompaktńıho
Hausdorffova prostoru existuje (právě jedno) spojité zobrazeńı f : β(X)→ Y
takové, že fνX = f .

(Totiž, f = ν−1
Y β(f).)

Poznámka. Prostory β(X) jsou dost složité a nepř́ılǐs snadno předsta-
vitelné. Např́ıklad pro nekompaktńı metrický X neńı β(X) nikdy metriso-
vatelný.

6.9. Lokálně kompaktńı prostory. Řekneme, že prostor X je lokálně
kompaktńı jestliže pro každý bod x ∈ X a pro každé jeho okoĺı U existuje
kompaktńı okoĺı K ⊆ U .

Lokálně kompaktńı prostory hraj́ı velmi podstatnou roli v matematice i
v informatice. Zde pouze upozorńıme na to, že

kompaktńı prostor nemuśı být lokálně kompaktńı,
že ale na druhé straně

každý Hausdorff̊uv kompaktńı prostor lokálně kompaktńı je
(dokažte to jako jednoduché cvičeńı).

6.10. Lindelöfovy prostory. A ještě jeden pojem př́ıbuzný kompakt-
nosti. Řekneme, že prostor je Lindelöf̊uv, dá-li se z každého jeho pokryt́ı vy-
brat podpokryt́ı nejvýš spočetné. Něco v́ıce se o takových prostorech dozv́ıme
v př́ı̌st́ı kapitole, nyńı uvedeme jen jednu větu o oddělováńı.
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Věta. Regulárńı Lindelöf̊uv prostor je normálńı.
D̊ukaz. Buďte A,B disjunktńı uzavřené podmnožiny regulárńıho Lin-

delöfova prostoru X. Pro x ∈ A zvolme otevřenou U(x) tak, aby x ∈ U(x) ⊆
U(x) ⊆ X \ B. Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöf̊uv (ze
stejného d̊uvodu jako v obdobném tvrzeńı o kompaktńıch prostorech) a tedy
z pokryt́ı {U(x) |x ∈ A} můžeme vybrat spočetné podpokryt́ı U1, U2, . . .
množiny A. Bez ůjmy obecnosti můžeme předpokládat, že U1 ⊆ U2 ⊆ · · ·
(p̊uvodńı U1, U2, U3, . . . můžeme nahradit U1, U1∪U2, U1∪U2∪U3, . . . ), takže
dostáváme systém otevřených množin

U1 ⊆ U2 ⊆ U3 ⊆ · · · takový, že A ⊆
∞⋃
i=1

Ui a U i ∩B = ∅.

Podobně zvoĺıme otevřené

V1 ⊆ V2 ⊆ V3 ⊆ · · · takové, že B ⊆
∞⋃
i=1

Vi a V i ∩ A = ∅.

Položme U ′i = Ui∩ (X \V i) a V ′i = Vi∩ (X \U i). Potom stále ještě A ⊆ U =⋃∞
i=1 U

′
i a B ⊆ V =

⋃∞
i=1 V

′
i , U a V jsou otevřené, a U ∩ V = ∅ protože pro

všechny dvojice i, j je U ′i ∩ V ′j = ∅ (je buď i ≤ j a potom Ui ∩ (X \ U j) = ∅
nebo je j ≤ i a potom Vj ∩ (X \ V i) = ∅). �

Poznámky. 1. Zjistit, že prostor je regulárńı je často velmi snadné, a
Lindelöfova vlastnost také nemuśı být nepr̊uhledná. Z věty tak např. snadno
plyne, že Sorgenfreyova př́ımka je normálńı; př́ımý d̊ukaz by tak snadný
nebyl.

2. Kromě jiného dává tato věta tušit, proč bylo tak obt́ıžné naj́ıt př́ıklad
prostoru, který byl regulárńı ale ne úplně regulárńı.

7. Souvislost

V tomto odstavci se budeme krátce zabývat geometricky velmi názorným po-
jmem souvislosti prostoru. Zhruba řečeno, p̊ujde o zachyceńı dvou představ:

(1) o otázku zda prostor “drž́ı pohromadě” nebo se rozpadá na v́ıceméně
nezávislé části (“souvislost” – viz 7.1), a

(2) o otázku, zda se můžeme “dostat z libovolého mı́sta na libovolné jiné
bez skok̊u” (“křivková souvislost” – viz 7.7.).
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7.1. Řekneme, že podmnožina A topologického prostoru X je obojetná,
je-li zároveň otevřená i uzavřená. V každém prostoru X máme triviálńı
obojetné množiny X a ∅. Půjde o to, zda tam jsou také jiné.

Neprázdný prostor je souvislý, neobsahuje-li kromě triviálńıch žádné jiné
obojetné množiny; jinak ř́ıkáme, že je nesouvislý. Jinými slovy, neprázdný
prostor X je nesouvislý

existuj́ı-li v něm dvě neprázdné disjunktńı otevřené množiny A,B ta-
kové, že X = A ∪B,

nebo

existuj́ı-li v něm dvě neprázdné disjunktńı uzavřené množiny A,B ta-
kové, že X = A ∪B.

Podmnožina Y prostoru (X, τ) je souvislá resp. nesouvislá je-li prostor
(Y, τ |Y ) souvislý resp. nesouvislý.

7.2. Důležitý př́ıklad. Interval I je souvislý:
Nechť I = A∪B a nechťA,B jsou neprázdné disjunktńı uzavřené množiny.

Nechť dejme tomu 1 ∈ B. Položme s = supA. Zřejmě je s ∈ A = A (protože
v každém intervalu 〉s − ε, s + ε〈 je bod z A) a tedy s < 1. Jenomže potom
každý interval 〉s− ε, s+ ε〈 obsahuje také bod z B a s ∈ B = B, což je spor.
�

7.3. Věta. Spojitý obraz souvislé množiny je souvislá množina.
D̊ukaz. Buď f : X → Y spojité zobrazeńı a buď M ⊆ X souvislá

množina. Nechť f [M ] = A∪B kde A,B jsou disjunktńı neprázdné uzavřené
podmnožiny f [M ]. Označme g : M → f [M ] restrikci zobrazeńı f . Potom je
g spojité zobrazeńı (viz 4.1) a máme tedy M = g−1[A]∪g−1[B] s disjunktńımi
neprázdnými uzavřenými g−1[A], g−1[B]. �

7.4. Věta. Uzávěr souvislé podmnožiny je souvislá podmnožina.
D̊ukaz. Buď M souvislá podmnožina prostoru X, buď M = A ∪ B s

disjunktńımi uzavřenými A,B (uzavřenost v M je totéž jako uzavřenost v
X). Potom máme M = (A ∩M) ∪ (B ∩M) s A ∩M, B ∩M disjunktńımi
uzavřenými v M . Jedna z těchto množin muśı být prázdná, dejme tomu
M ∩ A = ∅. Potom je M ⊆ B a následkem toho M ⊆ B a A muśı být
prázdná. �
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7.5. Věta. Nechť je X =
⋃
i∈J Xi, nechť všechny podmnožiny Xi ⊆ X

jsou souvislé a nechť pro každé dva indexy i, j ∈ J existuj́ı i1, . . . , in takové,
že

i = i1, j = in a pro k = 1, . . . , n− 1 je vždy Xik ∩Xik+1
6= ∅. (∗)

Potom je X souvislý prostor.
D̊ukaz. Nechť je X = A∪B s disjunktńımi otevřenými A,B. Potom pro

každý index i ∈ J je Xi = (Xi∩A)∪ (Xi∩B) s Xi∩A, Xi∩B disjunktńımi
otevřenými vXi. Tedy muśı být vždy jedna z těchto množin prázdná, takže je
vždy buď Xi ⊆ A nebo Xi ⊆ B. V prvńım př́ıpadě zařad́ıme i do podmnožiny
JA ⊆ J , v druhém př́ıpadě do JB ⊆ J . Je-li i ∈ JA a j ∈ JB máme zřejmě
Xi∩Xj = ∅. Podle (∗) jsou tedy všechny indexy v jedné skupině, dejme tomu
v JA. Je tedy Xi ⊆ A pro všechna i, tedy X =

⋃
Xi ⊆ A, a B = ∅. �

7.6. Důsledek. Součin dvou souvislých prostor̊u je souvislý.
D̊ukaz. Vyberme x0 ∈ X. Máme X × Y = (

⋃
{X × {y} |y ∈ Y }) ∪

({x0}×Y ), všechny sč́ıtance souvislé (homeomorfńı s X nebo Y ), a soustava
splňuje předpoklady předchoźı věty. �

Ve skutečnosti plat́ı obecněǰśı
7.6.1. Věta. Součin libovolného systému souvislých prostor̊u je souvislý.
D̊ukaz. Podle 7.6 je předevš́ım součin každého takového konečného sys-

tému souvislý. Buď nyńı Xi, i ∈ J libovolná soustava souvislých prostor̊u.
Vyberme pro každé i ∈ J bod ai ∈ Xi a uvažujme pro konečné podmnožiny
K ⊆ J podprostory

XK = {(xi)i∈J |pro všechna i /∈ K, xi = ai}.

Prostor XK je homeomorfńı s
∏

i∈K Xi (dokažte) a tedy souvislý. Pro li-
bovolné konečné K,L ⊆ J je XK , XL ⊆ XK∪L a tedy podle 7.5 je M =⋃
{XK |K konečná ⊆ J} souvislá podmnožina. Pro libovolnou neprázdnou

otevřenou basickou množinu U =
⋂
i∈K p

−1[Ui] je U ∩ XK 6= ∅, tedy je∏
J Xi = M souvislý podle 7.4. �

Poznámka. Věta se dá obrátit:
Je-li

∏
J Xi souvislý, jsou všechny jednotlivé Xi souvislé.

O to se postará věta 7.3 a spojité projekce.
Všimněte si, že v tom hrálo podstatnou roli to, že jednou z podmı́nek

souvislosti bylo, aby prostor byl neprázdný.
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7.7. Křivková (oblouková) souvislost. Cestou (nebo křivkou) spo-
juj́ıćı body x a y v prostoru X rozumı́me spojité zobrazeńı φ : I→ X takové,
že φ(0) = x a φ(1) = y.

Řekneme, že neprázdný prostor je křivkově (nebo též obloukově) souvislý,
daj́ı-li se v něm libovolné dva body spojit křivkou.

7.7.1. Věta. Křivkově souvislý prostor je souvislý.
D̊ukaz. To je opět d̊usledek věty 7.5 (a ovšem též 7.2 a 7.3). Zvolme

pevně bod x0 ∈ X a potom ke každému bodu x ∈ X křivku φx : I → X
spojuj́ıćı x0 s x. Potom máme X =

⋃
{φx[I] |x ∈ X} a systém {φx[I] |x ∈ X}

splňuje předpoklady věty 7.5. �

Důsledky. Tedy na př́ıklad všechny euklidovské prostory jsou souvislé,
a obecněji všechny jejich konvexńı podmnožiny. Ale ještě obecněji, všechny
podprostory u nichž umı́me popsat spojeńı křivkami, třeba sféry
{x |ρ((0, . . . , 0), x) = 1} a podobně.

7.8. Př́ıklad. V euklidovské rovině R× R vezměme podprostor

X = {(0, y) | − 1 ≤ y ≤ 1} ∪ {(x, sin 1

x
) |0 < x ≤ 1}.

Množina M = {(x, sin 1
x
) |0 < x ≤ 1} jako obraz souvislého intervalu 〉0, 1〉

při spojitém zobrazeńı x 7→ (x, sin 1
x
) je souvislá a M = X, takže podle 7.3

je celý X souvislý. Neńı však křivkově souvislý: body tvaru (0, y) s body
množiny M se křivkami spojit nedaj́ı.

7.9. Lokálńı souvislost. Řekneme, že prostor X je lokálně souvislý
jestliže pro každý bod x ∈ X a pro každé jeho okoĺı U existuje souvislé okoĺı
V ⊆ U .

Př́ıklad 7.8 ukazuje, že souvislý prostor nemuśı být lokálně souvislý: malá
okoĺı bod̊u tvaru (0, y) souvislá okoĺı neobsahuj́ı. Poznamenejme, že intuici
souvislosti odpov́ıdaj́ı sṕı̌s prostory, které jsou zároveň souvislé a lokálně
souvislé než prostory pouze souvislé. Čtenáři možná bude také připadat, že
v př́ıkladu 7.8 části {(0, y) | − 1 ≤ y ≤ 1} a {(x, sin 1

x
) |0 < x ≤ 1} nedrž́ı v

geometrickém názoru př́ılǐs krásně pohromadě.

7.10. Totálńı a extremálńı nesouvislost. Ještě dva pojmy týkaj́ıćı se
nesouvislosti. Bude se jednat o prostory geometricky ne zrovna nejzaj́ımavěj-
š́ı, ale hraj́ıćı (zejména prvńı z nich) významnou roli.
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Prostor X je totálně nesouvislý jestliže pro každý bod x ∈ X a pro každé
jeho okoĺı U existuje obojetné okoĺı V ⊆ U . Prostor X je extremálně nesou-
vislý jestliže uzávěr libovolné otevřené množiny je otevřená (a tedy obojetná)
množina.

Totálně nesouvislé prostory si snadno představ́ıme. Např́ıklad prostor
racionálńıch č́ısel, nebo známé Cantorovo discontinuum jsou totálně nesou-
vislé. Netriviálńı př́ıklady extremálně nesouvislých prostor̊u jsou již méně
názorné. Abychom nějaký uvedli: snadno se ukáže, že Čechova-Stoneova
kompaktifikace extremálně nesouvislého prostoru je opět prostor extremálně
nesouvislý, tedy je extremálně nesouvislý každý β(X) s diskretńım X.
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Kapitola VI

Metrické a uniformńı prostory

1. Zopakováńı několika pojmů.

1.1. V prvńı části této kapitoly se budeme zabývat několika speciálńımi
vlastnostmi metrických prostor̊u. Některé z pojmů, které uvedeme (separa-
bilita, hromadný bod a j.) maj́ı obecnou topologickou platnost; zařazujeme
je sem proto, že nás budou zvášť zaj́ımat některé jejich aspekty v merickém
kontextu.

Budeme se ale také zabývat pojmy, které jsou s metrikou svázány v́ıce, a
nezachovávaj́ı se obecně při homeomorfismech. O takových pojmech ř́ıkáme,
že nejsou topologické.

1.2. Připomeňme, že se v metrickém prostoru (X, ρ) zavád́ı vzdálenost
bodu x od množiny A ⊆ X předpisem

ρ(x,A) = inf{ρ(x, a) | a ∈ A}

a že pro uzávěr plat́ı
A = {x | ρ(x,A) = 0}.

Následkem toho,
1.2.1 podmnožina A ⊆ X je hustá právě když ke každému x ∈ X a

každému ε > 0 existuje a ∈ A takové, že ρ(x, a) < ε.

1.3. Diametr množiny A je definován předpisem

diamA = sup{ρ(x, y) | x, y ∈ A}.

Řekneme, že metrický prostor (X, ρ) je omezený jestliže diamX < +∞.

Plat́ı
Tvrzeńı: diamA = diamA.

121



D̊ukaz. Nechť diamA > diamA. Zvolme x, y ∈ A tak aby ρ(x, y) >
diamA + 2ε. Když nyńı zvoĺıme x′, y′ ∈ A tak aby ρ(x, x′), ρ(y, y′) < ε,
dostaneme spor ρ(x, y) ≤ ρ(x, x′) + ρ(x′, y′) + ρ(y′, y) < ε+ diamA+ ε. �

1.4. Připomeňme ještě kulová okoĺı bod̊u

Ω(x, ε) = {y | ρ(x, y) < ε}.

Plat́ı
Tvrzeńı: 1. diamΩ(x, ε) ≤ 2ε.
2. Je-li α < β je Ω(x, α) ⊆ Ω(x, β).
D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı je triviálńı. Buď nyńı y ∈ Ω(x, α). Zvolme z ∈

Ω(x, α) tak aby ρ(z, z) < β − α. Potom ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) < β. �

1.5. Dále připomı́náme, že posloupnost (xn)n konverguje k bodu x jestliže
ke každému ε > 0 existuje n0 takové, že pro n ≥ n0 je ρ(xn, x) < ε. Ř́ıkáme
pak, že posloupnost (xn)n je konvergentńı, že x je jej́ı limita, a ṕı̌seme x =
limxn.

1.5.1. Pozorováńı. Konverguje-li posloupnost (xn)n k x, konverguje k
témuž bodu i po libovolném přerovnáńı. To jest, pro libovolné vzájemně jed-
noznačné zobrazeńı φ množiny přirozených č́ısel N na sebe je opět limxφ(n) =
x.

(Skutečně, stač́ı vždy nahradit č́ıslo n0 z definice č́ıslem n1 dostatečně
velkým tak aby {1, 2, . . . , n0} ⊆ φ[{1, 2, . . . , n1}].)

1.6. Cauchyovské posloupnosti. Posloupnost xn, n = 1, 2, . . . v
metrickém prostoru (X, ρ) je Cauchyovská jestliže

∀ε > 0 ∃n0 takové, že m,n ≥ n0 ⇒ ρ(xn, xm) < ε.

Zřejmě
každá konvergentńı posloupnost je Cauchyovská.

Řekneme, že metrický prostor (X, ρ) je úplný jestliže je v něm každá
Cauchyovská posloupnost konvergentńı.

1.7. Metriky ρ, σ na množině X jsou silně ekvivalentńı, existuj́ı-li kladná
č́ısla α, β taková, že pro všechna x, y ∈ X je

α · σ(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ β · σ(x, y).
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Důležitý př́ıklad. Buďte (X1, ρ1), (X2, ρ2) metrické prostory. Na mno-
žině X = X1 ×X2 definujme

ρ((x1, x2), (y1, y2)) =
√
ρ1(x1, y1)2 + ρ2(x2, y2)2, (1.7.ρ)

σ((x1, x2), (y1, y2)) = ρ1(x1, y1) + ρ2(x2, y2), (1.7.σ)

µ((x1, x2), (y1, y2)) = max(ρ1(x1, y1), ρ2(x2, y2)). (1.7.µ)

Je snadno vidět, že všechny tři formule definuj́ı metriky na X, a že kterékoli
dvě z nich jsou silně ekvivalentni. Tak dostáváme (ve třech variantách)
součin (nebo produkt) daných metrických prostor̊u. Přesvědčte se, že je to
v souladu s topologiemi: v př́ıslušných topologíıch podle V.5.4 dostaneme
součin topologických prostor̊u.

1.7.1. Euklidovské prostory. Součin R × · · · × R n-krát budeme
označovat

En
a budeme o něm mluvit jako o n-rozměrném Euklidovském prostoru. Běžné
euklidovské geometrii odpov́ıdá metrika typu z formule (1.7.ρ); pro naše
úvahy bude obvykle pohodlněǰśı metrika z formule (1.7.µ).

1.8. Jednoduchý př́ıklad na kterém je vidět kde co. Zobrazeńı

φ = (x 7→ 2x− 1

1− |2x− 1|
) : I0 =〉0, 1〈= {t |0 < t < 1} → R,

ψ = (x 7→ 1 + x+ |x|
2(1 + |x|)

) : R→ I0

jsou spojitá a vzájemně inversńı. Tedy jsou I0 a R homeomorfńı.

Vid́ıme tedy, že

• omezenost neńı topologický pojem: I0 omezený je a R omezený neńı;

• vlastnost “býti Cauchyovská posloupnost” neńı topologický pojem: po-
sloupnost ( 1

n
)n je v I0 Cauchyovská, ale jej́ı homeomorfńı obraz (φ( 1

n
) =

1− n
2
)n neńı Cauchyovská v R;

• úplnost neńı topologický pojem: I0 úplný neńı a R úplný je (viz př́ı̌st́ı
odd́ıl).

Snadno ale vid́ıme, že všechny tyto pojmy se zachovávaj́ı při silně ekvi-
valentńıch metrikách. Zejména tedy budeme-li o nich mluvit u součin̊u, je
jedno, kterou z nahoře uvedených metrik vezmeme.
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2. Separabilita a totálńı omezenost

2.1. Topologický prostor je separabilńı, existuje-li v něm (nejvýš) spočetná
hustá podmnožina.

2.2. Věta. Následuj́ıćı tvrzeńı o metrickém prostoru X = (X, ρ) jsou
ekvivalentńı.

(1) X je separabilńı.

(2) X má spočetnou basi otevřených množin.

(3) X je Lindelöf̊uv.

D̊ukaz. (1)⇒(2): Buď M spočetná hustá podmnožina. Položme

B = {Ω(m, r) |m ∈M, r racionálńı}.

Dokážeme, že B je base. Vezměme otevřenou U , x ∈ U a ε > 0 takové,
že Ω(x, ε) ⊆ U . Nyńı zvolme m ∈ M tak, aby ρ(x,m) < 1

3
ε a racionálńı r

takové, že 1
3
ε < r < 2

3
ε. Potom x ∈ Ω(m, r) ⊆ Ω(x, ε) ⊆ U : skutečně, je-li

ρ(m, y) < r, je ρ(x, y) ≤ ρ(x,m) + ρ(m, y) < (1
3

+ 2
3
)ε = ε.

(2)⇒(3): Buď B spočetná base a U libovolné otevřené pokryt́ı. Označme
B′ = {B ∈ B |∃U ∈ U , B ⊆ U}. Potom je B′ spočetné pokryt́ı, a vybereme-
li pro každé B ∈ B′ nějakou UB ∈ U tak, aby B ⊆ UB, je také {UB |B ∈ B′}
spočetné pokryt́ı.

(3)⇒(1): Pro každé kladné přirozené n vyberme z pokryt́ı {Ω(x, 1
n
) |x ∈

X} spočetné podpokryt́ı

Ω(xn1,
1

n
), . . . ,Ω(xnk,

1

n
), . . . .

Potom je množina {xnk | n, k = 1, 2, . . . } hustá v X. �

Poznámka. V obecném topologickém kontextu plat́ı jen (velmi snadné)
implikace (2)⇒(3) a (2)⇒(1), nic v́ıc.

2.2.1. Vlastnost (2) z věty 2.2 se zřejmě přenáš́ı na libovolné podprostory.
Máme tedy též

Důsledek. Podprostor metrického separabilńıho prostoru je separabilńı.
Podprostor metrického Lindelöfova prostoru je Lindelöf̊uv prostor.
(Prvńı z těchto tvrzeńı nijak nepřekvaṕı, a ostatně se dá snadno dokázat

př́ımo. Druhé tvrzeńı ale možná trochu překvapuj́ıćı je: Lindelöfova vlastnost
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je velmi př́ıbuzná kompaktnosti a ta se v podprostorech obecně nezachovává.
V obecném topologickém kontextu neplat́ı ani jedno.)

2.3. Řekneme, že metrický prostor je totálně omezený, existuje-li pro
každé ε > 0 konečná podmnožina M(ε) taková, že

pro každé x ∈ X je ρ(x,M(ε)) < ε. (TO)

2.3.1. Pozorováńı. Každý totálně omezený metrický prostor je omeze-
ný, ale omezený prostor nemuśı být totálně omezený.

(Máme diamX ≤ diamM(1) + 2. Na druhé straně, definujeme-li na
nekonečné množině X vzdálenost ρ(x, y) = 1 pro všechny dvojice x 6= y,
je źıskaný prostor omezený; konečná M(1

2
) však neexistuje.)

2.3.2. Věta. Podprostory a součiny totálně omezených prostor̊u jsou
totálně omezené.

D̊ukaz. I. Podprostory: Buďte M(ε) množiny z (TO) pro prostor X, buď
Y ⊆ X podprostor. Pro x ∈ M(1

2
ε) zvolme y(x) ∈ Y takové, že ρ(x, y) <

1
2
ε pokud takové y existuje, jinak k x nevolme nic. Podle trojúhelńıkové

nerovnosti potom splňuj́ı

M ′(ε) = {y(x) |x ∈M(
1

2
ε)}

požadavek (TO) pro podprostor Y .
II. Součiny: V součinu X = (X1, ρ1) × (X2, ρ2) vezměme metriku µ z

1.7 a zvolme v (Xi, ρi) množiny Mi(ε) podle (TO). Potom v X stač́ı vźıt
M(ε) = M1(ε)×M2(ε). �

2.3.3. Věta. Podprostor Euklidovského prostoru En je totálně omezený
právě když je omezený.

D̊ukaz. Protože každý omezený podprostor En se vejde do součinu ome-
zených interval̊u, stač́ı podle 2.3.2 dokázat, že každý omezený interval J je
totálně omezený. Pro ε > 0 zvolme n tak aby 1

n
< ε a položme

M(ε) = {k
n
| k = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } ∩ J. �

2.4. Věta. Metrický prostor X je totálně omezený právě když z každé
posloupnosti v X lze vybrat Cauchyovskou podposloupnost.
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D̊ukaz. I. Je-li X totálně omezený zvolme množiny M( 1
n
) podle definice.

Je-li množina P = {xi | i = 1, 2, . . . } konečná, obsahuje naše posloupnost
konstantńı podposloupnost, a ta je samozřejmě Cauchyovská. Jinak zvolme
nejprve m1 ∈ M(1) tak aby P1 = P ∩ Ω(m1, 1) byla nekonečná, a potom k1

tak, aby xk1 ∈ P1. Jsou-li již zvoleny

mj ∈M(
1

j
), j = 1, . . . , n− 1, takové, že Pj = Pj−1 ∩ Ω(mj,

1

j
)

jsou nekonečné, a k1 < k2 < · · · < kn−1 takové, že xkj ∈ Pj,

zvolmemn ∈M( 1
n
) tak aby Pn = Pn−1∩Ω(m1, 1) byla nekonečná, a kn > kn−1

tak, aby xkn ∈ Pn. Potom je posloupnost xk1 , xk2 , xk3 , . . . zřejmě Cauchy-
ovská.

II. Nechť X neńı totálně omezený. Potom existuje ε > 0 takové, že
pro každou konečnou M ⊆ X existuje x ∈ X tak, že ρ(x,M) > ε. Zvolme
libovolně bod x1 a máme-li již body x1, . . . , xn nalezeny zvolme xn+1 tak, aby
ρ(xn+1, {x1, . . . , xn}) > ε. Z takto źıskané posloupnosti zřejmě Cauchyovskou
vybrat nelze. �

2.5. Věta. Každý totálně omezený prostor je separabilńı.
D̊ukaz. Stač́ı vźıt M =

⋃∞
n=1M( 1

n
) �

2.5.1. V jednom s daľśıch odd́ıl̊u se nám bude hodit jednoduchý d̊usledek
tohoto faktu a vět 2.2 a 2.4:

Důsledek. Je-li z každé posloupnosti v prostoru X možno vybrat kon-
vergentńı podposloupnost, je X Lindelöf̊uv.

3. Úplné metrické prostory.

Připomeňme si definice z 1.6. Plat́ı

3.1.1. Lemma. Posloupnost (x11, x21), (x12, x22), (x13, x23), . . . v souči-
nu X1 ×X2 je Cauchyovská právě když každá s posloupnost́ı xi1, xi2, xi3, . . .
je Cauchyovská v Xi.

D̊ukaz. Použijeme metriku z (1.7.µ). Nechť je

(x11, x21), (x12, x22), (x13, x23), . . .

Cauchyovská. Pro ε > 0 zvolme n0 tak, aby pro m,n > n0 bylo

µ((x1m, x2m), (x1n, x2n)) < ε.
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Potom pro m,n > n0 je ρi(xim, xin) < ε.
Buďte naopak obě posloupnosti xi1, xi2, xi3, . . . Cauchyovské. Zvolme ni

tak, aby pro m,n > ni bylo ρi(xim, xin) < ε. Potom pro n0 = max(n1, n2) a
m,n > n0 je µ((x1m, x2m), (x1n, x2n)) < ε. �

3.1.2. Důsledek. Součin dvou úplných metrických prostor̊u je úplný
prostor.

3.2. Věta. Podprostor Y ⊆ X úplného prostoru je úplný právě když Y
je uzavřená podmnožina v X.

D̊ukaz. Buď Y uzavřená podmnožina v X a buď y1, y2, . . . Cauchyovská
v Y a tedy i v X. Tam má limitu y; vzhledem k uzavřenosti Y je y ∈ Y .

Nechť Y neńı uzavřená. Potom v ńı existuje posloupnost y1, y2, . . . která
má limitu v X \ Y . Jelikož je y1, y2, . . . konvergentńı v X, je Cauchyovská,
a taková je i v Y , protože tam jsou stejné vzdálenosti; v Y ale limitu nemá.
�

3.3.1. Pozorováńı. Každá Cauchyovská posloupnost tvoř́ı omezenou
množinu.

(Zvolme n0 tak aby pro m,n ≥ n0 bylo ρ(xm, xn) < 1 a položme d =
max{ρ(xm, xn) |m,n ≤ n0}. Potom je pro libovolná m,n, ρ(xm, xn) < d+2.)

3.3.2. Lemma. Z každé omezené posloupnosti reálných č́ısel je možno
vybrat konvergentńı podposloupnost.

D̊ukaz. Je-li x1, xn, . . . omezená posloupnost, je množina

M = {r ∈ R | xm > r pro nekonečně mnoho index̊u m}

omezená a neprázdná a má tedy konečné supremum s. Pro každé k podle
definice množiny M existuje nekonečně mnoho index̊u n takových, že

s− 1

k
< xn < s+

1

k
.

Zvolme n1 tak aby s−1 < xn1 < s+1 a pak induktivně nk tak aby nk+1 > nk
a s− 1

k
< xnk < s+ 1

k
. Źıskaná posloupnost xn1 , xn2 , xn3 , . . . potom konverguje

k s. �

3.3.3. Věta. Reálná př́ımka R je úplný prostor. Následkem toho jsou
všechny uzavřené podprostory euklidovských prostor̊u úplné.

(Prvńı z tvrzeńı je slavná věta Bolzano-Cauchyova.)

127



D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı dostaneme bezprostředně z 3.3.1 a 3.3.2, druhé je
pak d̊usledkem vět 3.1 a 3.2. �

3.4. Řı́dké množiny a množiny prvńı kategorie. Připomeňte si
definici husté podmnožiny, t.j. takové M ⊆ X, že M = X (viz V.3.2).
Podobně názorný je pojem ř́ıdké podmnožiny: jedná se o takovou podmno-
žinu M ⊆ X, že doplněk jej́ıho uzávěru je hustá množina, t.j., že

X \M = X

(uvědomte si d̊uležitost toho, že množinu M nejprve uzavřeme; pouhá vlast-
nost “být doplněk husté množiny” nemá valný smysl).

Množina prvńı kategorie je sjednoceńı spočetně mnoha ř́ıdkých množin.
Ta může, na rozd́ıl od ř́ıdkých množin, zaplňovat velkou část prostoru –
třeba racionálńı př́ımka je celá prvńı kategorie. U úplných prostor̊u se to
však nikdy nestane. Plat́ı velmi významná

Věta. (Baireova věta) Žádný úplný prostor neńı prvńı kategorie v sobě.
D̊ukaz. Buďte An, n = 1, 2, . . . ř́ıdké v X. Tedy jsou X \ An husté.

Množina X \ A1 je hustá otevřená; můžeme proto zvolit

otevřenou U1 6= ∅ tak, aby B1 = U1 ⊆ X \ A1 a diamB1 < 1 (∗)

(třeba U1 = Ω(x, ε) pro nějaké x ∈ X \ A1 a dost malé ε – viz 1.3 a 1.4).
Mějme nyńı nalezeny neprázdné otevřené U1, . . . , Un takové, že Uk+1 ⊇ Uk =
Bk a diamBk <

1
k
. Potom je (X \An+1)∩Un neprázdná otevřená množina a

můžeme zvolit

otevřenou Un+1 6= ∅ tak aby Bn+1 = Un+1 ⊆ X \ An+1 a diamBn+1 <
1

n+ 1

(třeba zase Ω(x, ε) pro nějaké x ∈ (X \An+1)∩Un a dost malé ε). Dostáváme
posloupnost neprázdných uzavřených množin B1 ⊇ B2 ⊇ · · · takových, že

• diamBn <
1
n
, a

• Bn ⊆ X \ An.

V Bn zvolme bod bn. Potom pro k ≥ n je bk ∈ Bn a tedy je posloupnost
b1, b2, b3, . . . Cauchyovská a má limitu b. Jelikož {bn, bn+1, bn+2, . . .} ⊆ Bn a
Bn je uzavřená, je b ∈ Bn a tedy

b ∈
⋂

Bn ⊆
⋂

(X \ An) = X \
⋃

An.
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Tedy
⋃
An 6= X. �

3.5. Zúplněńı metrického prostoru. Označme C(X, ρ) množinu všech
Cauchyovských posloupnost́ı v prostoru (X, ρ). Pro (xn)n, (yn)n ∈ C(X, ρ)
položme

ρ′((xn)n, (yn)n) = lim
n→∞

ρ(xn, yn).

(Tato limita existuje: Zvoĺıme-li pro ε > 0 č́ıslo n0 tak aby pro m,n ≥ n0 bylo
ρ(xn, xm) < ε

2
a ρ(yn, ym) < ε

2
, máme ρ(xn, yn) ≤ ρ(xn, xm) + ρ(xm, ym) +

ρ(yn, ym) < ε + ρ(xm, ym) takže |ρ(xn, yn)− ρ(xm, ym)| < ε – absolutńı hod-
nota protože pořad́ı m,n můžeme obrátit. Posloupnost (ρ(xn, yn))n je tedy
Cauchyovská.) Bezprostředně vid́ıme, že

• ρ′(p, q) ≥ 0 a ρ′(p, p) = 0,

• ρ′(p, q) = ρ′(q, p), a

• ρ′(p, r) ≤ ρ′(p, q) + ρ′(q, r).

(Funkćım s těmito vlastnostmi se ř́ıká pseudometriky; od metrik se lǐśı jen
t́ım, že ρ′(p, q) může být nula i když p 6= q.)

Definujme nyńı

(xn)n ∼ (yn)n jestliže ρ′((xn)n, (yn)n)

a na množině X̃ tř́ıd ekvivalence (tu, která obsahuje (xn)n budeme označovat
[(xn)n]) zaveďme

ρ̃([(xn)n], [(yn)n]) = ρ′((xn)n, (yn)n)

(tato definice nezáviśı na výběru representant̊u: je-li p ∼ p′ a q ∼ q′ je
ρ′(p′, q′) ≤ ρ′(p′, p) + ρ′(p, q) + ρ′(q, q′) = ρ′(p, q)).

T́ım jsme dostali metrický prostor

(X̃, ρ̃).

3.5.1. Lemma. Zobrazeńı ι = (x 7→ x̃ = [(x, x, x, . . . )] je (isometrické)

vložeńı prostoru (X, ρ) do prostoru (X̃, ρ̃). Obraz ι[X] je v (X̃, ρ̃) hustý.
D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı je triviálńı: z definice dostaneme okamžitě ρ̃(x̃, ỹ) =

ρ(x, y).
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Buď nyńı [(xn)n] ∈ X̃ a ε > 0. Zvolme n0 takové, že pro m,n ≥ n0 je
ρ(xn, xm) < ε. Potom je ρ̃([(xn)n], x̃n0) = limm→∞ ρ(xm, xn0) ≤ ε. �

3.5.2. Lemma. (X̃, ρ̃) je úplný metrický prostor.

D̊ukaz. Buď ([pn])n Cauchyovská posloupnost v (X̃, ρ̃). Podle 3.5.1
můžeme zvolit xn ∈ X takové, že ρ̃([pn], x̃n) < 1

n
. Z trojúhelńıkové nerovnosti

snadno zjist́ıme, že p = (xn)n je Cauchyovská posloupnost. Representujme
[pn] posloupnostmi (ynk)k, takže máme

ρ̃([pn], [p]) = lim
k→∞

ρ(ynk, xk).

Vı́me, že ρ̃([pn], x̃n) = limk→∞ ρ(ynk, xn) < 1
n
. Tedy máme

ρ(ynk, xk) ≤ ρ(ynk, xn) + ρ(xn, xk) <
1

n
+ ρ(xn, xk)

a voĺıme-li n0 tak, aby bylo 1
n0
≤ ε

2
a aby pro k, n ≥ n0 bylo ρ(xk, xn) < ε

2
,

vid́ıme, že ρ(ynk, xk) < ε a tedy ρ̃([pn], [p]) ≤ ε. �

Shrnut́ım těchto dvou lemmat je

3.5.3. Věta. Každý metrický prostor se dá vložit jako hustý podprostor
do úplného metrického prostoru.

4. Kompaktńı metrické prostory.

Čtenář si možná z kursu matematické analysy pamatuje trochu jinou definici
kompaktnosti než tu, se kterou se zde setkal v páté kapitole, totiž že metrický
prostor je kompaktńı, jestliže se z každé posloupnosti dá vybrat konvergentńı
podposloupnost. V prvńı části tohoto odd́ılu ukážeme, že tato vlastnost je
v metrických prostorech opravdu ekvivalentńı vlastnosti z definice obecné.
Bude to slavná Heine-Borelova věta; dokážeme ji v trochu obecněǰśı podobě
(4.3 dole).

4.1. Buď M nekonečná podmnožina obecného topologického prostoru X.
Řekneme, že bod x ∈ X je

• hromadný bod množiny M jestliže pro každé okoĺı U bodu x je množina
M ∩ U nekonečná, a
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• bod kondensace množiny M jestliže pro každé okoĺı U bodu x má
množina M ∩ U stejnou mohutnost jako M .

4.1.1. Lemma. Buď M nekonečná podmnožina T1-prostoru X. Potom
následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(1) x je hromadný bod množiny M ,

(2) x ∈M \ {x},

(3) pro každé okoĺı U bodu x je množina M ∩ (U \ {x}) neprázdná.

D̊ukaz. Triviálně (1)⇒(3)⇔(2).
(3)⇒(1): Vyberme x1 ∈ U ∩ (M \ {x}) a pak indukćı xn+1 ∈ U ∩ (X \

{x1, . . . , xn}) ∩ (M \ {x}). �

4.1.2. Lemma. V metrickém prostoru je x hromadným bodem množiny
M právě když v M \ {x} existuje posloupnost (xn)n taková, že limxn = x.

D̊ukaz. ⇒: Vyberme x1 libovolně a jsou-li již x1, . . . , xn vybrány zvolme
xn+1 ∈ Ω(x, 1

n
) ∩ (X \ {x1, . . . , xn}) ∩ (M \ {x}). Źıskaná posloupnost kon-

verguje k x.
⇐: Existuje-li taková posloupnost, je zřejmě x ∈M \ {x}. �

4.2. Lemma. V metrickém prostoru má každá nekonečná množina
hromadný bod právě když lze z každé posloupnosti vybrat posloupnost konver-
gentńı.

D̊ukaz. ⇒: Pokud je množina M = {xn |n = 1, 2, . . . } konečná, dá
se z (xn)n vybrat konstantńı posloupnost. Je-li nekonečná, má hromadný
bod x a k němu konverguje nějaká posloupnost bod̊u z M . Podle 1.5.1
tato posloupnost konverguje k x i v pořad́ı shodném s pořad́ım p̊uvodńı
posloupnosti.
⇐: Je-li M nekonečná, dá se v ńı naj́ıt prostá posloupnost, a tedy i

konvergentńı prostá posloupnost. �

4.3. Věta. ((Rozš́ı̌rená) věta Heine-Borelova) Buď X topologický pros-
tor. Potom jsou ekvivalentńı následuj́ıćı tvrzeńı:

(1) X je kompaktńı.

(2) Každá nekonečná množina v X má bod kondensace.
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Je-li X metrický, jsou tato tvrzeńı dále ekvivalentńı s tvrzeńımi:

(3) Každá nekonečná množina v X má hromadný bod.

(4) Z každé posloupnosti v X lze vybrat posloupnost konvergentńı.

Poznámka. V následuj́ıćım d̊ukazu budeme použ́ıvat fakta z teorie
množin (viz I.4): to, že sjednoceńı konečně mnoha nekonečných množin má
mohutnost největš́ı z nich, a Zermelovu větu podle které je každou množinu
možno (dobře) uspořádat podle vhodného kardinálu. Bez toho to nejde,
ekvivalence definic kompaktnosti jsou závislé na výběrových principech.

D̊ukaz. (1)⇒(2): Důkaz provedeme sporem. Nechť je X kompaktńı a
nechť nekonečná množina M ⊆ X nemá v X bod kondensace. Pro každý
bod x ∈ X tedy existuje otevřená Ux 3 x taková, že mohutnost |Ux ∩M | je
menš́ı než |M |. Z pokryt́ı {Ux |x ∈ X} vyberme konečné Ux1 , Ux2 , . . . , Uxn .
Dostáváme spor

|M | = |M ∩
n⋃
j=1

Uxj | = |
n⋃
j=1

(M ∩ Uxj)| = max |M ∩ Uxj | < |M |.

(2)⇒(3) triviálně a (3)⇔(4) podle 4.2.
(2)resp.(3)⇒(1): Nechť každá nekonečná množina má bod kondensace,

nebo nechť X je metrický a každá nekonečná množina má hromadný bod (o
tomto druhém př́ıpadě budeme mluvit jako o metrické variantě).

Pokračovat budeme opět sporem. Nechť X neńı kompaktńı. Buď κ nej-
menš́ı kardinálńı č́ıslo takové, že existuje pokryt́ı U mohutnosti κ takové, že
z něj nelze vybrat podpokryt́ı mohutnosti menš́ı.

(Důležitá poznámka: V metrické variantě je κ = ω = {0, 1, 2, . . .},
nejmenš́ı nekonečný kardinál, protože podle 2.5.1 je X Lindelöf̊uv.)

Seřaďme U do transfinitńı posloupnosti (Uα)α<κ (v metrické variantě do
posloupnosti U0, U1, U2, . . . ). Z této posloupnosti nyńı vylouč́ıme množiny,
které jsou v daném pořad́ı zbytečné. Označ́ıme jako V0 prvńı neprázdnou Uα
a jsou-li již Vα nalezeny pro α < β < κ označme za Vβ prvńı Uγ která neńı
obsažena v

⋃
α<β Vα. Čeho jsme dosáhli:

• Vα tvoř́ı opět pokryt́ı (vylučovali jsme jen množiny, které již byly po-
kryty jinými, nevyloučenými);
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• proces se před κ nezastav́ı, jinak bychom měli podpokryt́ı menš́ı mo-
hutnosti,

• a pro každé α < κ můžeme zvolit xα ∈ Vα \
⋃
β<α Vβ

Vezměme nyńı množinu M = {xα |α < κ} (v metrickém př́ıpadě M =
{x0, x1, x2, . . .}). Protože pro α < β nemůže být xβ ∈ Vα jsou všechny
xα r̊uzné a máme |M | = κ. Buď x bod kondensace (v metrickém př́ıpadě
hromadný bod) množiny M . Muśı ležet v některé (otevřené) Vα a tedy by
mělo být |Vα ∩M | = κ. Jenomže množina Vα obsahuje jen xβ s β ≤ α a těch
je méně (v metrickém př́ıpadě jen konečně mnoho). �

4.4. Věta. Metrický prostor je kompaktńı právě když je úplný a totálně
omezený.

D̊ukaz. Je-li X kompaktńı, je totálně omezený podle 2.4: konvergentńı
posloupnost je Cauchyovská. Buď nyńı (xn)n Cauchyovská posloupnost v
X. Vyberme z ńı podposloupnost (xnk)k konverguj́ıćı k nějakému x. Z
trojúhelńıkové nerovnosti snadno vid́ıme, že potom k x konverguje celá (xn)n.

Je-li X totálně omezený a úplný a je-li (xn)n posloupnost v X, můžeme
z ńı vybrat Cauchyovskou podle 2.4, a ta podle úplnosti konverguje. �

Z 2.3.3, 3.2 a 3.3.3 okamžitě źıskáme
4.4.1. Důsledek. Podprostor euklidovského prostoru je kompaktńı právě

když je uzavřený a omezený.

4.4.2. Poznámka. Všimněte si toho, že ve větě 4.4 máme topologickou
vlastnost, kompaktnost, jako konjunkci dvou vlastnost́ı, které topologické
nejsou.

5. Uniformita, stejnoměrná spojitost

V tomto odstavci předvedeme, ve dvou ekvivalentńıch podobách, strukturu,
která dovoluje zachytit v obecněǰśım kontextu pojem stejnoměrné spojitosti
jak ji znáte jistě u reálných funkćı, a pravděpodobně i ze základ̊u metrických
prostor̊u.

Půjde zde zat́ım jen o popis struktury. Co je uniformńı prostor si pov́ıme
v daľśım odstavci. Na pozděǰśı dobu necháváme též vztah metrik a uniformit,
třebaže motivace od metrických prostor̊u zač́ıná.
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5.1. Uniformita I. Diagonálu v kartézském součinu X × X budeme
označovat (jako již dř́ıve) symbolem ∆ (tedy, ∆ = {(x, x) |x ∈ X}).

Uniformitou ve smyslu I na množině X rozumı́me neprázdnou soustavu
U podmnožin U ⊆ X ×X takovou, že

(UI0) pr̊unik všech U z U je ∆,

(UI1) je-li U ∈ U s U ⊆ V , je V ∈ V ,

(UI2) jsou-li U, V ∈ U je U ∩ V ∈ U ,

(UI3) je-li U ∈ U je U−1 = {(x, y) |(y, x) ∈ U} ∈ U ,

(UI4) ke každému U ∈ U existuje V ∈ U takové, že V ◦ V ⊆ V .

Jsou-li U resp. V uniformity na množinách X resp. Y řekneme, že zobrazeńı
f : X → Y je stejnoměrně spojité vzhledem k U ,V jestliže

pro každé V ∈ V existuje U ∈ U takové, že (f × f)[U ] ⊆ V.

Mı́sto s uniformitami je často pohodlněǰśı pracovat s basemi uniformit, kde
požadujeme (UI0),

(U′I2) jsou-li U, V ∈ U existuje W ∈ U takové, že W ⊆ U ∩ V ,

(U′I3) je-li U ∈ U existuje W ∈ U takové, že W ⊆ U−1 = {(x, y) |(y, x) ∈ U}

a (UI4) (totiž, vynecháme (UI1) a slev́ıme podle toho v daľśıch podmı́nkách).
Z base samozřejmě dostaneme uniformitu přidáńım všech V ⊇ U ∈ U .
Všimněte si, že jsme v definici stejnoměrné spojitosti práci s basemi předj́ı-
mali: u uniformit by ovšem bylo možno mı́sto “. . . existuje U ∈ U takové, že
plat́ı (f × f)[U ] ⊆ V ” žádat jednodušeji rovnou “. . . (f × f)−1[V ] ∈ U”.

Důležitá base uniformity U je

Uσ = {U ∈ U |U−1 = U}

(což je {U ∩ U−1 |U ∈ U}; dokažte jako jednoduché cvičeńı, že všechny
požadavky jsou splněny). Několikrát ji použijeme.

5.2. Uniformita II. Na rozd́ıl od předchoźıho bude v tomto odstavci
pokryt́ı množiny X soustava A libovolných (ne nutně otevřených) množin
taková, že

⋃
A = X. Ř́ıkáme, že pokryt́ı A zjemňuje pokryt́ı B a ṕı̌seme

A ≤ B
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jestliže ke každému A ∈ A existuje B ∈ B takové, že A ⊆ B. Označujeme
dále

A ∧ B = {A ∩B |A ∈ A, B ∈ B}
(uvědomte si. že je to společné zjemněńı pokryt́ı A a B). Pro libovolnou
podmnožinu M ⊆ X pǐsme

M ∗ A =
⋃
{A ∈ A |M ∩ A 6= ∅}

Položme
A∗ = {x ∗ A |x ∈ X} kde x ∗ A = {x} ∗ A.

Často budeme použ́ıvat zřejmou formuli

A∗ ≤ B ⇒ (x ∗ A) ∗ A ⊆ x ∗ B.

Je-li A∗ ≤ B mluv́ı se o A často jako o hvězdovitém zjemněńı pokryt́ı B.
Uniformitou ve smyslu II na množině X rozumı́me neprázdný systém A

pokryt́ı množiny X takový, že

(UII0) je-li x 6= y existuje A ∈ A takové, že x /∈ y ∗ A,

(UII1) je-li A ∈ A s A ≤ B, je B ∈ A,

(UII2) jsou-li A,B ∈ A je A ∧ B ∈ A,

(UII3) ke každému A ∈ A existuje B ∈ A takové, že B∗ ≤ A.

Analogicky s předchoźım mluv́ıme o basi uniformity u systémů splňuj́ıćıch
(UII0), (UII3) a

(U′II2) každé dvě A,B ∈ A maj́ı v A společné zjemněńı.

Snadno vid́ıme, že je-li Ai ≤ Bi je A1 ∧ A2 ≤ B1 ∧ B2, a je-li A ≤ B je
A∗ ≤ B∗. Dostaneme tedy uniformitu z base přidáńım všech pokryt́ı, které
v basi maj́ı nějaké zjemněńı.

Jsou-li A resp. B uniformity na množinách X resp. V řekneme, že
zobrazeńı f : X → Y je stejnoměrně spojité vzhledem k A,B jestliže

pro každé B ∈ B je {f−1[B] |B ∈ B} ∈ A.

V př́ıpadě baśı muśıme tuto podmı́nku formulovat opatrněji:

pro každé B ∈ B existuje A ∈ A takové, že A ≤ {f−1[B] |B ∈ B}.
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5.3. Pro uniformitu U ve smyslu I definujme uniformitu A ve smyslu II
baśı

A0 = {{xU |x ∈ X} |U ∈ U}

(xU je {y |xUy}). Ukážeme, že se opravdu jedná o basi uniformity. (UII0)
plyne okamžitě z (UI0). Jsou-li U, V ∈ U máme U ∩ V ∈ U a pro x ∈ X je
x(U ∪ V ) = xU ∪ xV a tedy

{x(U ∩ V ) |x ∈ X} ≤ {xU |x ∈ X} ∧ {xV |x ∈ X}.

Zvoĺıme-li k U ∈ U takové V ∈ Uσ že V ◦ V ⊆ U máme pro každé x

x ∗ {yV |y ∈ X} ⊆ x(V ◦ V )

a tedy {xV |x ∈ X}∗ ≤ {x(V ◦ V ) |x ∈ X} ≤ {xU |x ∈ X}.

Naopak pro pokryt́ı A definujme

UA = {(x, y) |∃A ∈ A, x, y ∈ A}

a pro uniformitu A ve smyslu II definujme uniformitu U ve smyslu I baśı

U0 = {UA |A ∈ A}.

Opět ovšem muśıme ukázat, že se skutečně jedná o basi uniformity. Je-li
x 6= y vezměme A ∈ A takové, že y /∈ x ∗ A; potom (x, y) /∈ UA a tedy
(x, y) /∈

⋂
U0. Jsou-li Ai ∈ Ai a x, y ∈ A1 ∩ A2, je x, y ∈ A1 i x, y ∈ A2 a

tedy
UA1∧A2 ⊆ UA1 ∩ UA2 .

Konečně zvolme pro A ∈ A pokryt́ı B ∈ A takové, že B∗ ≤ A. Buďte
(x, y), (y, z) ∈ UB. Máme tedy B1, B2 ∈ B takové, že x, y ∈ B1 a y, x ∈ B2,
takže x, z ∈ y ∗ B ⊆ A pro vhodné A ∈ A. Je tedy UB ◦ UB ⊆ UA.

Tvrzeńı. Právě popsané konstrukce dávaj́ı vzájemně jednoznačný vztah
mezi uniformitami ve smyslu I a II.

D̊ukaz. K uniformitě U zkonstruujme A podle prvńıho předpisu a k té
pak U ′ podle druhého. Je-li U ∈ U zvolme V ∈ Uσ tak, aby V ◦ V ⊆ U .
Potom je A = {xV |x ∈ X} ∈ A a

UA = {(x, y) |∃z, x, y ∈ zV } ⊆ V ◦ V ⊆ U,
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a tedy U ∈ U ′. Je-li U ∈ U ′ máme pro nějaké V ∈ U

{(x, y) |∃z, x, y ∈ zV } ⊆ U.

Jelikož x ∈ xV je V ⊆ {(x, y) |∃z, x, y ∈ zV }, tedy V ⊆ U a konečně u ∈ U .
Nyńı naopak k A, uniformitě ve smyslu II, vytvořme U a k té pak A′.

Je-li A ∈ A zvolme B ∈ A takové, že B∗ ≤ A. Potom

zUB = {y |∃B ∈ B, z, y ∈ B} ⊆ z ∗ B

a tedy {zUB |z ∈ X} ≤ B∗ ≤ A a A je v A′. Je-li A ∈ A′ je {xUB |x ∈ X} ≤
A pro nějaké B ∈ A. Zvoĺıme-li B ∈ B a libovolné x ∈ B máme B ⊆ xUB,
takže B ⊆ {xUB |x ∈ X} ≤ A a A je v A. �

5.4. Struktury definované v 5.1 a 5.2 jsou tedy ve vzájemně jednoznačném
vztahu. Nyńı uvid́ıme, že jsou ekvivalentńı v mnohem silněǰśım smyslu.

Věta. Buďte A a B uniformity ve smyslu II vytvořené k uniformitám U
a V ve smyslu I podle předpisu z předchoźıho odstavce. Potom je zobrazeńı
f : X → Y stejnoměrně spojité vzhledem k A,B právě když je stejnoměrně
spojité vzhledem k U ,V.

D̊ukaz. Buď f : X → Y stejnoměrně spojité vzhledem k U ,V . Buď
{yV |y ∈ V } ≤ B pro nějaké V ∈ V . Nechť pro U ∈ U plat́ı (f × f)[U ] ⊆ V .
Položme B = {xU |x ∈ X}. Jelikož pro xUy je f(x)V f(y) máme y ∈
f−1[f(x)V ] takže xU ⊆ f−1[f(x)V ] a konečně B ≤ {f−1[A] |a ∈ A}.

Nechť je f stejnoměrně spojité vzhledem k A,B. Pro V ∈ V zvolme
V ′ ∈ Vσ takové. že V ′ ◦ V ′ ⊆ V . Existuje U ∈ U takové, že {xU |x ∈ X} ≤
{f−1[yV ′] |y ∈ Y }. Je-li xUz je x, z ∈ xU ⊆ f−1[yV ′] pro nějaké y; tedy
yV ′f(x) a yV ′f(z) a konečně f(x)V f(z). �

5.5. Poznámka. Uniformity prvńıho typu pocháźı od Weila, autorem
druhého př́ıstupu je Tukey. Třebaže se druhý př́ıstup zdá být trochu nepo-
hodlný (struktura je dána množinou množin podmnožin), je dost názorný: na
jednotlivá pokryt́ı z takové uniformity se můžeme d́ıvat jako na aproximace
bod̊u, a to podobně přesné ať jsme v prostoru kdekoli (v metrickém prostoru –
tady trochu předb́ıháme – si představujte pokryt́ı {Ω(x, ε) |x ∈ X} pro r̊uzná
ε, jak přesně bychom zrovna chtěli mı́t body aproximovány; Weil̊uv př́ıstup
si představujte jako stanoveńı stejnoměrných okoĺı diagonály). Všechny daľśı
úvahy již budeme provádět v tomto kontextu.
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Nicméně, Weil̊uv př́ıstup má jednu velkou výhodu, kterou zde ale ne-
doceńıme: dovoluje užitečné zobecněńı vynecháńım požadavku symetrie. V
daľśım odstavci uvid́ıme, že uniformity tak jak je zde uvažujeme vedou k
úplné regularitě. Je trochu překvapuj́ıćı fakt, že nesymetrickou Weilovu uni-
formitu je možno zavést na jakémkoli topologickém prostoru.

6. Uniformńı prostory.

Uniformita a topologie

6.1. Uniformńım prostorem budeme rozumět dvojici (X,A) kde A je uni-
formita na množině X. Ze značeńı tuš́ıte, že budeme dávat přednost popisu
uniformity podle 5.2 (dále si to ještě trochu uprav́ıme).

6.1.1. Buď (X,A) uniformńı prostor, Y ⊆ X. Podprostorem prostoru
(X,A) (neseným podmnožinou Y ) rozumı́me

(Y,A|Y )

(označujeme A|Y = {A|Y |A ∈ A}A ∈ A kde A|Y = {A ∩ Y |A ∈ A}).
Ověřit, že A|Y je opravdu uniformita je velmi snadné.

6.1.2. Jsou-li (Xi,Ai), i ∈ J , uniformńı prostory definujeme na kar-
tézském součinu

∏
i∈J Xi (s projekcemi pi :

∏
j∈J Xj → Xi) uniformitu A

baśı

{{p−1
i1

[A] |A ∈ Ai1} ∧ · · · ∧ {p−1
in

[A] |A ∈ Ain} |i1, . . . , in ∈ J, Aik ∈ Aik}.

Ověřit, že se jedná o basi uniformity je opět velmi snadné (jen je v́ıc práce s
indexy); je to možno ponechat čtenáři jako cvičeńı.

Źıskaný uniformńı prostor se nazývá součin nebo produkt daného systému
Bezprostředně vid́ıme, že projekce jsou při tom stejnoměrně spojité. Jako
cvičeńı může čtenář formulovat a dokázat analogii věty V.4.2.2.

6.2. Topologie z uniformity. Buď (X,A) uniformńı prostor. Podmno-
žinu U ⊆ X prohláśıme za otevřenou jestliže

∀x ∈ U ∃A ∈ A, x ∗ A ⊆ U.
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Snadno ověř́ıme, že se tak źıská topologie (k d̊ukazu, že pr̊uniky otevřených
množin jsou otevřené použijte snadné formule (x ∗A1)∩ (x ∗A2) ⊆ x ∗ (A1∧
A2)). Označ́ıme ji

τ(A).

Řekneme, že topologický prostor (X, τ) je uniformisovatelný existuje-li uni-
formita A taková, že τ = τ(A).

6.2.1. Tvrzeńı. Stejnoměrně spojité zobrazeńı f : (X,A) → (Y,B) je
spojité vzhledem k τ(A), τ(B).

D̊ukaz. Buď V ⊆ Y otevřená, x ∈ f−1[V ]. Potom f(x) ∈ V a tedy je
f(x) ∗ B ⊆ V pro vhodné B ∈ B. Ze stejnoměrné spojitosti máme A ∈ A
takové, že A ≤ {f−1[B] |B ∈ B}. Buď A ∈ A, x ∈ A, buď A ⊆ f−1[B],
B ∈ B. Potom je f(x) ∈ B, tedy B ⊆ V a tedy A ⊆ f−1[V ]. Máme tedy
x ∗ A ⊆ f−1[V ]. �

6.3. Base z otevřených pokryt́ı. Pro uniformitu A označme

Ao = {A ∈ A |A je otevřené pokryt́ı}.

6.3.1. Lemma. Pro každou podmnožinu M prostoru (X,A) je

M o = {x |∃A ∈ A, x ∗ A ⊆M}

otevřená v τ(A).
D̊ukaz. Buď x∗A ⊆M . Zvolme B takové, že B∗ ⊆ A. Potom (x∗B)∗B ⊆

A a tedy pro každé y ∈ x ∗B je y ∗B ⊆ x ∗A ⊆M . Je tedy x ∗B ⊆M o. �

Tvrzeńı. Ao tvoř́ı basi uniformity A.
D̊ukaz. Buď A ∈ A libovolné. Zvolme B, C ∈ A tak, aby B∗ ≤ A a

C∗ ≤ B. Vezměme
Ao = {Ao |A ∈ A}.

Pro x ∈ X zvolme B ∈ B tak, aby x ∗ C ⊆ B. Pro y ∈ x ∗ C je y ∗ C ⊆
(x ∗ C) ∗ C ⊆ x ∗ B ⊆ A takže máme x ∗ C ⊆ Ao. Je tedy C ≤ A0 ≤ A. �

Poznámka a úmluva. Base A má velmi speciálńı chováńı. Všimněte
si, že pro ni plat́ı př́ımo podmı́nky (UIIk), k = 0, 1, 2, 3 jen s tou drobnou
změnou, že v (UII1) mluv́ıme jen o otevřených B ≥ A. Dále, podle tvrzeńı
6.2.1 máme pro stejnoměrnou spojitost př́ımo formuli

pro každé B ∈ Bo je {f−1[B] |B ∈ B} ∈ Ao.

139



Proto je běžné mluvit o Ao jako o uniformitě: Je to jako bychom měli pře-
devš́ım dán uniformisovatelný topologický prostor, a na všechno se d́ıváme z
hlediska jeho topologie; uniformita, jedna z možných, je pak obohaceńı této
struktury.

Tato konvence jistě nevede k nedorozuměńı, a budeme ji také už́ıvat.

6.4. Tvrzeńı. Topologie podprostoru Y v (X, τ(A)) se shoduje s topologíı
τ(A|Y ).

Stejně tak pro každý systém (Xi,Ai), i ∈ J , a jeho produkt podle 6.1.2
plat́ı, že topologie τ(A) se shoduje s topologíı produktu

∏
(Xi, τ(Ai)).

D̊ukaz. Tvrzeńı o podprostoru je triviálńı.
Buď nyńı U otevřená v τ(A). Zřejmě v definici produktu v 6.1 můžeme

mı́sto uniformit Ai vźıt base. Pro x = (xi)i ∈ U tedy existuj́ı Aji ∈ Ao
ji

takové, že

V = x ∗ ({p−1
i1

[A] |A ∈ Ai1} ∧ · · · ∧ {p−1
in

[A] |A ∈ Ain}) ⊆ U

Jelikož jsme Aji volili v Ao
ji

, je V otevřená v
∏

(Xi, τ(Ai)) a tedy konečně je
tam U okoĺım bodu x.

Naopak buď U otevřená v
∏

(Xi, τ(Ai)), x ∈ U . Tentokrát máme pro
nějaká j1, . . . , jn ∈ J množiny Ui otevřené v τ(Ai) takové, že xji ∈ Ui
a tedy Aji ∈ Aji pro které xji ∗ Aji ⊆ Ui. Nyńı ale snadno ověř́ıme, že
x ∗ ({p−1

i1
[A] |A ∈ Ai1} ∧ · · · ∧ {p−1

in
[A] |A ∈ Ain})⊆ U . Tedy je U otevřená

v τ(A). �

6.4.1. Důsledek. Podprostory a součiny uniformisovatelných prostor̊u
jsou uniformisovatelné.

6.5. Pro otevřené množiny U, V v τ(A) pǐsme U C V jestliže je U ∗A ≤ V
pro nějaké A ∈ Ao.

6.5.1. Lemma. 1. Je-li U C V je U ⊆ V (tedy, U ≺ V , viz V.5.5).
2. Je-li U C V , existuje W takové, že U C W C V . Plat́ı tedy implikace

(viz V.5.5.1)
U C V ⇒ U≺≺V.

D̊ukaz. 1. Buď x ∈ U . Je u ∗ A ⊆ V pro nějaké A ∈ Ao. Pro A ∈ A
takové, že x ∈ A je A ∩ U 6= ∅ a tedy x ∈ A ⊆ U ∗ A ⊆ V .

2. Je-li U ∗A ⊆ V , je pro B ∈ Ao takové, že B∗ ≤ A, (U ∗B)∗B ⊆ U ∗A.
Položme tedy W = U ∗ B. �
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6.5.2. Věta. Topologický prostor je uniformisovatelný právě když je
úplně regulárńı a T1.

D̊ukaz. Kompaktńı interval I = 〈0, 1〉 je uniformisovatelný: stač́ı vźıt
uniformitu danou baśı

A = {Ak |k = 1, 2, . . . }
kde Ak je pokryt́ı tvořené polootevřenými intervaly 〈0, 1

k
〈 a 〉1− 1

k
, 1〉, a všemi

otevřenými intervaly délky 1
k
. Tedy podle 6.4.1 a V.5.9 je úplně regulárńı T1

prostor uniformisovatelný.
Na druhé straně, buď A uniformita na X a U otevřená v τ(A). Pro x ∈ U

zvolme A,B ∈ Ao tak, aby x ∗ A ⊆ U a B∗ ≤ A. Potom pro V = x ∗ B je
V ∗ B ⊆ x ∗ A, tedy V C U a x ∈ V≺≺U . Podle V.5.5.2 je tedy X úplně
regulárńı, a podle (UII) také T1. �

6.6. Věta. Na kompaktńım Hausdorffově prostoru X existuje právě
jedna uniformita, totǐz systém všech otevřených pokryt́ı.

D̊ukaz. Podle 6.5.2 (a V.6.7) nějaká uniformita A existuje. Stač́ı tedy
dokázat, že obsahuje všechna otevřená pokryt́ı. Buď U libovolné otevřené
pokryt́ı X. Pro každý bod x ∈ X zvolme Ax ∈ Ao takové, že x ∗Ax ⊆ U pro
nějaké U ∈ U . Potom je {x ∗ Ax |x ∈ X} pokryt́ı a je z něho možno vybrat
konečné pokryt́ı x1 ∗ Ax1 , x2 ∗ Ax2 , . . . , xn ∗ Axn . Nyńı je ale

Ax1 ∧ Ax2 · · · Axn ≤ U
a tedy je U ∈ A. �

6.7. Poznámka a dva termı́ny. Zřejmě je sjednoceńı libovolného
systému uniformit vytvářej́ıćıch danou topologii τ možno rozš́ı̌rit na unifor-
mitu vytvářej́ıćı opět τ (nejprve vezmeme všechna společná zjemněńı koneč-
ných podsystémů, a to už je base uniformity). Na každém úplně regulárńım
T1 prostoru (X, τ) tedy existuje největš́ı uniformita. Nazývá se jemná uni-
formita prostoru (X, τ).

Jemná uniformita v nekompaktńım prostoru ale nemuśı sestávat ze všech
otevřených pokryt́ı. Jinými slovy, systém všech otevřených pokryt́ı úplně
regulárńıho T1 prostoru X nemuśı být nutně uniformita (pot́ıž je s hvěz-
dovitým zjemněńım). Pokud je, ř́ıkáme, že prostor X je parakompaktńı.
Na př́ıklad všechny metrické prostory jsou parakompaktńı, což v̊ubec neńı
jednoduchá záležitost (jemná uniformita tam samozřejmě nemá nic co dělat
s přirozenou metrickou uniformitou, o které budeme mluvit v následuj́ıćım
odd́ıle).
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7. Uniformita a metrika

7.1. Připomeňne si označeńı z 1.4. Pro metriku ρ na množině X položme

A(ρ, ε) = {Ω(x, ε) |x ∈ X}

a definujme uniformitu A(ρ) na X baśı

{A(ρ, ε) |ε > 0}

(že se jedná o basi uniformity je vidět velmi snadno). O uniformitě A(ρ) se
mluv́ı jako o metrické uniformitě a o uniformńım prostoru (X,A) takovém, že
A = A(ρ) pro vhodnou metriku řekneme, že je to metrisovatelný (uniformńı)
prostor.

Poznámka. Pokud dáváme přednost uniformitám ve tvaru z definice
5.1, definujeme metrickou uniformitu U(ρ) baśı

{U(ρ, ε) |ε > 0} kde U(ρ, ε) = {(x, y) |ρ(x, y) < ε}.

7.2. Uniformı́ struktury zavád́ıme k popisu stejnoměrné spojitosti. Mělo
by nás tedy zaj́ımat, zda se tento pojem nyńı shoduje s t́ım, jak ho známe
z kursu matematické analysy, totiž jako následuj́ıćı vlastnost zobrazeńı f
metrického prostoru (X, ρ) do metrického prostoru (Y, σ):

∀ε ∃δ takové, že ρ(x, y) < δ ⇒ σ(f(x), f(y)) < ε. (∗)

A je tomu tak. Plat́ı

Tvrzeńı. Zobrazeńı f ;X → Y je stejnoměrně spojité zobrazeńı (X,A(ρ))
do (Y,A(σ)) právě když pro ně plat́ı formule (∗).

D̊ukaz. Plat́ı-li formule (∗), máme f [Ω(x, δ)] ⊆ Ω(f(x), ε) a tedy

A(ρ, δ) ≤ {f−1[B] |B ∈ A(σ, ε)}.

Naopak buď f : (X,A(ρ)) → (Y,A(σ)) stejnoměrně spojité. Pro ε > 0
zvolme δ tak, aby A(ρ, δ) ≤ {f−1[B] |B ∈ A(σ, ε

2
)}. Buď ρ(x, y) < δ. Pro

vhodné z ∈ Y je Ω(x, δ) ⊆ f−1[Ω(z, ε
2
)], tedy f [Ω(x, δ)] ⊆ Ω(z, ε

2
), takže je-li

ρ(x, y) < δ je σ(f(x), z), σ(f(y), z) < ε
2

a konečně σ(f(x), f(y)) < ε. �

142



7.3. Uniformita A(ρ) je definována již baśı

{A(ρ,
1

n
) |n = 1, 2, . . . }.

To je pro metrické uniformity charakteristické. Plat́ı

Věta. Uniformńı prostor (X,U) je metrisovatelný právě když má unifor-
mita U spočetnou basi.

D̊ukaz. Podle značeńı správně očekáváte, že budeme použ́ıvat popis uni-
formity z 5.1. To je v tomto př́ıpadě pohodlněǰśı. Ale uvědomte si nejprve,
že opravdu překlady z 5.3 zachovávaj́ı vlastnost existence spočetné base.

Nechť má uniformita U spočetnou basi

V1, V2, . . . , Vn, . . . .

Můžeme rovnou předpokládat, že Vn jsou symetrické. Položme U1 = X ×X,
U2 = V1 a dále postupujme při výběru Un = Vφ(n) indukćı takto: je-li již
Un nalezena, zvolme W ∈ U takové, že W ◦W ◦W ⊆ Un a potom zvolme
Un+1 = Vφ(n+1) tak, aby φ(n + 1) > φ(n) a Vφ(n+1) ⊆ W . T́ım jsme dostali
basi

U1, U2, . . . , Un, . . .

takovou, že

U1 = X ×X, U−1
n = Un, a Un ◦ Un ◦ Un ⊆ Un−1.

Položme

• d(x, x) = 0

• a pro x 6= y, kde (x, y) /∈
⋂∞
n=1 Un, d(x, y) = 2−n, kde n je největš́ı

takové, že ještě (x, y) ∈ Un.

Zřejmě d(x, y) ≥ 0, a d(x, y) = 0 je jen když x = y, a d(x, y) = d(y, x).
Nemuśı ale platit trojúhelńıková nerovnost. To teď naprav́ıme.

Definujme

ρ(x, y) = inf{
m−1∑
i=0

d(xi, xi+1) | x0 = x, xm = y}.

Plat́ı
1

2
d(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ d(x, y). (∗)
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Druhá nerovnost je triviálńı, pro prvńı dokážeme indukćı podle m že

2
m−1∑
i=0

d(xi, xi+1) ≥ d(x0, xm).

Pro m = 1 je to zřejmé. Nechť již v́ıme, že nerovnost plat́ı pro m a buď∑m
i=0 d(xi, xi+1) = a. Můžeme předpokládat, že a > 0, jinak by byly všechny

xi stejné a nerovnost by byla zřejmá. Buď k největš́ı takové, že

k−1∑
i=0

d(xi, xi+1) ≤ a

2
.

Potom také
m∑

i=k+1

d(xi, xi+1) ≤ a

2

a podle indukčńıho předpokladu je d(x0, xk) ≤ a a d(xk+1, xm+1) ≤ a;
triviálně d(xk, xk+1) ≤ a. Je-li n nejmenš́ı takové, že 2−n ≤ a, máme
(x0, xk), (xk, xk+1), (xk+1, xm+1) ∈ Un a tedy (x0, xm+1) ∈ Un−1 a d(x0, xm+1)
≤ 2 · 2−n ≤ 2a (zanedbaný př́ıpad, kdy k = m a součet

∑m
i=k+1 d(xi, xi+1)

je prázdný – a tedy stač́ı použ́ıt inkluse Un ◦ Un ⊆ Un−1 – mohu ponechat
čtenáři).

Předpis ρ je nyńı již zřejmě metrika a ve značeńı z poznámky v 7.1 máme
podle (∗)

Un ⊆ U(ρ, 2−n) ⊆ Un−1.

Je tedy U = U(ρ). �

7.4. Poznámky. 1. Obecnou uniformitu U můžeme popsat systémem
metrik. Pro každé U ∈ U zvolme

U1, U2, . . . , Un, . . .

takovou, že

U1 = X ×X, U2 = U, U−1
n = Un, a Un ◦ Un ◦ Un ⊆ Un−1

a k této posloupnosti zkonstruujme metriku ρU jako v d̊ukazu věty 7.3. Po-
tom je uniformita popsána soustavou U(ρU), U ∈ U , totiž tak, že vezmeme
ve sjednoceńı společná zjemněńı a dostaneme basi uniformity U .
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Na pojem uniformity se můžeme d́ıvat jako na rozš́ı̌reńı pojmu metriky;
všimněte si, že požadavek (UI4) resp. (UII3) v jistém smyslu simuluje
trojúhelńıkovou nerovnost.

2. Podobně jako u metrických prostor̊u můžeme v obecněǰśım uniformńım
kontextu mluvit o úplnosti a zúplněńı. K tomu můžeme přistupovat pomoćı
právě popsané representace uniformit metrikami, jde to ale též př́ımo, a to
zp̊usobem velmi názorným (i když podrobné technické provedeńı by nám
tuto kapitolu neúměrně rozš́ı̌rilo).

Dı́vejme se na uniformitu A (ve smyslu definice 5.2 a 6.3, pro větš́ı
názornost si také vzpomeňte na pokryt́ı epsilonovými koulemi z 7.1) jako
na systém předepsaných přesnost́ı aproximaćı bod̊u. Cauchyovský bod je
filtr F takový, že pro každé pokryt́ı A ∈ A je F ∩ A 6= ∅. Tedy je F něco
jako systém libovolně dobrých přibĺıžeńı “bodu” menš́ımi a menš́ımi mı́sty
(jako jednoduchý př́ıklad vezměme třeba systém libovolně malých otevřených
interval̊u kolem

√
2 – na reálné př́ımce to jsou okoĺı

√
2, na racionálńı př́ımce

“ve středu nic neńı”, ale stejně jsou to neprázdné intervaly které jako lepš́ı a
lepš́ı přibližováńı bodu vypadaj́ı). Z technických d̊uvod̊u se ještě požaduje,
aby pro každou množinu A ∈ F existovala B ∈ F taková, že B C A (to
proto, abychom na prvky filtru mohli pohĺıžet jako na okoĺı j́ım represento-
vaného bodu). Uniformńı prostor (X,A) je úplný jestliže každý Cauchyovský
bod je “skutečný bod”, t.j. bod z X representovaný systémem všech okoĺı, a
zúplněńı se dosáhne t́ım, že se k bod̊um přidaj́ı také ty Cauchyovské body,
které p̊uvodně body nebyly.
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antitonńı II.1.6
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nejmenš́ı a největš́ı prvek II.2.3
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r. unárńı I.5.1
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s. modulárńı III.2.1
s. úplně distributivńı III.7.2
s. úplný II.3.3

subbase topologie V.2.7

suma I.7.3, V.4.4

supremum II.2.1

symetrie I.2.3

T
T0 – T4 V.5.1 – V.5.6

TD V.10

Tarského-Knasterova věta o pevném bodě II.7.3

těleso IV.9.4

Tichonovova věta o součinu V.6.5

Tichonovova věta o vložeńı V.5.9

topologie V.1.5.4
Alexandrovova t. V.2.5
intervalová t. V.2.8
kvasidiskretńı t. V.2.5
Scottova t. V.2.6

totálně nesouvislý prostor V.7.10

totálně omezený metrický prostor VI.2.3

transitivita I.2.3

tř́ıda model̊u teorie E IV.7.3

tř́ıdy I.1.7
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typ I.5.3, IV.2.1
t. finitárńı I.5.3
t. konečný I.5.3

U
ultrafiltr III.6.5

unárńı opeace IV.1.1

unárńı relace I.2.1

uniformita VI.5.1, VI.5.2

uniformńı prostor VI.6.1

úplně distributivńı svaz III.7.2

úplně regulárńı prostor V.5.5

úplný metrický prostor VI.1.6

úplný svaz II.3.3

Urysohnovo lemma V.5.6

usměrněná podmnožina II.3.4

uspořádaná dvojice I.1.4

uspořádáńı II.1.1
u. částečné II.1.1
u. dobré I.4.2
u. duálńı II.1.5
u. indukované II.5.1
u. lineárńı II.1.1
u. opačné II.1.5

uzávěr V.1.5

uzavřené množiny V.1.4

V
varieta algeber IV.7.4

vlastnosti které nejsou topologické VI.1.1

vnitřek V.1.5
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volná algebra IV.6.1

vzor I.3.5

Z
Zermelova věta I.4.3

zobrazeńı I.3.1
z. identické I.3.3
z. inversńı I.3.3, I.3.4
z. na I.3.4
z. prosté I.3.4
z. spojité V.3.1
z. stejnoměrně spojité VI.5.1, VI.5.2

Zornovo lemma I.4.6

zúplněńı
z. metrického prostoru VI.3.5
z. uspořádané množiny II.4
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