mefch no. 21 pp. 47-79 1986
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ABSTRACT

By means of guaternionic edge weights for the K4 a particular
weight matrix E(K4) is constructed. It may be adapted for any graph
homeomorphic with K, and generates the matching polyncmials of these
graphs. It is shown that such a matrix E(KQ) cannot be explicitely

given when complex edge weights are used.

(1) Aufgabenstellung

Zum Unterschied von dem charakteristischen Polynom ®(G;x) eines
Graphen G, welches liber das Eigenwertproblem der Adjazenzmatrix A(G)

definiert ist
¢(G;x) = det [xXI - Al 7 (1)

ist das Matching Polynom n(G;x) in kombinatorischer Weise wie folgt

#  Teil I: siehe [1]

#* permanente Adresse: "Ruder Boskovi&" Institute, YU-41001 Zagreb,
Croatia, Yugoslavia
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festgelegt:

n/2 o
al@ix) = ¥ -0k pe,p 2K (2)
k=0

darin stellt n die Zahl der Knoten von G dar und p(G,k) gibt an,
auf wieviele unterschiedliche Weisen k unabhingige Kanten aus dem

Kantenvorrat von G gewdhlt werden kdnnen, Entsprechend ihrer Be-

deutung sind die p(G,k) natiirliche Zahlen; p(G,0) = 1.

Die beiden Polynome stehen bekanntlich in engem Zusammenhang:
Entwickelt man zum Beispiel die Determinante RS(1) (d.h.: rechte

Seite von Gl. (1)) gemiB

- 1P p
D I (-1¥ PpDy,...D (3)

{P}

n
A

worin P einen auf die Spaltenindizes wirkenden Permutationsopera-
tor und p die Paritdt der betreffenden Permutation darstellen, so
erhdlt man zwei Typen von Beitrdgen zur RS(3), ndmlich solche,
welche nur aus Transpositionen bestehen, also die Zyklenstruktur
[I]n—2“[2]a haben, und solche, an denen auch Zyklen mit Lingen

% > 2 beteiligt sind, z.B. [11™ 2% *A(2]%4]*  1n den sachs-
Graphen [2], welche die Permutationen der RS(3) graphisch darstel-
len, sind die ersteren durch einen aus o K, bestehenden Teilgraph
von G dargestellt, wdhrend der dem letztgenannten Beispiel entspre-
chende Sachs-Graph aus a K

und X Cg besteht. Mit den Koeffizien-

2
ten p(G,k) des Matching Polynoms wird genau die Zahl der in RS(3)

n=2k k

auftretenden Permutationen der Zyklenstruktur [1] [2]" abge-

zdhlt.

Zumeist werden diese Verhdltnisse mit der Feststellung aus-
gedriickt, im Matching Polynom seien alle zyklischen Beitrige un-
terdriickt. Formal kann dem auf unterschiedliche Weise Rechnung ge-

tragen werden: Einmal, indem man - gewissermaBen von "auBen her" -
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dem vom Kreis Za € G herriihrenden Beitrag ¢(G-Za;x) zu $(G:;x) ein
Gewicht, ta' zuordnet, welches im Bedarfsfall Null gesetzt werden
kann und damit den betreffenden Beitrag zum Verschwinde bringt;
diese M8glichkeit ist im p-Polynom, u(G;x), realisiert [3]. Eine
andere Mbglichkeit ist, die cyclischen Beitrdge zu ¢ (G;x) - gewis-—
sermafen von "innen her" - zum Verschwinden zu bringen, indem man
dem Graphen G eine Gewicht-Matrix, W(G), zuordnet, deren charakte-
ristisches Polynom, ¢(W;x), mit dem Matching Pclynom des Graphen,

a(G;x), uUbereinstimmt:
a(Gix) = ¢(W(G);x) = det [xI - W] = W(Wrs) . (4)

piesem Gedankengang wurde erstmals in [4] und [5] nachgegangen;
in der Folge konnten solche Matrizen fiir bestimmte weitere Graphen
aufgefunden werden: in [6] werden einige solche Ergebnisse berich-

tet und dltere referiert; in [1] sind weitere Beispiele angegeben.

welchen Anforderungen die Elemente wrs von W erfiillen miissen,
sieht man am besten, wenn man die Determinante W der RS(4) ent-
wickelt:

w= § (-1P P WyqWoou o W . (5)
(P}

Angenommen, G enthdlt einen Kreis Z mit der Linge £, dem die Kno-
tenr, 1 5r 20, radj r+1, £ adj 1, angehdren, dann enthilt die
RS(5) Terme, welche sich zu den beiden folgenden Ausdriicken zu-

sammenfassen lassen:

-1 w,, ®(W(G-2);x) , (6a)

WigWoge- Wy 1 ¢ W

-1 R
(-1) Wy Wy o qeeeWyoWoy S(WIG-2) %) . (6b)

Dabei entspricht (6a) dem Kreis Z, wenn dieser in der Richtung von

1 iber 2 nach & durchlaufen wird und (6b) dem Kreis Z mit umge-



kehrtem Richtungssinn. Im Interesse einer konzisen Notierung kiir-

zen wir die in (6a) bzw. (6b) auftretenden Gewichtsfunktionen wie

folgt ab:
w(z ») = ”12”23"'“1—1 2 W£1 ' (7a)
W(Z <) = Wo W, o qeaWa W, (7o)
Da W hermitisch ist, gilt fir jeden Kreis
W(Z +) = W(Z <)% . (8)

Die Matrix W(G) entspricht nur dann den an sie gekniipften Er-

wartungen, wenn man entweder flir jeden Kreis 2 € G

W(z ») + W(2 «) =0 (9)

erhdlt (sogenannte triviale L&sung) oder zumindest diejenigen Ge-

wichtsfunktionen, welche gleiche Kofaktoren haben, z.B.

¢(ﬂ(G-Z1):x) & @(E(G—Zz);X) = e '
in Summe Null ergeben (sogenannte kollektive L&sung). Im Hinblick

auf (8) ist aber (9) nur dann erfiillt, wenn die Realteile von

W(Z ») und W(Z +) gleich Null sind:

Re{W(Z +)} = Re{W(Z <)} =0 . (10)

Die Matrix W(G) muB aber noch eine weitere Bedingung erflillen,
ndmlich, die Entwicklung der Determinante W gemdf RS(5) muB die
Koeffizienten p(G,k) des Matching Polynoms korrekt reproduzieren,
d.h. fiir jede in RS(5) auftretende, nur aus unabhingigen Transpo-
sitionen bestehende Permutation muB die Gewichtsfunktion den Wert 1

annehmen. Dies trifft auch fiir diejenigen Permutationen zu, wel-

che nur aus einer einzigen Transposition, sagen wir der Vertau-



schung der Spaltenindices r und s, bestehen. Da das Gewicht dieser
Vertauschung Wrswsr betrdgt, missen alle von Null verschiedenen

Elemente von W(G) der nachstehenden Bedingung geniigen:

wrswsr =1 . (1)

Mit (9) und (11) sind diejenigen Bedingungen formuliert, wel-
¢he notwendig und hinreichend sind, damit W(G) den Ansatz (4) er-
fiillt; umgekehrt kann man sagen, daf jede nxn Matrix, welche (9)

und (11) erfiillt, auch (4) genligt.

In den Mitteilungen dieser Reihe befassen wir uns mit dem
auffinden derartiger Matrizen W, vorzugsweise fiir polyzyklische
Graphen. In der vorliegenden Mitteilung berichten wir {iber die
auffindung einer ganzen Familie solcher Matrizen W filir den voll-
stidndigen Graph K,- Da diese Matrizen ﬂ(K4) die Bedingung (9) fiir
jeden Kreis erfiillen, kdnnen sie mit Hilfe der weiter unten beschrie-
benen Prozedur auf jeden beliebigen, mit K4 homBomorphen Graph iiber-
tragen werden. Wir 1ldsen hier zugleich die Aufgabe, fiir einen peri-
kondensierten trizyklischen Graph G eine Gewichtsmatrix W(G) so zu
konstruieren, daR sie (4) genligt. Damit wird es m&glich, die Eigen-
werte der Matching Polynome «(G) dieser Graphen in vorteilhafter
Weise als Eigenwerte der Gewichtsmatrix W(G) zu berechnen; einige

hierfiir niitzliche Hinweise finden sich in [T7].

Allerdings konnten diese Ergebnisse nicht mit Hilfe der {ibli-
cherweise benutzten komplexen Bogengewichte wie z.B. exp(iﬁrs) er-
zielt werden, sondern wir muften die Bogengewichte dem erweiterten
Zahlensystem der Quaternionen entnehmen. Im ndchsten Abschnitt zei-
gen wir, daf dies tatsdchlich nétig ist, indem wir beweisen, daB

keine triviale Ldsung der Aufgabe flir den K4 im Bereich des Kor-



pers der komplexen Zahlen mdglich ist. Nach einer kurzen Rekapi-
tulation der Eigenschaften der Quaternionen im darauffoclgenden
Abschnitt geben wir die Herleitung unserer Ergebnisse mit den fiir
eine eventuelle Nachrechnung ndtigen Details; wir meinen, diese
Details geben zu sollen, weil unseres Wissens Quaternionen in der
Graphentheorie bisher noch nie angewendet worden sind und sie auch
nur in wenigen anderen Gebieten der mathematischen Chemie, und
dort nur sehr spdrliche Verwendung finden. AuBerdem ist die von

uns hierbei beniitzte Methodik allgemein anwendbar,

Die hier berichteten Ergebnisse werfen ein neues Licht auf die
allgemeine Frage, ob filir jeden schlichten Graphen G eine Gewichts-
matrix W(G) existiert, welche (4) geniigt; wir gehen aber auf diese

Frage an anderer Stelle [8] ein.

(2) Gewichtsmatrizen E(Ku) mit komplexen Bogengewichten

Die zu dieser Thematik erzielten positiven Ergebnisse sind
in [1] dargestellt., Wir zeigen hier lediglich, daB unter Benutzung
komplexer Bogengewichte keine Matrix E(K4) konstruiert werden
kann, welche (9) fiir jeden der 7 Kreise von K4 befriedigt. Zu die-
sem Zweck ersetzen wir den K, in der in [1] erdrterten Weise durch
den Digraph K%, wihlen fiir jede Kante von K4 einen Bogen im KZ,
bezeichnen diese Bdgen mit den Nummern r = 1,2,...,6 und ordnen
ihnen schlieflich die komplexen Bogengewichte exp(iOr) zu. Die Be-
zeichnung der Bdgen und ihr Richtungssinn ist nachstehend schema-
tisch dargestellt; gleichzeitig geben wir die Bezeichnungsweisen
der Kreise bzw. Semikreise Zt € K:, t=1,2,...,7 und deren Rich-

tungssinn in schematischer Form an.



Aus den Bogengewichten ergeben sich die Gewichte der Kreise

Zt wie folgt:

W(z, ») = exp(i®) , @ = Y e - (12)

r
rEZt

wobei bei der Bildung von @, die relativen Richtungen des Bogens

r € 2, und des Kreises zu beachten sind. So erhdlt man z.B. fir

t
den Semi-Kreis Z, € KZ die Gewichtsfunktion
W(Z1 +) = exp(io1) exp(ie4) exp(-i@z) = exp(iﬂj) '

das Argument filir W(Z1 +) betridgt also

B = 8 =0y ® B

1 1 2 4 "

In Tabelle 1 sind die Arqumente der Gewichtsfunktionen aller Kreise

Zt € ](4 angegeben. Wie zu erwarten, sind sie linear abhéngig; so

findet man unter anderem:

§21+S‘32+§23—Q4=O,

£25+ﬁ6+ﬂ7—2ﬁ4=0.
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Tabelle 1: Argumente der Kreisgewichte

W(z, +) = exp(iR,) , 0, = I8

04 €, 04 94 Oy 96 [n/21
91 1 ~1 1 2a+1
QZ 1 -1 1 2b+1
Q3 -1 1 1 2c+1
Q4 1 1 1 2d+1
95 -1 1 1 1 2e+1
e -1 1 1 1 2F+1
fq 1 =1 1 1 2g+1
Wenn die Gewichtsfunktion eines jeden Kreises gemidR (9) Null
sein scll, muf im Hinblick auf (10) fir jeden Kreis Zt gelten
Re{W(Zt +)} = cos I, =0 (13a)
d.h. alle Argumente Qt miissen ungerade Vielfache von /2 sein:
m
Qt = (2 m_ + 1) 3 - (13b)
Dies ist in der rechten Spalte von Tabelle 1 eingetragen, wobei
a,b,...,9 ganze Zahlen sind.

Nun zeigt aber Tabelle 1, daB alle Argumente, welche Kreisen

der Lange 4 zugeordnet sind, als Summe von zwei Argumenten darge-

stellt werden kotnnen, welche Kreisen der Lidnge 3 zugeordnet sind,

namlich:
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06 = 93 + (2.} = w4 - 32 = (14)
g = 0y 4+ Ry =0, - 0y

wahlt man die -’-\.r, r=1,2,...,6 so, dag filir alle 3-gliedrigen Kreise

(13a) und (13b) erfiillt sind, so erhdlt man fiir 40 Sig und @y ganz-
zahlige Vielfache von 7; im Widerspruch zu (13a) betragen dann die
Realteile der Gewichte der 4-gliedrigen Kreise + 1. Dieser Wider-
spruch tritt immer wieder auf, gleichgliltig, welchen Qt's man den
Wert n/2 zuteilt. Damit ist gezeigt, dap flir den K4 keine Gewichts-
matrix E(K4) gefunden werden kann, deren Elemente komplexe Zahlen
sind und bei deren Entwicklung gemdB (5) jeder Kreis fiir sich ein

Gewicht won Null erhdlt.

Damit bestdtigen und ergénzen wir die diesbezliglichen Angaben
yon [6]. Zum Unterschied von [6] wollen wir aber daraus nicht
schlieBen, daB eine solche Matrix fiir K4 nicht existiere; im Gegen-
teil meinen wir, daB der aus (14) folgende Widerspruch eine Folge
der geringen Flexibilitdt der komplexen Bogengewichte ist. Jede,
wegen (11) auf 1 normierte komplexe Zahl, a + bi = exp(i0), a2+b2=1,
stellt ja nur einen variierbaren Parameter, 0, zur Verfiigung; die
6 komplexen Gewichte der Bdgen des (KZ) ergeben also 6 Parameter.
Mit diesen 6 Parametern muf die Bedingung (9) aber filir die 7 Kreise

des K4 erfiillt werden. Es ist daher nicht verwunderlich, daBf dies

nicht widerspruchsfrei gelingt.

Die Richtigkeit unserer Vermutung, fiir die Ldsung unserer
aufgabe reiche die Flexibilitdt komplexer Bogengewichte nicht aus,
148t sich einfach durch die Verwendung guaternionischer Bogengewichte

iberpriifen; sie sollten eine wesentlich gr&Bere Flexibilit&dt haben,



da jedes wegen (11) auf 1 normierte Quaternion 3 variierbare Para-
meter, die quaternionischen Gewichte der 6 Bdgen des K4 also ins-
gesamt 18 variierbare Parameter zur Verfiigung stellen, womit die
Bedingung (9) fiir jeden der 7 Kreise Zt € K4 erfiillbar sein sollte.

Wie wir im iiberndchsten Abschnitt zeigen, 1&B8t sich diese Erwar-

tung in der Tat realisieren.

(3) Quaternionen

Die letzten sechs Jahre seines Lebens hat Sir William Rowan
Hamilton (#4.8.1805, Dublin; 12.9.1865, Dunsik) der Entwicklung der
"Elements of Quaternions" [9] gewidmet; mit den Quaternionen hat

er den K8rper der komplexen Zahlen erweitert.

Quaternionen sind Zahlen, die auf der Basis {1,i,j,k} defi-
niert sind. Darin sind i, j und k orthogonale Vektoren der Ldnge
V=1 und unterliegen daher den folgenden Relationen:

2 2

it =-1 gom=l o KEEE ; (15)
ij=-ji=k, Jjk=-kj=31i , ki=-ik=3 ; (16)
ijk=3ki=kij=-1: (17)
kji=jik=1ikj=+1 . (18)

Eine beliebige Quaternion Q und die zu ihr konjugierte Quater-

nion Q* werden wie folgt notiert:

Q=S8+Ai+Bj+Ck ,

(19)

Q*=s-ai-Bj-Ck ,
worin S, A, B und C reelle Zahlen sind. Die GréBe S nennt man den
Skalarteil der Quaternion und (Ai + Bj + Ck) ihren Vektorteil., Da

dieser stets imagindr ist, ist der Skalarteil einer Quaternion zu-

gleich ihr Realteil.



Quaternionen kdnnen auch alternativ wie folgt notiert wer-

den

Q=Ss+RV , Q*=35-RV , (20)

worin V einen auf der Teilbasis {i,j,k} definierten Vektor dar-

stellt:

V=2a'i +B'j+Ck . (20a)
Diese Notierung macht die Aufteilung der Quaternion in skalaren
und vektoriellen Teil besonders deutlich. Wenn

A=RA', B=RB', C=RC (20Db)
gilt, sind die in (19) und (20) angegebenen Quaternionen identisch.

Quaternionen unterliegen den Gesetzen der assoziativen und

kommutativen Addition; so gilt
Q1+02+Q3= (Q]+Qz) +Q3=01+ (Qz+Q3) P9 +Qz=02+Q1 -
Bei der Multiplikation befolgen sie das Gesetz der Assoziativitdt,

kommutieren mit Skalaren, S, kommutieren aber in der Regel nicht

miteinander:

0,0,0; = (270,003 = 0;(Q,03) 5 SQ =105 : Q0 Q0 -

Thre nicht-kommutativen Eigenschaften bei der Multiplikation gehen
auf die in (16) gegebenen Eigenschaften der Basisvektoren zuriick.
Eine Ausnahme von der Regel ist nur bei Quaternionen gegeben, die

denselben Vektor V enthalten. Es sei Q‘l = S1 + R1\_I und (;t2 = 92 + R,V,

2
dann erhdlt man



299, = [y + RyVILS, + RyV] =

= 5,5, + (S;R, + R;5,)V + RRVZ
Haly = 185 % RIS, = Ryl =

= 5,5, + (S,R; + R,S.)V + RyR,VZ .

Wie der Vergleich der beiden Ausdriicke zeigt, gilt in diesem Falle
tatsdchlich Q102 = Q2Q1.

Da konjugierte Quaternionen, 0O und Q¥ denselben Vektor V ent-
halten, kommutieren sie.

Fiir das Produkt eines Paares konjugierter Quaternionen erhdlt

man:

Q0* = 0% = |Q|% = s? + a% + B2 + 2 .

Quaternionen, fiir welche die Norm \Q\Z = 1 betridgt, heiBen
normiert. Wir notieren normierte Quaternionen durch Klein-Buch-

staben wie folgt:
q=0+ai+ B8] +vk=0+o0v , (21)

62 * az + Bz + YZ =1 ; 02 + p2 =1

Darin stellt v einen normierten Vektor dar:

v=ai+bj+ck , a2 + b2 + c2 =71 , (21a)
und die beiden in (21) gegebenen alternativen Notierungen sind
durch

a=pa , B=pb , vy =pc (21b)

miteinander verbunden.
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Fiir das Produkt zweier normierter Quaternionen erhdlt man:
q,]q2 = [G1+CL1E+BIJ_+Y1_1SI[02+u2~];+821+Y2]_('] =

= Myt B B =Tortio) Ll Oty 05 ¥R =Ty By ) ¥

+

AlogBatBiosby uymogyy) + Koy vty O ke, By-By0,) .

vertauscht man die Indices 1 und 2, erh#dlt man aus LS(22) q2q1;
auf der RS(22) vertauschen in den Koeffizienten der Vektoren i,
jund k jeweils die beiden letzten Terme ihre Vorzeichen, der

Rest der Terme und darunter der Skalarteil des Produktes bleibt
ungedndert. Es sind daher die Realteile von 9,9, und von 9,94 ain-

ander gleich:
Relayap] = Belapgy) = aymy = 990, = B8, = Fyry . {23a)

Gl. (22) gibt im Detail Auskunft, warum 9,4, + 54, ist; so erhdlt
man aus (22} filir den Kommutator der beiden Quaternionen den fol-
genden Ausdruck:
[dy,951 = a449; - 9,94 =
{23b)
= 2{L1(ByvmyqBy) + Jlyqag=nyy,) + k(o By-Byoy) .

sind die vektoriellen Anteile von q, und d5 Vielfache desselben
Vektors v, qp = 04 i "y und 9y = 0, + PoY, SO wird wegen (21b)
die RS(23b) identisch Null, womit neuerlich belegt wird, dasg
Quaternionen, welche mit Hilfe desselben Vektors konstruiert sind,

kommutieren.

Im allgemeinen aber kommutieren Quaternionen nicht; daher
unterliegen ihre Exponentialfunktionen auch nicht dem Additions-
theorem:

a, 4 a,+q
R T T (24)
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Wir zeigen nun, daB die Produkte normieter Quaternionen eine

normierte Quaternion ergeben, Es sei
g = 99y --- 99y ¢
Dann gilt
e
ARdg = (299 -+ dgq9p) (dqdpe e dpqTy) " =

* % #o# =
= Ay -9 199y Dp_q+-+9r9q T
12 g=128718 -1 241
=1

_ #* # ¥ = =
= Qqdger g q9g_qroad3q] T e
=1
= qqq%a) = q9f =1 - u

Nachstehend geben wir die Realteile fiir ein aus 3 bzw. 4 Qua-

ternionen gebildetes Produkt an:

Re (9,9,9;)
= 0402093 = 09393 T | % ®y @3¢ (25)
= P33% By By B3
03192 RETI Ya’
Rela19,939)
= 01520304
o R e T Y R T T e A
= 13929 By By By By By By
T P14%2%3 ¥z N Yi Yz Y4 (26)
= P33749%
- D24U3G1 — (11 (,(3 ﬂq 'UZ - (‘1.2 ()‘.3 (‘.t4 IU_l -
T P34919; By B3y By By By By
Y1 Y3 Yy Y2 Y3 My

T PyaP3q F PqaPpg T P3Py f



darin steht B fiir

Blei, = 85 P Beby ¥ 9% 5

Wie (25) =zeigt, sind die ersten vier Terme von (25) inva-
riant beziliglich aller Vertauschungen der Reihenfolge der Quater-
nionen, der letzte Term, det(a162¥3), ist jedoch nur beziiglich der
zyklischen Vertauschungen invariant; bei azyklischen Vertauschun-

gen dndert die Determinante ihr Vorzeichen. Man erh#lt daher:

Re(q1q2q:5) = Re(q2q3q1) = Re(q3q1q2) * Re(q3q2q1)
(27)
= Reldpdigy) = Belgytaal -
Dies steht nicht im Widerspruch zu
Rel(qq,9,) = Re(qjqsa)) . (27a)

denn bei der Anwendung von (25) auf nggq? dndert sowohl die Deter-

minante als auch alle ihre Elemente das Vorzeichen; man kann daher
(—1)3 aus der Determinante herausheben und hat somit das Resultat
o= fe{-1y3 -
- [-det((-a1)(-32)(-y3))] = [=4=1} det(a182Y3)] =

= o det(u]82Y3) #

womit (27a) bewiesen ist.

In dhnlicher Weise kann man aus (26) die Invarianz des Real-
teiles von 449,959, bei zyklischer Vertauschung der Quaternionen

herleiten, so daB gilt:

Re (q495939,) = Reld,959,9,) = Relq;949,9,)
(28}
= Relq,q,9,95) -

selbstverstidndlich gilt auch hier
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Re(qyqiaja]) = Re(q,d,qqq,) - (28a
Die Gln., (27) und (28) sind fiir die von uns geplanten Anwen-
dungen von gewisser Bedeutung: Einmal ldBt sich mit ihrer Hilfe
durch die Methode der vollstdndigen Induktion herleiten, dap der
Realteil eines aus beliebig vielen Quaternionen gebildeten Pro-
dukts durch die zyklische Vertauschung der Faktoren nicht ge#ndert
wird. 2Zum anderen zeigen sie, daB bei der Berechnung der Gewichts-
funktion eines Kreises, Aqqpd3e s die Wahl des ersten Bogens die-
ses Kreises flir den Realteil der Gewichtsfunktion ohne Belang ist.

wie in (21) angegeben, ist g = ¢ + pv durch die Bedingung
2 2

6® + p® = 1 normalisiert. Die Parameter ¢ und p lassen sich daher
o = cos 0O , p = sin 0
identifizieren, so daB man auch schreiben kann
q=0+pv=cos 0+ yvsind . (29)

Diese Form ist besonders bequem, wenn die Produkte von Quater-
nionen, die denselben Vektor v enthalten, angegeben werden sollen.

So gilt fiir das Produkt 144
q1 = cos 01 + v sin O? ’
g, = cos O, + v sin 0, (30a)
4,49, = cos (04+0,) + v sin (9,+05) .

Damit ergeben sich fiir die Potenzen von q = cos O + v sin 0

fiir ganzzahlige n die folgenden Ausdriicke:

q" = [cos @ + v sin 01" = cos nO + v - sin nO (30b)

q1/n = [cos O + v sin 9]1/n = cos (9/n) + v + sin (0/n) . (30c)
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Die letzte Gleichung (30¢) ist flir unsere Zwecke dann von
Bedeutung, wenn die filir einen gegebenen Graphen erzielten Ergeb-
nisse auf einen mit ihm hcoméomorphen Graphen iibertragen werden sol-

len.

Weitere Einzelheiten iber Quaternionen kénnen dem eingangs
zitierten, ilber tausend Seiten starken Werk [9] entnommen werden.

Knappere Darstellungen finden sich in [10] und [11l].

(4) Herleitung von E(Kﬁ)

Wir benutzen hier dieselbe Bezeichnung der Bdgen und Kreise
des K4, wie sie oben im Abschnitt 2 schematisch dargestellt sind.
Jedem Bogen r, 1 et 6, teilen wir ein gquaternionisches Bogen-

gewicht zu, ndmlich

B 5 G L b B ok (31)

d.h. das Element wvon E(KZ), welches dem Bogen r entspricht, ist
durch (31) gegeben, Mit qrq; = 1 ist die Erfiillung von (11) gesi-

chert.

Wir wiinschen die Bogengewichte so zu wdhlen, daB fiir jeden
Kreis Zt € K4 die Gewichtsfunktion Null wird., Im Hinblick auf (9)
und (10) miissen wir daher fordern, daB die Realteile der Gewichts-

funktionen fiir alle t = 1,2,... der folgenden Bedingung geniigen
Re {W(z_ -} =0 . (32)

Die Gewichtsfunktionen der 3-gliedrigen Kreise (t = 1,2,3,4)

sind durch bestimmte Produkte von je drei Quaternionen, die der

j-gliedrigen Kreise (t = 5,6,7) durch solche von je vier Quater-
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nionen gegeben, deren Realteile in (25) bzw. (26) notiert sind.
Man k&nnte also mit Hilfe dieser Ausdriicke die Bedingung (32) fiir

die 7 Kreise des K, formulieren und filir das erhaltene Gleichungs-

system eine numerische LOsung suchen. Da im Hinblick auf die Nor-

mierung von 9, jedes Quaternion 3 variierbare Parameter L B
2 .2 2.942
r B!

E
und Y besitzt (ar ergibt sich ja zu o, = (1-0 und ist
daher durch die anderen Parameter festgelegt), also insgesamt 18
frei variierbare Parameter 7 Kreisbedingungen vom Typ (32) gegen-
liberstehen, ist ein derartiges Verfahren nicht ohne Vorgabe bestimm-
ter Parameterwerte ausfiihrbar. Wir haben es daher vorgezogen, von

Anfang an einige Bogengewichte frei zu wdhlen und die anderen Ge-

wichte den gewdhlten schrittweise anzupassen.

Bei der Wahl bestimmter Bogengewichte scheint einige Vorsicht
geboten zu sein. Jedenfalls hatten uns einige Ansidtze zu wider-
sprichlichen Ergebnissen gefiihrt; in anderen Ansdtzen erhielten
wir zwar eine formale L&sung, doch waren nicht alle zu bestimmen-
den Parameter reell, so daf diese "LOsungen" nicht akzeptiert wer-
den konnten. Eine relativ einfache akzeptierbare L&sung erhielten

wir mit dem folgenden Ansatz:
q, = i v
9, = s + «(ai + bj + ck) ,
q; = t + Mai + bj + ck) (33)
g, =0 +ol+Bj+ Yk ,

q5=

1=

Qg = T o nd. & £k 5

In diesem Ansatz sind folgende willkiirliche Festsetzungen enthalten:
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Einmal sind filir die unabhidngigen B&gen 1 und 5 bestimmte Quater-
nionen bequemlichkeitshalber in der denkbar einfachsten Form an-
gesetzt. Fiir die Quaternionen a5 und g, ist derselbe Vektor

y=ai + bj + ck benutzt; sie k&nnen sich nur im Vorzeichen des
vektoriellen Teiles und im Verhdltnis von Skalar- und Vektorteil,
s/k bzw. t/A, unterscheiden. Die Parameter der Quaternionen a, und

qg hingegen sind vollkommen frei variierbar.

Mit dem Ansatz (33) sind ferner die folgenden Normalisierungs-

bedingungen gegeben:

T T O (34a)
s+ x?=1 , (34b)
£2 4 22 24 (34¢)
o 4 0% + 82+ y2 =1 (344)
T L (34e)

wobei sich (34a) auf q, und Ay (34b) auf Ay, (34c) auf A3, (344)
auf q, und (34e) auf qg beziehen .

Da die Quaternionen q, und 95 denselben Vektor v = aitbj+ck
enthalten, kommutieren sie. So erhdlt man u.a. q2q§ = q§q2 und da-

fiir explicit:

q2q§ [s + k(ai+bj+ck) J[t - A(ai+bj+ck)] =

(35)

(st+kd) - (sh-tk) (ai+tbj+ck) = qiq, .
Mit diesem Hilfsergebnis ldBt sich die Gewichtsfunktion des

Semikreises 22 leicht angeben, némlich
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Wz, %) = a3a,95 =
= [(sX-tk)ec] - i(sA-tk)b + j(si-tk)a + (st+k}i)k
Der Realteil dieser Gewichtsfunktion ist daher

Re(ngzqs) = (s - tk)e =0 (36)

Um (36) zu erfiillen, kdnnte man entweder (sh - tk) = O odexr ¢ = 0O
wdhlen. Die erste M6glichkeit, ndmlich (sk - tx) = 0, fiihrt wegen
(34b) und (34c) zu xz = AZ: das wiirde bedeuten, daB a, und q5 ent-
weder gleich (k = 1) oder konjugiert (« = -i) sind. Da jede dieser

Konsequenzen die Flexibilitdt unseres Gewichtssatzes (33) stark

einschrinken kénnte, haben wir uns entschlossen, (36) durch
c=0 (37)

zu befriedigen. Damit werden die urspriinglichen Ansdtze fiir 4, und

d5 gedndert zu

q; = s + «(ai + bj) y

9y = t + Aai + bj) (38)

gleichzeitig ist aber die Kreisbedingung fiir 2, erfiillt.

2
In dhnlicher Weise erhidlt man die Gewichtsfunktionen fiir die

verbleibenden sechs Kreise von K Nachstehend geben wir die Real-

4"

teile dieser Gewichtsfunktionen an:

Zy: Re(q4q5q1) = gka - as - ykb = 0 ; (39)
44z Re(q3q6q#) =TXa + £t + gAb = 0 ; (40)
Zy: Relggayds) = -[ty + &8 - no + ¢ol =0 (47)

Zg: Reldsqgdija,) = txb - ns - tka =0 ; (42)



Zgr  Relggaesnd)
= 1[(st + ¥A)o + (sx - tk)(wa + 8b)] +
+ £[-(st + ¥A)a + (sA - tk)(ca - yb}] + (43)

+ ni=(st + €A)B + (sh - te)i{ya + ob)] +

+ gl-(st + kA)y - (sh - tc)(Ba - ab)] =0 ;
g #* L g -
ot Re(qaqquqs) = —(iay + tB + Xibo) g = (44)
Die Kreisbedingungen (40) - (43) bilden ein lineares homogenes

Gleichungssystem in ©, £, n und ¢, dessen Bearbeitung wir vorerst
zuriickstellen. Die Kreisbedingungen (39) und (44) stellen gewisse
Nebenbedingungen zu dem homogenen Gleichungssystem dar und sind
offenbar von starkem Einfluf auf die Koeffizienten von 1, £, n
und ¢ in (40) - (43); wir wenden uns aus diesem Grund zuerst der

Bearbeitung von (39) und {44) zu.
Gewinnt man aus (39) einen Ausdruck flir b und setzt diesen
in (44) ein, so erhdlt man fiir a wie folgt:

_ ools/k) - By{t/A)

02 % 72

a

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, wihlen wir

a =8 ., (45)
wodurch q, zu
gy =0+ el +aj + vk 02 + 2@2 + YZ =1 (46)
und a zu
= o ”(S/K)g = (;/A)Y (47)
g + v

geindert werden. Mit diesenm Ausdruck filir a erhdlt man aus (39) nun

fiir b wie folgt:
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(/Ao + (s/K)y

b= -a
o? + Y

(48)

Mit diesen Festlegungen (47) und (48) fiir a und b sind zugleich
die Kreisbedingungen (39) und (44) befriedigt; es ist also nur mehr
das durch (40) bis (43) gegebene homogene Gleichungssystem zu 18-

sen.

Bevor wir uns aber dieser Aufgabe widmen, bearbeiten wir (47)
und (48) weiter. Die Parameter a und b sind ja nicht voneinander
unabhédngig, sondern - wie in (38) angemerkt - durch die Normali-
sierungsbedingung a2 + b2 = 1 verbunden. Setzt man (47) und (48)

in diese Bedingung ein, wodurch zugleich a und b eliminiert wer-

den, erhdlt man nach ein wenig Algebra die Beziehung

213252 4 2] = 2262 * vD (49)

Trdgt man in (49) die nachstehenden, aus den in (34b - ¢) und (46)
angegebenen Normalisierungsbedingungen fiir dyr Ay und 9, gewonne-

nen Ausdriicke ein, ndmlich

02 4 Y2 =1 - 242 i
82 =1 - g2 (50)
221222 ,

so ergibt sich nach ein wenig Algebra fiir wz der folgende Ausdruck:

(51)

Mit (47) und (48) lassen sich ferner von den in (43) vorkom-

menden Faktoren die beiden folgenden vereinfachen, némlich

oa - Yb = n(s/k) ,
(52)

ya + gb = =a(t/A) .



Bei Berilicksichtigung von (45) - (52) nehmen die Kreisbedin-
gungen (40) - (43) die folgende Form an:

Tha + £t + zAb =0 (40')

Ty + oo — nx + Lo =0 , (41")

-7kb + ns + tka = 0 , (42")

Tl (st+xh)o + {si-tc)a(a+b)] +

+ E[={st+tki)n + (si-t)a{s/k)] +
(43")
+ nl-{st+cr)a - (si-tx)al{t/2)]

+

+ g[-{st+xA)y - (si-tk)au{a-b)]

c .

Wie bereits bemerkt, bilden diese vier Gleichungen ein homo-
genes Gleichungssystem in 1, £, n und ¢. Bekanntlich hat ein sol-
ches System neben der trivialen Ldsung 1 = £ = n = ¢ = 0 dann und
nur dann auch eine nicht-triviale Ldsung, wenn die aus den Koeffi-
zienten der Gleichungen gebildete Determinante D identisch Null
ist:

D=0 . (53)

Wir wihlen (41') als erste Zeile und (43') als zweite Zeile von
D, Um (43') iibersichtlich notieren zu k&nnen, fihren wir die fol-
genden Abkilirzungen ein:

¥ = s/K

b= /A

(54)
E

(st + kKA) = X{xp + 1) "

F

1]

(sh = tK)

1]

whfy = %) .

als dritte und vierte Zeile von D widhlen wir (40') und (42'), nach-

dem wir (40') durch A und (42') durch k dividiert haben. Auf diesem



Wege erhalten wir fiir D die folgende Form:

D = Y o - g
oE + aF(a+b) -oE + oFY -aE - oFy -YE - aF (a-b)
. (55)
a U} (o] b
=-b (o] X a

Entwickelt man D in Termen von E und F und macht man so oft wie
méglich von a2 + b2 = 1, sowie von (50), (52) und (54) Gebrauch,

so erhdlt man schlieflich

D=0a?(x2+ 2+ 2)[F(x-V) -El -Exp =0 . (56)

Bevor wir (54) fiir E und F in (56) einsetzen, versuchen wir

den Faktor az(xz + wz + 2) zu berechnen. Aus 52 + KZ = 1 und
X = s/k folgt
2= ; (57a)
Xx° + 1
in analoger Weise erhdlt man
32 = e 1 (57b)
e+ 1
aus t2 + Az =1 und ¥ = t/A., Trdgt man diese beiden Ausdriicke in
(51) ein, erh#ilt man schlieBlich
2+ e =1, (57¢)
wodurch (56) vereinfacht wird zu
D=F(x - w) —El{x¢y +1) =0 . (58)

Setzt man nun RS(54) fiir E und F in (58) ein und dividiert die so

erhaltene Gleichung durch kX, so erreicht man endlich den Ausdruck

D=(x-w2-@w+ni=0, (59)



der die notwendige und hinreichende Bedingung filir eine nicht-tri-
viale Losung filir 1, £, n und 7 angibt. Aus (59) ergeben sich zwei
Lésungen fir x und §, ndmlich

X = HE 1)

woraus fir X1 und Xp in expliciter Form folgt:

= gt U — ek
I ] ' Xy = T T 3 (60)

Die beiden L&sungen fiir y stehen in den Relationen
o
X1(—¢) = -xz(w) -

In einem p/y-Diagramm (siehe Abbildung 1) stellen X4 und Xy
je eine gleichseitige Hyperbel dar, deren Assymptoten mit der -
und der x-Achse parallel sind und sich fir X1 im Punkt ¥=1,%= -1
und fiir Xo im Punkt ¢=-1,%=1 schneiden (sie sind in Abb. 1 nicht
dargestellt) . Jedes Wertepaar von i und ¥, das einem Punkt dieser
Hyperbeln entspricht, stellt eine Ldsund der Aufgabe D = O dar;
wir haben somit mit (59) eine ganze Familie von L&sungen erhalten.

Aus der unendlichen Vielfalt der L&sungen wdhlen wir diejenige,

fiir die neben (59) noch
s = (61)
gilt. Setzen wir (61) in (59) ein, erhalten wir

ot 52 e =0 (62)

als Bestimmungsgleichung fir y, und die Wurzeln

pid = +(v2 + 1)
142 ’ (63)

. = +(/27 - 1)



X2 +-3 X

Abbildung 1: Graphische Darstellung von Gleichung (60)
Alle in (62) angegebenen Losungen sind reell und daher akzep-
tierbar. Sie sind in Abb. 1 durch kleine Kreise gekennzeichnet.

Um t, £, n und ¢ ausrechnen zu k&nnen, miissen zunichst die
Elemente der Determinante (55) unter Beriicksichtigung von (61) re-

formuliert werden. Aus (57c) und (61) folgt

womit sich weiter ergibt:



Da an das Verhdltnis o/y keine Anforderung gestellt ist, kdnnen
¢ und vy innerhalb des durch die letzte Gleichung gesteckten Rah-—
mens beliebig gewdhlt werden, Aus der unendlichen Vielfalt der
M8glichkeiten widhlen wir die einfachste, némlich ¢ = y. Somit er-

halten wir die Parameter von q, wie folgt:

1 -4 = X
o= B = —mm———— as W s (64)
V2 (x3+1) V2 (x741)

Wenn wir diese Werte in die erste Zeile von (55) einsetzen, werden

wir 0 = ¥y = o benutzen und dann die Zeile mit « durchkiirzen.

Nachdem ¢, « und y durch (64) festgelegt sind, lassen sich
bei Beriicksichtigung von (61) a und b als Funktionen von x aus-

driicken. Aus (47) und (48) erhdlt man
a=1 y b=o0 : (65)
damit ist der Vektorteil von g, und q4 auf v = i festgelegt.

wie (57a) und (57b) zeigen, werden mit (61) die Parameter «

und } in die Beziehung

K =i = (66)

Damit ergeben sich aus RS(54)

2
E= = At

¥I+1 el

]
il
’;\)

. (67)



Setzt man (64) - (67) in die Determinante (55) ein und multi-
pliziert die erste Zeile - wie bereits erwdhnt - mit 1/ua = V2(x2+ﬂ
und die zweite Zeile mit (x2+1)V5(X2+1), so erhdlt man die nach-

stehende Form:

D = X 1 -1 X
T S L B S A IC .
(68)
1 iy (0] o}
o] [¢] X 1

Aus den ersten und den beiden letzten Zeilen von (68) erhilt

man die relativen Werte der Parameter von q, wie folgt:
T T
E':Y ’ n=Y ’ ¢ = =T . (69)
Mit diesem Ergebnis fiihrt die zweite Zeile von (68) zu
- E -t e=0

was mit (62) iibereinstimmt. Aus (69) und (34e) ergeben sich schlies-

lich die folgenden absoluten Werte flir die Parameter von dg:

1

/2 (2+1) ’
£ =
V2 (x2+1) :
(70)
.
2 (% 41) i

1
/2 (x2+1)



Wir haben somit die Elemente fiir eine Gewichtsmatrix E(K4)

des vollstdndigen Graphen K4,

WK, = o} q, a, as
ql- 0 q qi
4 . ¢ (71)
a5 dy o 95
a3 g az o

gefunden, welche die gewlinschten Eigenschaften hat:

1. das charakteristische Polynom der Matrix, ¢(E(K4) ;x) und das

Matching Polynom a(qux) sind wie in (4) gefordert, identisch;

2. sie produziert fiir jeden Kreis Zt € K4 eine Gewichtsfunktion

vom Werte Null.

Die Elemente von E(K4) sind der Ubersicht halber nachfolgend

zusammengestellt:
MRS
q, = xR Y2 + iR V2
9; = xR YZ - iR V2 ,
q4=XR+iR+j_R+5xR 5 (72)
9 = k '
dg = ¥R + iR + jR - kxR ;

R = [2(x% + 1171/2

=+ (/2+1) , V2 -1 .

1+

X1,2 X3,4

Wie bereits frither bemerkt, ist die durch (71) und (72) definierte

Matrix durch die Festlegung U = =X in (61) aus einer ganzen Familie
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von H(K4) ausgewdhlt (siehe Abb. 1), von denen jede die oben ge-

nannten Eigenschaften besitzt.

Da E(K4) fiilr jeden Kreis Zt € K4 die Gewichtsfunktion w(zt+) =0
produziert, kénnen ihre Gewichte in sinngemidBer Weise auf jeden
tricyclischen Graph G libertragen werden, der mit K4 homéomorph
ist. Ein solcher Graph wird dadurch erhalten, daB die Kanten von
Ky durch eine gewisse Anzahl von Knoten geteilt werden. Es sei die
Kante r durch n, Knoten geteilt; dadurch entstehen aus der Kante r
genau n, + 1 Kanten. Im Digraph Kz zerfdllt somit der Bogen r in
eine Folge von n. + 1 BSgen, deren Richtung durch die Richtung des
urspriinglichen Bogens r festgelegt sei. Teilt man jedem dieser BG-

gen das Gewicht

(qr)'l/(nrﬂ)

zu, welches mit Hilfe von (30c) ermittelt werden kann, so erhdlt
man g als Gewichtsfunktion flir die durch die Teilung der Kante r
entstandene Bogensequenz. Verfdhrt man bei allen Bdgen r, 1§r§6,

in gleicher Weise, so resultiert schlieflich eine Gewichtsmatrix

W(G), welche flir jeden Kreis Z_ € G die Gewichtsfunktion Null lie-

t
fert und somit, unabhdngig von der Lidnge der Kreise Zt € G, bei
ihrer Entwicklung gemdp (4) und (5) das Matching Polynom des tri-

zyklischen Graphen G erzeugt:
(Gix) = o (W(G);x) .

Fiir den nachstehenden Graph des peri-Benzoazulen-Radikals

erhdlt man so fiir die peripheren Kanten des 5-, 6- und 7-Ringes

(6) (5

14)



die Gewichte:

1/3

ay = cos f%);l + R4(£ + j + xk¥ sin G"l i
cos 3@:1 = ¥R o RS ()(2 + 2)_1/2
q;/4=cos-g+5_sing~ 7
1/5 - L] 2 5 = i '
9 cos @6 + R6(-]= + g ¥k) sin @6 7
cos 594 = xR ; R = B & BE

Mit diesem Beispiel ist die Ubertragung der in (72) angegebe-
nen Resultate auf einen mit K, homomorphen Graph illustriert. Wie
in [1] gezeigt wurde, 148t die Verwendung komplexer Bogengewichte
nur eine kollektive L8sung fir W(X,) zu. Diese Resultate kdnnen
nur auf mit Ky homdomorphe Graphen ilibertragen werden, deren Sym-
metrie entweder mit der des K4 tibereinstimmt oder auf
E1 X SB[Ea+d+1] reduziert ist, wobei a und d die in [1] angegebene
Bedeutung haben (bezliglich der Notierung der Automorphismengruppe
siehe [12]). Im Gegensatz hierzu ist die mit guaternionischen Bo-
gengewichten erzielte Ldsung fiir _vg(K4) auf beliebige trizyklische,
homdomorphe Graphen libertragbar.

mit K4

Natiirlich sind auch der Methode, Gewichtsmatrizen mit quater-
nionischen Elementen und den in (9) und (11) beschriebenen Eigen-
schaften zu konstruieren, gewisse Grenzen gesetzt. So wird eine
dhnliche "triviale" Lsung fiir den KS wahrscheinlich nicht erziel-
bar sein, da der K5 10 Kanten und insgesamt 37 Kreise besitzt; bei
quaternionischen Gewichten wiirden also 30 variierbare Parameter

zur Verfiigung stehen, mit denen aber 37 Kreisbedingungen vom Typ

(9) nicht erfiillbar sein dlirften.



(5) zusammenfassung

1. Mit dieser Arbeit wurden unseres Wissens erstmalig Qua-
ternionen bei der Behandlung eines graphentheoretischen Problems

verwendet.

2. Mit Hilfe quaternionischer Kantengewichte konnte eine
Gewichtsmatrix filir den K4 erhalten werden, welche das Matching
Polynom Q(K4;x) als charakteristisches Polynom ¢(E(K4);x) produ-
ziert und fiir jeden Kreis Zt € K4 eine mit Null identische Ge-
wichtsfunktion liefert.

3. Infolge der letztgenannten Eigenschaft 1ld8t sich flir jeden

trizyklischen Graph G, der mit K, homBomorph ist, aus E(K4) eine

4
Gewichtsmatrix W(G) gewinnen, welche dieselben allgemeinen Eigen-

schaften wie ﬂ(qu besitzt.

4, Durch diese Ergebnisse wird ein neues Licht auf die Frage
geworfen, ob derartige Gewichtsmatrizen fiir jeden beliebigen
schlichten Graph existieren, auf welche wir an anderer Stelle [8]

eingehen.
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