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Abstract

It is proved that for every simple graph a Hermitian
weight matrix exists which generates the matching polynomial
of the graph. The well-known relation (18) between the mat-
ching polynomials of particular subgraphs proved earlier by
induction [12] is derived from that weight matrix by means
of the Jacobi-theorem.

Es wird gezeigt, daf fir jeden schlichten Graphen eine
hermitische Gewichtsmatrix existiert, welche das Matching
Polynom erzeugt. Die bekannte, bisher durch Induktion [12]
bewiesene Beziehung (18) wird mit Hilfe des Jacobi-Theorems
aus dieser Matrix hergeleitet.

* parts I-IIT siehe [1] bis (3]
* permanente Adresse: "Ruder Boskovié" Institute,

YU-41001 Zagreb, Croatia, Yugoslavia
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1. Einleitung
In den ersten Mitteilungen dieser Reihe [1-3] haben wir uns
mit der Auffindung einer Gewichtsmatrix W(G) fiir bestimmte
polyzyklische Graphen G befaBt, deren charakteristisches Polynom
$(W(G);x) mit dem Matching Polynom «{(G;x) des Graphen
ibereinstimmt:
a(G;x) = #(W(G);x) = det[xI-W] = W, (1)

so daR «(G;x) durch Entwicklung der Determinante W gemdf

W (2)

= _11P 7
W ;}( 1) P WllWZZ"' i

erhalten wird. Wie dort im Detail gezeigt ist, muB W(G) die folgen-

den Eigenschaften besitzen:

1. Bei der Entwicklung von W muf genau die Zahl der Terme, welche
durch k unabhdngige Transpositionen der Spaltenindices
entstehen, abgezdhlt werden, da deren Anzahl, p(G,k), den

Koeffizienten von x" 2K

in «(G;x) darstellt.
2. Fir die den Kreisen 2, G entsprechenden Terme in der Entwicklung
(2) von W milssen Gewichtsfunktionen resultieren, welche diese

Beitrdge zum Verschwinden bringen.

Diese Eigenschaften besitzt W(G) sicher dann, wenn a) fiir
jedes von Null verschiedene Elemente von W(G) gilt
WoaWey & 1 (3)
und wenn b) fiir jeden Kreis 2,56 eine Gewichtsfunktion w(zt) vom

Werte Null erzeugt wird:

W(Zt) =0 (4)
Im Hinblick auf (3) setzen wir
*
Wrs = Wsr L5}

fest; es ist somit W(G) eine hermitische Matrix.
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Eine Matrix W(G), welche der Bedingung (4) geniigt, liefert
die sogenannte "triviale" Lésung [4] des Problems; l1&Rt sich hin-
gegen das Verschwinden der zyklischen Beitrdge nur dadurch bewir-
ken, daf flir geeignete Kollektionen von Kreisen die an sich von
Null verschiedenen Kreisgewichte in ihrer Summe Null ergeben,
spricht man von einer "kollektiven" L&sung. Wie sich zeigen 1l&8t,
kann fiir einen allgemeinen, symmetrielosen Graph - wenn iiberhaupt -
nur eine triviale LOsung erzielt werden, Da wir uns aber hier mit
der Frage der Existenz und der Konstruktion von Gewichtsmatrizen
W(G) fiir beliebige schlichte polyzyklische Graphen befassen, sind
hier nur triviale L&sungen von Interesse. Wenn wir in der Folge von
einer Gewichtsmatrix W(G) sprechen, meinen wir aus diesem Grunde

eine solche, die (4) erfillt.

2. Polyzyklische Graphen

Wir nennen den Graphen G dann polyzyklisch, wenn er keinen
Enoten vom Grad g=1 und mindestens zwei Knoten vom Grad g>2 enth&lt
und wenn jeder Kreis von G mit mindestens einem anderen Kreis von G

mindestens eine Kante gemeinsam hat.

Die Knoten vom Grad g>2 nennen wir Verzweigungsknoten. Sie
sind paarweise durch Wege verbunden. Wir sagen, zweil Ver-
zweigungsknoten seien benachbart, wenn sie durch mindestens einen
Weg verbunden sind, der - abgesehen von den Endknoten - nur Knoten
vom Grad g=2 enthdlt; einen solchen Weg nennen wir "Nachbarschafts-

weg".
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Es seien r und s benachbarte Verzweigungsknoten und B ihr

Nachbarschaftsweg. Die zu P gehSrenden Knoten vom Grad g=2 seien

rs
der Reihe nach mit r+x, k=1,2,...,s-r, bezeichnet und es gelte
(r+k)adj{r+k+1l), sowie r adj(r+l). Die Gewichtsmatrix W(G) erzeugt

fir Pos die Gewichte

W(Pr*s) = Wr r+lwr+1 r+2"'Ws-2 s—lws—l s '
(6)
W(Prks) = ws s—lws—l s—2"'wr+2 r+1wr+l r '
Infolge von (5) gilt
*
W(Pras) = W(Pres) + (7)
woraus wegen (3) weiter folgt
Wlpr»s)W{Pres) 3 Y (8)
Gibt es zwischen benachbarten Verzweigungsknoten mehrere Nachbar-
schaftswege, so missen diese durch ein Superscript, z.B,: P%s’ Pis'

usw. unterschieden werden.

Die Anzahl N der Nachbarschaftswege, welche G insgesamt
enthdlt, ist durch den Knotengrad der Verzweigungsknoten bestimmt.

Wenn n(g) die Zahl der Knoten vom Grad g bezeichnet, so gilt

2N = I n(q). (9)
g>»2

Wir sagen, die Kreise eines polyzyklischen Graphen G seien
anneliert, wenn alle Verzweigungsknoten von G dem ldngsten Kreis

von G angehéren; andernfalls bezeichenn wir sie als kondensiert.

Nach der oben gegebenen Erkldrung des Begriffes
"polyzyklischer Graph" sind Graphen, welche aus mehreren Kreisen

bestehen, von denen zwei nur einen Knoten gemeinsam haben
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("Spiro-Kreise"), von der Betrachtung ausgeschlossen. Wir haben
dies mit Absicht getan. Beziiglich W(G) verhalten sich Spiro-Kreise

wie isolierte Kreise und kénnen wie diese behandelt werden [5-7].

Wie der Leser feststellen wird, sind die hier gegebenen
{iberlegungen auch auf polyzyklische Graphen mit Seitenketten direkt
ibertraghar; da aber die Darstellung der Verhdltnisse fiir
polyzyklische Graphen ohne Seitenketten einfacher ist, haben wir

uns auf sclche Graphen beschréankt.

3. Existenz von E(G) fiir beliebige polyzyklische Graphen G

Man kann die Frage nach der Existenz einer Gewichtsmatrix
W(G) mit den in der Einleitung genannten Eigenschaften mit der
Frage vereinen, ob eine solche Matrix auch explizit angeschrieben
werden kann. In dieser Weise wurde diese Frage schon in (4] behan-
delt und verneint. Wir wollen hier die beiden Fragen getrennt hal-
ten. Selbstverstdndlich ist die explizite Angabe einer Matrix W(G)
ein unanfechtbarer Beweis fiir ihre Existenz und sicher ein hin-
reichendes Existenzkriterium; wir stellen also hier in Frage, daB

es auch ein notwendiges Kriterium ist.

Den AnstoB zu diesen Uberlegungen haben die in [2] und (3]
berichteten Ergebnisse gegeben, die aus diesem Grunde hier noch
kurz referiert seien. In [2] haben wir einerseits gezeigt, daf fiir
@(Kd) keine triviale L&sung erzielbar ist, wenn die Elemente von
E(K4) dem K&rper der komplexen Zahlen entnommen werden; anderer-—

seits konnten wir zeigen, daf sich Familien von ﬂ(x4) herleiten
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lassen, wenn die Matrixelemente dem erweiterten Zahlensystem der
Quaternionen entnommen werden. In [3] geben wir - wieder mit Hilfe
quaternionischer Gewichte - triviale L&sungen fiir einige, chemisch
besonders interessante, polyzyklische Graphen an, fiir welche mit
komplexen Gewichten nur kollektive L3sungen erzielt werden konnten

[1,4,8].

Wir meinen aus diesen Ergebnissen den Schluf ziehen zu
missen, die explizite Angabe von W(G) hdnge im wesentlichen von der
Leistungsfdhigkeit der uns zur Verfiligung stehenden Ausdrucksmittel
(d.h. der Flexibilitdt des Parametersatzes der Gewichte) ab und
kénne daher nicht ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz von
W(G) sein. Um die Frage der Existenz von W(G) fiir beliebige
polyzyklische Graphen zu entscheiden, muf man sich unseres
Erachtens daher auf andere Evidenzen stiitzen; in den beiden folgen-
den Abschnitten versuchen wir, solche allgemeinen Evidenzen

herzuleiten.

In Bezug auf die oben erwdhnte Flexibilit&dt des Parameter-
satzes der Gewichte sei kurz angemerkt: sind die Elemente W.o von
W(G) komplexe Zahlen, dann hat man im Hinblick auf (3) je Element
W einen frei variierbaren reellen Parameter zur Verfiigung; die
Zahl der frei variierbaren reellen Parameter verdreifacht sich
jedoch, wenn die Elemente W durch Quaternionen dargestellt wer-
den. Die Bedeutung dieses Unterschicdes wollen wir kurz am Beispiel
des K4 erldutern. Der K, enthalt 6 Kanten; dem entsprechen 6 bzw.
18 frei variierbare reelle Parameter, je nachdem, ob man komplexe

oder quaternionische Gewichte ansetzt. Da der K4 7 Kreise enthdlt,

miissen die Parameter 7 Kreisbedingungen vom Typ (4) angepaBt wer-
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den, damit W(G) eine triviale Ldsung darstellt. Es ist einzusehen,
daR dies mit den 6 frei variierbaren Parametern eines komplexen

Gewichtssatzes nicht erzielbar ist.

In einem allgemeinen polyzyklischen Graph G kommt es
weniger auf die den einzelnen Kanten zugeordneten Gewichte als auf
die Gewichtsfunktionen W(Pras) der Nachbarschaftswege an, was auch
die in [3] benutzten Ansidtze verdeutlichen. Nehmen wir an, G
enthalte einen Kreis Z, der sich aus der geordneten Folge der Nach-

barschaftswege P P zusammensetze, was formal wie folgt

r+s’ ps—bt' tor

ausgedriickt sei:

Z 3 =P U P U P ¥ (10)

pann ergeben sich fiir Z die folgenden Gewichtsfunktionen

W(Z2) = W(P_, ) WP ) WP, )

s-t tor

(11)

* * *
W(ze) = W(Ptqr) W(Esat) W(Pr4s) '
wobei von (7) Gebrauch gemacht wurde. Wie in [2] gezeigt ist, gilt

fiir die Realteile dieser Gewichtsfunktionen
Re{W(Z»)]} = Re{W(Z«)}}. (12)
so daB wir fiir jeden Kreis 2 mit einer der in (11) angegebenen all-

gemeinen Gewichtsfunktionen auskommen, die dann mit W(Z) bezeichnet

sei.
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Wie mit (11) illustriert ist, kommt es in der Tat auf die
Gewichtsfunktionen W(Pr+s) an, wenn die Bedingung (4) fiir jeden
Kreis von G formuliert wird. In (9) ist die 2ahl der Nachbar-
schaftswege, die ein gegebener polyzyklischer Graph besitzt, an-~
gegeben. Bei Verwendung komplexer Gewichte stehen somit N, bei Ver-
wendung quaternionischer Gewichte 3N frei variierbare Parameter zur
Verfiigung. Man kdnnte vermuten, eine triviale Lésung fiir W(G) ist
immer dann erzielbar, wenn die Zahl der Kreise, von denen jeder
eine Kreisbedingung (4) verursacht, geringer oder gleich der Zzahl
der variierbaren Parameter ist. Formal wird man sicher unter den
genannten Umstdnden eine Losung erzielen, es fragt sich nur, ob
diese Losung allen Parametern reelle Werte zuordnet und somit auch
akzeptierbar ist. Jedenfalls darf man nicht erwarten, akzeptierbare
Losungen erzielen zu kdnnen, wenn die Zahl der Kreisbedingungen die
Zahl der variierbaren Parameter iibersteigt. Damit ist auch bei Vver-
wendung quaternionischer Gewichte der Konstruktion explizit angeb-
barer Formen von W(G) eine gewisse Grenze gesetzt. Ein Beispiel fiir
einen Graphen jenseits dieser Grenze konnte der Kg sein: er besitzt
10 Kanten, so daf zwar 30 variierbare Parameter zur Verfiligung ste-
hen, die aber 37 Kreisbedingungen angepaBt sein miiRten! Wir
zweifeln aber nicht an der Méglichkeit, auch fiir den KS eine
triviale Losung zu erzielen, wenn noch allgemeinere Zahlen als
Quaternionen fiir die Notierung der Elemente von H(KS) zur Verfiigung
stiinden und sich damit die Zahl der variierbaren Parameter merklich

erhdhen wiirde.
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4. Erste Evidenz fiir die Existenz von W(G) fiir beliebige

polyzyklische Graphen: "Effektive Gewichtsmatrizen"

Aus den zuletzt angestellten Uberlegungen l#Rt sich das
folgende Resiimee ziehen: wenn die Gewichte, welche den Kanten von G
(bzw. die Gewichtsfunktionen, welche den Nachbarschaftswegen von G)
zugeordnet werden, nur eine ausreichende Anzahl variierbarer
Parameter besitzen, d.h, die hierfiir verwendeten Zahlen auf einer
ausreichend grofen Basis definiert sind, dann ldRt sich immer eine
triviale L&sung fiir w(G) erzielen. In diesen Uberlegungen ist
bereits die Existenz veon W(G) an sich fiir beliebige polyzyklische

Graphen vorausgesetzt.

Nehmen wir an, G sei ein polyzyklischer Graph, der mehr

Kreise enthalte als frei variierbare Parameter durch den Satz
seiner Gewichte zur Verfiigung gestellt werden. Sicher kann in
diesem Fall eine triviale Ldsung fiir W(G) nicht explizit dar-
gestellt werden. Wir nehmen aber an, daf auch fiir diesen
polyzyklischen Graphen an sich eine Matrix W(G) mit den in der Ein-
leitung genannten Eigenschaften existiere. Eine solche, nur infolge
der beschréankten Flexibilitdt der uns zur Verfiigung stehenden
zahlen nicht explizit angebbare Matrix W(G) wollen wir eine "effek-

tive Gewichtsmatrix" nennen.

Die Elemente einer solchen Matrix miifRten die Bedingungen
(3) und (5) erfiillen, womit auch gesichert ware, daf die Matrix den
Bedingungen (7) und (8) geniigt. Setzt man voraus, daR der Bedingung
(5) genugt wird, dann stellt (3) nur die Forderung dar, die Norm

der fiir W gewahlten Zahl sei 1; da es in jedem, beliebig erwei-
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terten Zahlensystem mdglich sein muf, von einer beliebigen Zahl
dieses Systems genau dasjenige Vielfache zu nehmen, das der Norm 1
entspricht, kénnen der Erfiillung von (3) keine Schwierigkeiten im
Wege stehen, vorausgesetzt, die Bedingung (5) ist erfiillt und es
ist zu jeder beliebigen Zahl deren konjugierte Zahl definiert.
Solche Eigenschaften muB ein erweitertes Zahlensystem haben, damit
es fiir die explizite Notierung von W(G) geeignet ist. Fiir die
(implizite) Formulierung einer effektiven Gewichtsmatrix W(G)
geniigt es aber vorauszusetzen, daf die Bedingungen (3) und (5)

erfiillt sind.

Damit lassen sich zuerst die Gewichtsfunktionen der Nach-
barschaftswege, wie in (6) angegeben, mit den Nebenbedingungen (7)
und (8) und dann die Gewichtsfunktionen der einzelnen Kreise gemdf
(10) und (11) definieren. Die Bedingung (4), welche von W(G) fiir

jeden Kreis Z,eG erfiillt werden mufl, wird durch Re[W(zt+)]=0

t
implizit ausgedriickt.

Es kann also jedem beliebigen polyzyklischen Graphen G eine
hermitische effektive Gewichtsmatrix zugeordnet werden, welche
durch die Angabe der Kreisbedingungen vom Typ (4) fiir alle Kreise
von G hinreichend erkldrt ist. Ist z.B. der in (10) angegebene

Kreis Z der Kreis Z_€G, so lautet die Kreisbedingung (4) fiir ihn

5
wie folgt:

Re{W(3,2)) = Re{W(P ) W(P_ ) W(P )} =0 . (13)

Wie man sich leicht Uberzeugen kann, erfiillt eine derartig erklédrte
effektive Gewichtsmatrix W(G) die Bedingung (1), auf welche es

letzten Endes ankommt.
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Die GCesamtheit der Kreisbedingungen (13) bildet ein
homogenes Gleichungssystem, das umso sicherer widerspruchsfrei zu
losen ist, je mehr Freiheitsgrade es enthdlt. All das hier Gesagte
wirde ausreichen, um auf die Existenz einer Gewichtsmatrix W(G) fiir
jeden beliebigen polyzyklischen Graphen G zu schliefien, wenn nicht
noch die Einschrankung wédre, daR eine LOsung des durch die Kreis-
bedingungen (13) erzeugten Gleichungssystems nur dann akzeptierbar
ist, wenn sie fiir alle involvierten Parameter reelle Werte liefert.
pa wir nicht mit Sicherheit darauf schlieflen kdnnen, daf fiir jeden
pelyzyklischen Graphen mindestens eine akzeptierbare Ldsung des
durch (13) erzeugten Gleichungssystems erhalten wird, dirfen wir
das hier Gesagte nicht als einen schliissigen Beweis fiir die
Existenz von W(G) flir jeden polyzyklischen Graphen G werten; es ist
aber eine beachtenswerte Evidenz fiir die mdgliche Existenz von
W(G), die dieser Mdglichkeit dariiber hinaus eine hohe Wahrschein-

lichkeit zuschreibt.

5. Zweite Evidenz fiir die Existenz von W(G) fir beliebige

polyzyklische Graphen: Jacobi-Beziehung fiir Matching Polynome

Es sei A eine Determinante vom Grad n. Mit & und A

rlt
seien jene Unterdeterminanten von A bezeichnet, welche durch das

rs|tu

streichen der Zeile r und der Spalle | bzw. das Streichen der
Zzeilen r und s und der Spalten t und u erhalten werden. Durch das
Jacobi-Theorem [9] werden verschiedene Beziehungen zwischen Unter-
determinanten von A hergestellt; die uns hier interessierende

lautet wie folgt:
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Srlrs|s 7 B%rs|rs T Or|sls|c ¢ 114
Wenn A eine hermitische Determinante ist, dann gilt
+
Bzls = Bg)e ¥ (15a)
falls & symmetrisch ist, gilt
Bels = Bs|r i 1488}

Ar|s selbst ist aber nicht hermitisch (symmetrisch). Identifiziert
man A mit der Determinante

det[xI - A] = &(G;x) , (16)
welche das charakteristische Polynom &(G;x) des Graphen erzeugt, so
hat man die folgenden Identitdten:

A = $(G;x)

iy = §(G-r;x)

r|r

a = $(G-5;:x)

s|s

Arslrs = $(G-r-s;x)

4 = L Q(G—Pr 1x)

rls = %s|r (e} s

rs
und (14) nimmt in diesem Falle die folgende wohlbekannte Form an
[10,11]:

$(G-r;x)¢(G-s5;%x)-¢(G;x)®(G-r-s;x)=[ I @(G-Prs;x]]2 (17)

Prs

Eine dhnliche Beziehung besteht fiir die Matching Polynome,
namlich:

alG-r; %) a(G-8;%)=alGix)u(G-r-ssx}= E [alG-P._;x)]%, (18)

rs
{P[sj

welche durch vollstdndige Induktion bewiesen wurde [12]. Die linken

Seiten von (17) und (18) entsprechen einander vollkommen; die



- 105 -
rechten Seiten von (17) und (18) unterscheiden sich insofern, als
sie im Falle der charakteristischen Polynome, {(17), durch das
Quadrat einer Summe von Polynomen, im Falle der Matching Polynome

durch eine Summe der Quadrate von Polynomen dargestellt ist.

Wir werden nun zeigen, daf (18) aus (14) folgt, wenn A& mit
der in {1} definierten Determinante identifiziert wird, wobei es
nicht von Belang ist, ob die Gewichtsmatrix W(G) in expliziter Form
angegeben werden kann oder nur als effektive Gewichtsmatrix vor-

liegt.

Zuerst miissen wir zeigen, daR das Matching Polynom «(G-r;x)

durch die entsprechende Unterdeterminante 4 dargestellt wird,

r|c
wenn wir O=W setzen. Zu diesem Zwecke lesen wir (1) von rechts nach
links und formulieren fiir die ersten Schritte in Analogie zu (1):

a =W

= det[x;[lr -w ] (19a)

r|rc £ |t r|r

wobei I und W

Tele P diejenigen Matrizen der Ordnung n-~1 darstellen,

die aus I bzw. W durch Streichen der Zeile r und Spalte r erhalten
werden, Die in {(19a) angegebenen Schritte entsprechen der Bedeutung
von Ar|r und der Definition von W in (1). Wir miissen also nur
zeigen, daR die auf der rechten Seite von (19a) stehende Determi-
nante das Matching Polynom «(G-r;x) produziert. Dies ist sicher der

Fall, wenn W

—r|r(G) eine Gewichtsmatrix fiir den Graph G-r darstellt,

alse wenn gilt
ﬂrlr(c) = W(G-1) . (19b)
pa die Elemente von W(G) die Bedingungen (3) und (5) erfiillen,

trifft dies auch fiir die Matrix errlc) zu. Es ist also nur zu
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priifen, ob ﬂflf(

G) fiir alle in G-r enthaltenen Kreise die Bedingung
(4) erfiillt. Ohne Verlust an Allgemeinheit diirfen wir annehmen, der
aus G entfernte Knoten r geh&re zu dem Nachbarschaftsweg P yEGi es
kann r einer der Endknoten oder einer der inneren Knoten (vom Grad
g=2) dieses Weges sein. Einfachheitshalber nehmen wir vorerst an, r
sei ein innerer Knoten von Pov® Durch seine Entfernung aus G werden
PuveG und auch alle Kreise von G, welche Puv enthalten, un-
terbrochen. Es enthdlt daher G-r alle jene Kreise von G, welche
nicht Puv enthalten und nur diese. Da W(G) die Bedingung (4) fiir
diese Kreise erfiillt, und da die mit diesen Kreisen korrespondie-
renden Elemente durch die Entfernung von r nicht beriihrt werden,
muf Hr|r
erfiillen. Wir stellen damit die Gliltigkeit von (19b) fest und

(G) Bedingung (4) fiir alle in G-r vorhandenen Kreise

kénnen daher schreiben

o(G-r;x) = det[x;r]:—grlr(s)] = err = Arir . (20)
Wenn r mit einem der Endknoten wvon PuveG identisch ist, sagen wir
r=u, so koénnen in G-r nur diejenigen Kreise von G enthalten sein,
zu denen der Knoten r=u nicht gehért; dadurch wird die Zahl der in
G-r enthaltenen Kreise verringert, aber die Giiltigkeit der Aussagen
(19b) und (20) wird davon nicht berihrt. Auf dhnlichen Wegen erhdlt
man analoge Aussagen fiir die anderen Determinanten der linken Seite
von (14). Identifiziert man also auf der Grundlage von (1) die
Determinante 8 in (14) mit dem Matching Polynom «(G;x) des Graphen

G, so haben wir die folgenden Identité&ten:

A= afG;x) ,

A = a(G-r;x) ,

vz (21)
Asls = a({G-s;x) ,
Arslrs = o(G-r-s;x) .

Damit sind die linken Seiten von (14) und (18) identisch gleich.
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Fiir die Unterdeterminanten der rechten Seite von (14)
dirfen wir ochne Verlust an Allgemeinheit annehmen r<s. Wendet man
das in (2) gegebene Entwicklungstheorem auf Ar]s und Aslr an,

erhdlt man [10]:

= T [(W(e* )-a

4 1
r|s (e, ) res’ Trkg K. .80k Ky L8
(22)
A, = T [W(PM, )-a ]
s|r ., r3s Crk Ky . .8|rK Ky .8

parin stellen Kye Kopews die Knoten dar, die zu dem in dem
betreffenden Term betrachteten Weg P?s gehéren und durch
M»=1,2,...,p sind die verschiedenen Wege, welche r und s in G ver-
binden, unterschieden; die Menge dieser Wege, {iber welche die Sum-
mierung lduft, ist also in voller Ausfiihrlichkeit wie folgt zu

notieren:

X

A
= [Pr

{p SIPrseG, A=1;256000p)

IS]

pie in der rechten Seite von (22) auftretenden Unterdeterminanten
sind hermitisch und kénnen aus den im Zusammenhang mit L\r|r

erérterten Griinden mit a(G-P?S;x) identifiziert werden. Man darf

daher anstelle von (22) auch wie folgt schreiben:

beps = IWRR ) w(G-Ry i)
{P[S} B
. . (23)
Aslr = I [W(PZ, ) a(G-P_ ix)]
{PES

pie Ausdriicke fiir °r|s und As|r unterscheiden sich also nur in den
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Gewichtsfunktionen, mit denen die Matching Polynome multipliziert
sind; mit (7) und (8) sind die Beziehungen zwischen diesen

Gewichtsfunktionen angegeben.

Setzt man (23) in die rechte Seite von (14) ein so erhdlt

man

A A [ uo
8 |sls | =t EIW(PL YalG-R  ix) JFIEIW(PL , ) a{G-P)  ix}]]

-t twied w(er, ) la(e-2) ix))%) + (24)
(h=u)
+ L I((WE W) + We? (P )] - a(6-P_;x) e(6-P¥_;x)}
res s res s rs’ rs’

Ay

Das Produkt der Gewichtsfunktionen in der ersten Summe ist gemdR
(8) fiir jeden Weg P?s gleich 1; fiir diese Summe kann daher einfach

geschrieben werden:

A Z
L [“(G'Prs'x)]

e, .}

Die beiden Produkte von Gewichtsfunktionen, welche in der Dop-

Ay

pelsumme auftreten, stellen die Gewichte eines Kreises 2"7eG dar,

der aus zwei verschiedenen Wegen, P:s und Pgs’ gebildet wird:

A, _ oA "
2 (-_Pr(-SUPr-*S

In Analogie zu (10) und (11) gilt daher
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Au A o
WzMe) = wied w(ed ),
WM = tweMea 1t = weed_weet, ) .

res r-os

Nun besitzt W(G) aber, wie in {4) angegeben, die Eigenschaft, fiir
die Gewichtsfunktionen aller zu G gehdrenden Kreise den Wert Null
zu produzieren; es ist daher die Gewichtsfunktion eines jeden Terms
der Doppelsumme Null, so daB diese identisch zu Null verschwindet.
Wir erhalten also schlieBlich fiir die rechte Seite von (14) den

Ausdruck

2
Arisﬂslr - (PE }[Q(G—PES)] . (25)

rs
Es stimmen also auch die rechten Seiten von (14} und (18) iiberein.

Damit ist gezeigt, daf die fiir jeden Graph, also auch fiir
jeden polyzyklischen Graphen, gliltige Beziehung (18) mit Hilfe des
Jacobi-Theorems aus der in (1) definierten Determinante herleitbar

ist.

Hieraus kann man mit Sicherheit den SchluB ziehen, daB fir
jeden Graph - und somit auch fiir jeden polyzyklischen Graphen G -
eine Gewichtsmatrix W(G) mit den in der Einleitung beschriebenen
Eigenschaften existiert, deren charakteristisches Polynom mit dem

Matching Polynom des Graphen {ibereinstimmt.

Es sel angemerkt, daR fiir eine Gewichtsmatrix W(G), welche
keine triviale LOsung ist und daher nicht fiir jeden Kreis eine

Gevichtsfunktion vom Werte Null liefert, der Ausdruck (18) nicht
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durch die Anwendung des Jacobi-Theorems auf die Determinante
W = det{xI - W(G)] = &
erhalten werden kann. Nehmen wir an, daB W(G) flir die Kreise Zl,
Z,€G von Null verschiedene Gewichtsfunktionen liefert, die sich
gegenseitig kompensieren:
W(Zl) + N(Zz) =0 .
Wenn beide Knoten r und s, fiir welche (18) formuliert sei, einem
dieser Kreise angehdren, r,sezl,eG, gelten die in (21) angegebenen
Identitdten nicht mehr, da alle dort angegebenen Unterdeterminanten
vom Kreis z2 herriihrende Beitrdge enthalten, welche nicht durch die
Beitrdge des Kreises 7 kompensiert werden koénnen, da 2, durch die
Entfernung von r und/oder s zerstdrt ist. In diesem Falle ver-

schwindet auch die in (24) auftretende Doppelsumme nicht identisch

zu Null.

Dieser Hinweis zeigt, daf die "triviale" Losung W(G)
gegeniiber den "kollektiven" Ldsungen Q(G) als "natilirliche" Lo&sung
ausgezeichnet ist: die folgende Beziehung

a{G;x) = det[xI - W(G)]
darf als Identitdt gewertet werden, wédhrend die Beziehung

alG;x) = det[xI — W(G)]
eine gewdhnliche Gleichung ist. Es ist daher wohl angemessen, W(G)
nicht als "triviale" sondern als allgemeine Lésung zu

bezeichnen.



6. Zusammenfassung und SchluBbemerkungen

1. Aus der Tatsache, daf (18) mit Hilfe des Jacobi-Theorems
aus der in (1) definierten, das Matching Polynom «(G;x) erzeugenden
Determinante W fiir jeden Graphen hergeleitet werden kann, wird der
Schluff gezogen, dalk die der Determinante W zugrunde liegende Matrix
W(G) filir jeden schlichten Graphen und somit auch fiir jeden

polyzyklischen Graphen existiert.

2. Die Tatsache, daB W(G) nicht fiir alle Graphen in
expliziter Form angegeben werden kann, wird als eine Folge der Be-
schrdnktheit der fiir die explizite Formulierung von W(G) zur Ver-
fiigung stehenden Zahlen gesehen; wie in Abschnitt 4 gezeigt ist,
niRten einige der heute nicht explizit angebbaren W(G) in einem

ausreichend erweiterten Zahlensystem explizit formulierbar sein.

3. Eine offene, hier auch nicht beriihrte Frage ist, wie die
Tatsache zu verstehen sei, daf einem gegebenen Graphen G ganze
Familien von W(G) zugeordnet werden kénnen, die alle die geforder-
ten, in der Einleitung beschriebenen Eigenschaften besitzen, wie
wir es im Falle des Ky gefunden haben [2]. Man konnte vermuten, daR
zwei Gewichtsmatrizen, welche derselben Familie angeh&ren, durch
unitdre Transformation ineinander umgewandelt werden kdnnen. Wie
man aber bei der Lektiire von [2) erkennt, miiBten - mindestens fiir
den K, - mehrere sehr unterschiedliche Familien von W(G) herleitbar
sein. Obgleich uns alle diese Fragen als interessant erscheinen,

konnten wir bisher keine ndher untersuchen.
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4. Die Eigenwerte des Matching Polynoms «(G;x) werden als
Bezugssystem fiir die Berechnung der Topologischen Resonanz-Energie
(TRE) benutzt [13]. In diesem Zusammenhang wird die Matrix W(G) mit
A(G) verglichen, welche bekanntlich mit der Matrixreprédsentation
des Hiickel-Hamilton-Operators ; isomorph ist {14]. Wir sind uns
nicht sicher, ob solche Vergleiche zuldssig sind. Sicherlich konnte
zwar W(G) die Matrixreprdsentation eines hermitischen Operators ;
sein, aber man kann zur Zeit nicht einmal vermuten, welche

Bedeutung W haben miiRte und auf welche, den Knoten von G zuorden-

baren Basisfunktionen dieser Operator einwirkt.
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