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Uberblick

Die mathcmatische Disziplin der Graphentheorie hat cinen ihrer Urspriinge in der Beschreibung chemischer Sub-
stanzen. In der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts wurde unter Mitwirkung von Liebig, Kekulé, Crum Brown u.a.
ein mathematisches Modell fir Molekiile entwickelt [12, 17], bei dem die Atomce als Ecken und die Bindungen als
Kanten eincs Bindungsgraphen aufgefalt werden und das schnell zum Standard etablierte.

Dieses Modell wurde in der Folgezeit von Mathematikern zuniichst zur Herausbildung theoretischer Begriffe und
zur Ableitung von Abzihlformeln verwendet. Bedeutende Beitriige dazu lieferten H. Redfield [106] und G. Polya
[103].

Als spater leistungsfihige Rech schinen zur Verfiigung standen, wurden auch konstruktive Probleme behan-
delt. Dabei lag das Zentrum des Interesses zumeist auf der Konstruktion aller Graphen zu gegebenen Bedingungen
(s. etwa [30, 36, 52, 56]), also z.B. die Er aller Bind phen zu ciner gegebenen Bruttoformel und

weiteren Nebenbedingungen [53, 55, 96].

Wir wollen in dieser Arbeit weniger untersuchte Konstruktionsaufgaben diskutieren und dabei neue Methoden
fiir das Verbinden von Graphen aufzeigen. In vielen praktischen Anwendungen hat sich namlich gezeigt, daf dic
ungeheure Vielfalt von Strukturen, die von Graphengeneratoren erzeugt werden konnen, nur schwer handzuhaben
ist und durch Zusatzinformationen eingeschrinkt werden mufl. Daneben gibt es auch eine Reihe von Frzeugungs-
prablemen in der mathematischen Chemie und in der Graphentheorie, die sich nicht auf [somere zuriickfithren
lassen.

Obwohl cinige Begriffe im folgenden erst noch klar zu definieren sind, wollen wir kurz die drei Methoden der
Verbindung von Graphen umreiBen, die in dieser Arbeit beschrieben werden:

1. Verbindung zweier Graphen durch Hinzufiigen von Kanten

Wir betrachten numerierte ungerichtete, schleifenfreie zusammenhéngende Multigraphen. Unserc Methodik wer-
den wir allgemein formulieren, so daB ¢ine zusitzliche Beschriftung, etwa mit Atomtypen, nicht notwendig. aber
auch nicht hinderlich ist.
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Wir scizen voraus. daB jede Ecke der Graphen neben ihrem aktuellen Grad noch einen maximalen Grad besitzt, den
wir in Analogie zur Chemic als Valenz bezeichnen. Dann heiBt die Konstruktionsaufgabe, der wir uns in Kapitel 3
widmen:

Bestimme alle nichtisomorphen Graphen, die sich durch Zusammenfassen der beiden Graphen und
Hinzufiigen von Kanten evgeben, so daff der Grad jeder Ecke hichstens so grofi wie ihre Valenz ist.

Die Differenz #wischen dem aktuellen und dem maximalen Grad. dic freien Valenzen, liefert uns dic Anknipf-
punkic, wie etwa bei folgendem Beispiel:

. L]
-~ | ‘ il *
c=c? S e
.

D.h. es sind alle wesentlich verschiedenen Méglichkeiten zu bestimmen, Einfach- und Mehrfachbindungen zwi-
schen den Strukturen einzufiigen. Bei diesem Beispiel gibt es 31, zB.

c=C
C=C=C=C-C | )
C=C-C=C C=C-C
(Samtliche Losungsgraphen werden in Abb. 3.1, S. 57, gezeigt.) Die Anzahlen an L wachsen allerding:

sehr schnell und kénnen bei einem Graphenpaar mit vier bzw. sieben Punkten bereits liber einer Million licgen.

2. Verschmelzung zweier Graphen iiber alle gemeinsamen Teilgraphen

Auch hierbei betrachten wir Multigraphen mit und ohne Beschriftung. Die Konstruktionsaufgabe lautet:

B

alle nichii. phen molekularen Graphen, die sich durch Verschmelzen zweier Graphen
uber alle ihre gemeinsamen Teilgraphen ergeben.

Dazu gehen wir wie folgt vor:

i) Erzeugung aller nichtisomorphen gemei Teilgraphen (Kapitel 4)

ii) Besti aller nichti phen Abbild der gefund Teilgraph feinander und Konstruktion
der aus diesen Abbildungen resultierenden Graphen (Kapitel 5)

Bereits die Suche nach allen gemeinsamen Teilgraphen ist dabei ein eigenstindiges Problem, das sowohl in der
Graphentheoric als auch in der Chemic bereits mehrfach untersucht wurde. Wir werden einige dieser Ideen weiter-
entwicketn, eine durchgingige Formalisierung des Problems vorstellen und neuere mathematische Konstruktions-
verfahren zur Suche einsetzen. Mit deren Hilfe sind wir dann in der Lage, beispielsweise die 16 nichtisomorphen
gemeinsamen Teilgraphen von

c c
[>C-N-C und N-C-O
c c

zu bestimmen. Sie werden in Abb. 4.2, 8. 69, gezeigt; drei davon sind:
H2DU5,50 {ea}] 12345.5)

S SO

Zu jedem gemeinsamen Teilgraphen wollen wir sodann alle Zuordnungsméglichkeiten der Ecken und alle Ver-
schmeizungen berechnen, die iber diese Ecken unter Einhaltung der maximalen Grade mdglich sind. Zu obigem
Beispiel gibt es 12 derantige Losungen; drei davon sind
(‘1 C c O
C
0-0-N-C7 |

\ e
0-C-N-C-N-¢ | C-N-C-N-C7 |
~ \C \C

Dicse und die weiteren zeigt auch Abb. 5.2 auf S. 95



3. Verbindung iiber Verkniipfungsregeln unter Hinzunahme oder Wegfall von Ecken, in Nachbildung einer
chemischen Reaktion

Bei molekularen Graphen gibt es aber auch den Fall, daf nicht alle moglichen Verbindungen eine Rolle spiclen.
sondern nur cinige wenige, genau festgelegte. Solche Graphen ergeben sich z.B. im Verlauf einer chemischen
Reaktion. Einc Syntax und einen Algorithmus zur redundanzfreien Konstruktion derartiger Molekile werden wir
in Kapitel 6 entwickeln.

Ein Beispiel ist die Ausbildung ciner Peptidbricke zwischen Aminosauren:

N N (0]

| | | |
c-C-C-0 + €-C-0 — C-C-C-N-C-C-0

I | I
0 0 0

Insbesondere wollen wir uns der Frage widmen, welche Moglichkeiten fiir die Anbindung ciner Menge von Li-
ganden an eine Geriststruktur es gibt und wie diese konstruiert werden konnen.

Anwendungen in der Chemie

Bei den Anwendungen untersuchen wir in Kapitel 7 zunachst den iterativen Einsatz des Verschmelzungsverfahrens
bei Problemen aus der Strukturaufklirung, der Suche nach quantitativen Struktur-Aktivitatsbeziehungen (QS4R)
und der Wirkstoff-Forschung.

Ein weiteres Kapitel (8) 1st einer derzeit populiren Synthesemecthodik der organischen Chemie gewidmet, der
kombinatorischen Chemie. Grob gesprochen geht es dabei um die Anlagerung einer Menge von Bausteinsubstan-
zen an ein Gerustmolekul — ein Problem, dessen konstruktive Aspekte wir ja bereits vorher diskutiert haben. Wir
werden sowohl Verfahren zur geschickten Auswahl der Bausteine als auch zur Abzihlung der Méglichkeiten der
Anlagerungen vorstellen.

Im letzten Kapitel werden schlieBlich Einsatzmoglichkeiten der Verkniipfungs- und Verschmelzungsalgorithmen
zur Verbesserung der Eingabe cines Isomerengenerators vorgestellt.

Mathematische Hintergriinde
Unser Ziel sind Algorithmen, die folgenden Anforderungen geniigen:

o Sie konstruieren schnell, vollstindig und redundanzfrei.

s Sie beriicksichtigen Nebenbedingungen des Anwenders (sog. Restriktionen) so frih wic moglich.
Nur auf diese Weise ist auch dic Relevanz fiir die Praxis gewihrleistet.

Die oben angefithrien Problemstellungen fithren wir auf Operationen von Permutationsgruppen auf Mengen end-
licher Abbildungcn zuriick. Das zentrale Werkzeug, das bei fast allen Konstruktionsalgorithmen eingesetzt wird,
ist die Ordnung Er von Rep von Gruppenoperationen. Dabei wird dic Menge, auf der
operiert wird, in mvarlante disjunkte TeJlmengen zerlegt und die Transversale unter Ausnutzung einer Totalord-
nung sukzessive aufgebaut. Als neues Paradigma fithren wir die simultane Ordnungstreue Erzeugung mehrerer
Reprasentantensysteme ein.

Um den Aufwand der Verfahren weiter zu reduzieren, machen wir vom sog. Homomorphieprinzip Gebrauch. Bil-
det man namlich ein Bahnenproblem auf ein leichter zu lésendes ab, etwa auf ein kieinercs, so miissen nach diesem
Prinzip nur noch Operationen der Urbilder der Stabilisatoren der gefundenen Reprisentanten auf deren Urbildmen-
gen betrachtet werden. Neben der Aufspaltung von Bahnen beschreiben wir mit dem Homomorphieprinzip aber
auch die Fusion von Bahnen.

Ein dritter zentraler Begriff sind Doppelnebenki. Bei der Bi htung von Paaren von Graphen entspru,hcn
dic nichtisomorphen Losungen der Konstruktionsprobleme oft Doppelnebenklassen nach den Automorphismen-
gruppen der Graphen. Da aber auch diese als Bahnen von Gruppenoperationen beschrieben werden konncn, fiigt
sich dieser Begriff nahtlos in unsere tibrige Darstellung cin.

Alle in dicser Arbeit vorgestellten Algorithmen wurden auch vom Autor in der Programmiersprache C+ + objekt-
orientiert impl rtund zum P ystem NEXTOR i

Die meisten der hier vorgestellien Verfahren sind neu und in dieser Form nicht in der Literatur zu finden. (Bei
der Diskussion des Algorithmus zur Suche nach gemeinsamen Teilgraphen wird gesondert auf die in dicser Arbeit
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entwickelten Neuerungen hingewiesen.) Es soll an dieser Stelle betont werden, daB viele der vorgestellten mathe-
matischen Verfahren ganz allgemein und auf viele Arten diskreter Strukturen anwendbar sind. Die Konzentration
auf Graphen und molekulare Graphen ist somit exemplarisch zu verstehen und ist durch die Anwendung motiviert,
aber nicht durch die Methedik bedingt.
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Vorwort

Angeregt durch die Vorarbetiten, die von D. Moser [70, 98] und insbesondere Dr. R. Grund am Lehrstuhl 11 fiir Ma-
thematik der Universitit Bayreuth geleistet wurden [53, 54] und dic zum Strukturgenerator MOLGEN [14, 131)
fithrien, ergab sich der Wunsch nach einer Ausweitung der bestehenden Verfahren, Die Anforderungen entspran-
gen dabei zwei relativ unterschiedlichen Richtungen: Zum einen sollte cin theoretischer Beitrag im Rahmen der am
Lehrstuhl untersuchten konstruktiven Theorie diskreter Strukiuren [56, 69, 84, 85] geleistet werden, zum anderen
brachte der durch den Vertricb von MOLGEN in Gang gekommene intensive Kontakt mit einer Reihe von Che-
mikemn verschiedener Forschungsrichtungen viele neue Fragestellungen aus der mathematischen Chemie mit sich.
Somit wurde bei der Ausgestaltung dieser Arbeit der Versuch unternommen, beiden Anforderungen gleichmafig
Rechnung zu tragen, was zu einer Zweitcilung fiihrte in einen theoretischen Teil, der verschiedende Algorith-
men und ihre Hintergriinde vorstellt, und einen anwendungshezogenen Teil, der sich jedoch nicht damit begniigt.
exemplarische Félle der zuvor diskutierten Verfahren aufzuzeigen, sondern cigenstindige Resultate vorzustellen
versucht.

Denn auch die Mathematik steht heute, am Ende des zwanzigsten Jahrhunderts, vor neuen Herausforderungen:
Die Menschen bringen mehr Erkenntnisse denn je zuvor hervor; ihr Wissen verdoppelt sich alle zehn Jahre. Daher
konnen auch die einzelnen Fachdisziplinen ihre Grenzen nicht mehr in derselben Weise ziehen wie im 19. Jahr-
hundert, als sie sich etablierten. Kaum ein Wissenschaftler kann es sich heute noch leisten, sein Interesse nur auf
seine Fachrichtung einzuschrinken und andere villig zu ignorieren. In den immer stirker flieBenden Ubergangs-
zonen bilden sich neue Wissensgebiete heraus. So diirfen auch Abhandlungen, die die Grenzen zu iiberbriicken
versuchen, ja die bemiiht sind, den nicht immer einfachen Dialog zwischen den Fachsprachen zu verbessern, nicht
nur unter dem Blickwinkel eines Fachgebietes gesehen, sondern miissen in ihrer Gesamtheit beurteilt werden.

Mein Dank gilt zunichst den Profs. R. Laue und A. Kerber, die mich an den Themenkreis heranfiihrten, stets
ein offenes Ohr fiir Fragen aller Art hatten und mir viel Fretraum fur eigene Ideen lieflen. Daneben danke ich
allen Mitarbeitern an MOLGEN und am Lehrstuhl II flir Mathematik, insbesondere Hermn Dr. C. Benecke, der
neben vielen technische Hilfestellungen auch einige nitzliche Programmroutinen beistcuerte, und Herm Dipl.-
Math. T. Griiner, der mir bei fast allen theoretischen Schwierigkeiten weiterhelfen konnte und dessen Implemen-
tierungen verschiedener Verfahren von grofiem Wert waren. Nicht zuletzt danke ich meiner Frau Andrea, deren
Geduld und Verstandnis diese Arbeit erst moglich gemacht haben.
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Kapitel 1 Gruppen und Nebenklassen

1.1 Gruppenoperationen und Symmetrieklassen
Zunachst wollen wir die wichtigsten algebraischen Definitionen einfithren. Vom Leser wird dabei lediglich erwar-

tet, dab er mit elementaren Begriffen der Gruppentheorie vertraut ist. (Fur Details und Beispicle sei auf [37] oder
[67] verwiesen.)

1.1.1 Definition. Es sei G eine multiplikaniv geschriebene Gruppe und Q) eine nichtleere Menge. Eine Operation
von G auf §2 (von rechts) ist eine Abbildung:

AxG—=Q, (w,g)— w?
mit
o (W)Y = w9 Vg,¢' € GVw € Qund
id

oW =W

Man schreibt dafiir kurz Qg. .
Gruppenoperationen liefern uns eine Reihe wichtiger Strukturen:
1.1.2 Definition. £s operiere Qg. Seienw € Qund A C Q.

o W@ = {w¥ | g € G} heift die Bahn des Punkies w.

» QfG = {w | w € N} heifir die Menge der Bahnen.

o T(Q)G) heifit eine Transversale der Bahnen mir 2 = Ut&..,.tc. die sich aus der Agquivalenzklasseneigen-
schaft der Bahnen ergibt.

o Q= {w € Q| w¥ = w} wollen wir die Menge der Fixpunkte von g nennen.

¢ Co(A) == {g € G | § =¥ € A} heifit Zentralisator oder punktweiser Stabilisator von A in G. Falls
A einelementig ist, also A = {8}, schreibt man auch Cg(6).

* Ng(A):= {g € G | 6% € AY§ € A} heifit Normalisator oder

g iser Stabilisator von A in G.

Falls sowohl G als auch Q endlich sind, nennen wir auch dic Operation endlich. In dieser Arbeit werden wir
ausschlieBlich endliche Gruppenoperationen betrachten.
Zudem halten wir fest, daB fur einelementige Mengen A = {8} gilt, daB C¢(8) = Ne(6).



1.1.3 Bemerkung Seien X und Y zwei nichtleere endliche Mengen. Dann kann man sctzen:
YX:={f| f: XY}
Operiert ¥y, so openeren G und H aufl Y~ auf natiirliche Weise:
e YX x G YX, (f,g) > fOmit f9(z) = f(29 '),
o VX X H =YX (f,h) = f mit f(z) = f(z)? und
e YYX X (HxG) +Y¥, (f,(h.g)— fo.

Die Bahnen der Operationen von G, H und von H x G heillen S} ieklassen von Abbild)

Wir wollen nunn := {1,2,...,n} setzen. Die Abbildungen Y2 lassen sich dann in Form ciner Liste schreiben:
F= (0L £2),. ... fin)

Damit konnen wir festlegen:

1.1.4 Definition. Se/ ¥ < M.

* Es heifie f < f' genau dann, wenn der Bildvektor von f lexikographisch kleiner oder gleich dem Bildvektor
von fist.

® Fiir f € M C Y™ heifie es f < M oder f = wmin(M), falls fiir alle f' € M gilt- f < f'

Durch diese lexikographische Ordnung wird die Menge Y2 total geordnet.

1.1.5 Definition.
i) Sy = {m € n®| « bijektiv} heifit symmetrische Gruppe.

1) Die Elemente von 8y, heiflen Permutationen. Untergruppen einer symmetrischen Gruppe nennt man Permu-
tationsgruppen.

Wir wollen nun einige Eigenschaften der symmetrischen Gruppe zusammenstellen. Fiir die Details sei wieder auf
{67) verwiesen.

1.1.6 Bemerkungen
o |Spl=nl
o Fiir die Elemente 7 € S, gibt es zwei Schreibweisen: Zum einen dic Listenschreibweise
( 1 2 ..o0om )
w1) () ... =) )
wobei die erste Zeile auch weggelassen werden kann, wenn Unklarheiten ausgeschlossen sind,
Ist o andererseits von der Form

IR P S A T

T3 4§ sos  Bp  BF Bpst. s m o
50 heiBt  r-Zyklus, und man schreibt: © = (i1,4y,...,i,}. Jede Permutation kann als Produkt paarweise
disjunkter Zyklen geschricben werden, Dabei bezeichnet ¢(r) die Anzahl der Zyklen, und I; die Lange des

i-ten Zykels. Zyklen der Lange 2 heilen Transpositionen. Zyklen der Lange 1 werden i.a. nicht geschrieben.
Firr die identische Permutation schreiben wir auch 1 := (1)(2)... (n).

Die geordneten Langen ay(w), @ € Sy, der zyklischen Fakioren von 7 bilden eine eindeutig bestimmte
(cigentliche) Partition von n, d.h. fur alle ¢ gilt &; > @4y und zudem 37, @; = n. in Zeichen a(x) :=
(aifm),. ..y acpry(m)) b n. Dann heibt a(r) Zykelpartition von .

Definicre furi € m, m € Sy

ai(m) := [{i|a;(m) =i}|
Dann nennt man das Tupel a(n) := (ay(7),...,a,{r)) den Zvkeltyp von =. Dabei gilt: 31 - a; = n. und
man schreibt: a i n.
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1.1.7 Definition,

i) Ein m-Tupel natirlicher Zahlen A, ¢ N mit
A= (A gy Am) mit Y A=
i=1

heifft uneigentliche Partition von n, kirz X = n.
ii) Sei n* eine Mengenzerlegung von m mit
n} Cn, weobei n}| =X Yicmundn=| |n}
iEm
Der Normalisator von n*
A
S(n*) =8 @8 ®... B85 ={r €8, | mn) =n}Viecm)

heifit Young-Untergruppe.

Zu dieser Definition zwei
1.1.8 Bemerkungen (s.a. [67])

i) Diese Definition der Mengenzerlegung ist recht allgemein, da sie auch leere Blocke zulaBt: gf‘ = { bei

Ai=0.
ii) Eine Younggruppe ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe: S{n*) < §,,. Zudem gilt:

S(n) = 8y, x...x Sy,



1.2 Nebenklassen und Verklebungen

In diesem Abschnitt wollen wir die grundlegenden Begriffe und Aussagen iiber Nebenklassen und Doppelneben-
klassen vorstellen, die spiter eine wichtige Rolle spielen werden.

1.2.1 Definition. Sei G eine Gruppe und A, B < G Untergruppen.
o Fiir jedes Element g € G heifit die Teilmenge
Ag:={ag | a € A} bzw. gA:={ga | a € A}

(dic von g erzeugte) Rechts- bzw. Linksnebenklasse von A in G. Die Menge aller Rechisnebenklassen wird
mit A\G, die der Linksnebenklassen mit G /A bezeichnet.

o Fiir jedes Element g € G heifit die Teilmenge
AgB := {agb | a € A,b € B}

fdie von g erzeugte) Doppelnebenklasse vorn A und B in G. Man schreibt A\G /B fiir die Menge aller
Doppeinchenkiassen.

1.2.2 Bemerkung. Dic soeben definierten Nebenklassen konnen auch als Bahnen von Operationen der Form
G x U =G, (g,(ur,u2)) — v19u, "

von Untergruppen U < G x G auf G aufgefalt werden,

Fiir eine Uniergruppe A < G sind 4 x {1} und {1} x A Untergruppen von G x G. Dabei gilt (s. [67]), daB
GJA x {1} = A\G und Gjf{1} x A = G/A, was aus der Definition der Operation klar wird.

Ist nun B < G eine weitere Untergruppe, so ist 4 x B < G x G, und es gilt:

GJAx B=A\G/B

was ebenfalls leicht crsichtlich ist.
Aber auch in anderer Weise ergeben sich Doppelnebenklassen als Bahnen ciner Operation. Bei 4, B < G operient
B in natiirlicher Weise auf den Nebenklassen von A:

(12.3) A\G x B — A\G, (Ag,b) > Agh
Offensichtlich gilt A\G /B = A\G/B.

Ein wichtiges, elementares Resultat ist der Zusammenhang zwischen der Bahn eines Elements und der Nebenklasse
seines Stabilisators: Ist G cine Gruppe, dic auf einer Menge (2 operient, so ist fiir jedes w € 2 die Abbildung

(1.2.4) w® = Ng(w)\G, w? — Ng(w)g

eine Bijektion,
Damit ergibt sich auch

1.2.5 Satz (Fundamentallemma). Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge Q transitiv operiert, und U < G eine
Untergruppe. Sei ferner wy € Q beliebig, aber fest gewdhlt. Dann ist die Abbildung
QU - Ne(wo)\G/U, (w§)” — No(wo)gll
eine Bijektion.
(Beweis siehe [85]).
Um dic Bahnen der Operation von U auf §2 zu bestimmen, geniigt es also, ¢ine Ti le der Doppelnebenklas-

sen Ng(we)\G/U zu berechnen, und umgekehrt. Dics ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Konstruktion diskreter
Strukturen.

Ein weiterer wichtiger Satz fiir dicse Arbeit ist das sog. Verkiebungslemma. Hierin wird beschricben, wie sich Ob-
Jekie. die selbst Symmetrien beinhalten, auf alle wesentlich verschied Weisen mitcinander verbinden lassen.
Unm diesen vorzustellen, miissen wir noch den Begriff des Homomorphismus cinfithren.




1.2.6 Definition.

o Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung f : G -+ H heifit Gruppenhomomorphismus, fafls fiir alle
gi.92 € G gilt:
flgrgz) = flg1)flg2)

Sind die Mengen, zwischen denen eine Abbildung definiert ist, keine Gruppen, so verstehen wir in Verallge-

meinerung dieser Definition unter einem Homomorphismus eine mit der auf den Mengen definierten Struktur
vertragliche und strukturerhaltende Abbildung.

o Seien ()a, und (Q3)g, zwei endliche Gruppenoperationen, und f = (fu, fa) sei ein Paar von Abbil-
dungen, so dafi fa : U = Qa2 und fg : G1 — Ga ein Gruppenhomomorphismus ist. Dann heifit f
Homomorphismus von Gruppenoperationen, falls fiir alle w € Q, und g € G, gilt:

fa(w?) = (fn(w))fctg)

« Ein Homomorphismus f : G — H heift

— Epimorphismus, fails f surjektiv ist,

— Monomorphismus, falls f injektiv ist,

— Isomorphismus, faiis f bijektiv ist,

— Automorphismus, falls f bijektiv und G = H ist.

o Die Menge Ker(f):={g€ G | f(g) = 1x} heifit Kern von f.

1.2.7 Satz (Verklebungslemma). Sei Q eine Menge von Objekten, fiir die Isomorphismen definiert sind, und
wi,wy € 8 zwel soiche Objekte, die vermage fo 1 w1 — wy isomorph sind. Sei weiterhin A < Aut(w:) eine
Untergruppe der Automorphismen von wy und B < Aut{wy).

Dann operiert A x B aufTso{wy, wa), der Menge der Isomorphismen von un nach wy, als

Iso(wy, wa) ¥ (A x B) — Iso(wr,wa), {f,(a, b)) — f1o8) = a1 ¢p,

wobei (a1 fb)(z) = f(z* ) fiirz € wy ist.
Ferner gilt:

i) Tso(w,w2) = fo o Aut(ws).
ii} Die Abbildung
Iso{wy,wn)JA% B —  folfy ' Afo)\Autlws)/B,
(for) B folf Afs)o B
ist eine Bijektion.

(Ein Beweis findet sich bei {85])



1.3 Homomorphieprinzip und Ordnungstreue Erzeugung

In der Mathematik diskreter Strukturen spielen Homomorphismen oft eine wichtige Rolle [67. 69, 83. 85]. Durch
sic konnen Verfeinerungen und Vergroberungen der Strukturbeschreibungen formal ausgednicki werden. So ge-
lingt ¢s. komphzierte Probleme auf einfachere, d.h. leichter losbare zuriickzufiihren. was effektivere Algorithmen
zu entwickeln erlaubt. Etwa bei dem Problem der Berechnung einer Transversale der Bahnen einer Gruppenopera-
tion bildet man durch emnen Homomorphismus das Problem auf eine leichter konstruierbare Operation ab und kann
die Stabilisatoren der Reprasentanten zur Vereinfachung der urspriinglichen Operation verwenden. Die Grundlage
bildet der folgende

1.3.1 Satz (Homomorphieprinzip). Seien Gy und G2 Gruppen, die auf Mengen 4y bzw. Qo operieren, und sei
o = (oq,0¢) ein Epimorphisatus von Gruppenoperationen, Dann gilt:

i) Fiir jedes wy € X und gy € Gy schneiden o (wa) und o ' (w™) die gleichen Bahnen von G auf (),

1) Sind we € Qo und wy,wy € an" (wa) mitw® = W} fiirein gy € G, so liegt g1 im Urbild des Zentralisators
vor wy:
9 €05 (Cay(@n)).

Zum besseren Verstandnis der Zusammenhinge geben wir einen Beweis an (nach [85]):

i) Seienwy € 2, und gy € Go. Firw; € crn"(wg) ist op(wy) = we, also auch oq(w ) = wi?. Nach
Voraussetzung ist fir g € o5 '(g2) damit on(w) = wf, woraus wf € o5 (w§*) folgt. Da sich dieser
Schluf auch leicht umkehren lafit. folgt somit die Behauptung.

ii) Seien wa € 0 und w1, w} € o '(w2) mit w{® = ) fir ¢cin g, € G,. Somit gilt nach Voraussetzung
oalw)7e9) = oq(w)). Da sowohl w; als auch w! im Urbild von ws liegen, ist w3%*%) = w,, dh. ag(g)

licgt im Zentralisator von w,. Der Schritt zum Urbild liefert dann g € o *(Ce, (w2))-
[w]

1.3.2 Bemerkung, Die Anwendungen des Homomorphicprinzips bei der Berechnung von Transversalen konnen
in zwei Klassen aufgeteilt werden (vgl. [85)):

i) Aufspaltung von Bahnen: Wir nehmen an, es sei eine Transversale der Bahnen der Operation (Q)¢, im
Bild: ben und die Repré von §2; /G, im Urbildraum gesucht. Dann miissen wir nach
1.3.1 zu allen wp € T (£ /G2) nur die Operation von a'G'l(Cc, (w2)) aufon'l(wz) betrachten. Die ope-
ricrende Gruppe wird also (i.a. wesentlich) kleiner, was entsprechende Konstrukzi Igorithmen deutlich
beschleunigt.

Besonders effektiv sind Algorithmen, die 1.3.] sukzessive anwenden. Diese Technik bezeichnet man auch

als Surjektive Auffosung (s. [67, 83]): Firm € Nund i € m seien (£;)¢, endliche Gruppenoperationen, und

firi < m seien ot") Paare von Abbildungen wie in 1.3.1 (also etwa oir’}' : Q; — ,_;). Dann crhiilt man

eine Transversale von {1y, /G ,, indem man zundchst cine Transversale von 2, /G und die Zentralisatoren

ihrer Elemente bestimmt und dann jeweils Reprisentanten der Operation von (aé‘ﬂ])*l(c'ai(w.')) auf
(i+1)y 4

(og )" {w:) berechnet.

Beispiele dazu werden wir in 3.2.1 und 5.1.6 antreffen.

i) Fusion von Bahnen: Wir nehmen an, es sei eine Transversale der Bahnen der Operation (£2; )¢, im Ur-
bildraum gegeben und die Reprasentanten von €23 /G im Bildraum gesucht. Auf diese Situation trifft man
meist dann, wenn man zur Bahnenberechnung Unterscheidungsmerkmale, wie etwa eine Klasseneinteilung,
der Elemente verwendet hat, die eigentlich (d.h. im Bildraum) aufgehoben werden sollen.

Ein Beispiel dafiir wird uns in 3.4 begegnen

Trotz aller Aufspaltungs- und F verschwindet das Problem der Bahnenberechnung nicht ganz, son-
dern wird nur verklenert. Wir miissen also noch Methoden fiir das Erzeugen vollstandiger Repri ysteme
von Bahnen von Gruppenoperati bereitstell

Ein naiver Ansatz zur Berechnung einer T(Q/G) ist. alle w € Q zu durchlaufen und fiir jedes zu testen, ob es
nicht ein g € G und ¢in bereits untersuchtes w' € € gibt, so dab w? = w’; gibt es diese nicht. so ist w € T. Diese
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Vorgehensweise ist natiirlich fur die Praxis vollkommen unsinnig, da hier jedes neue Element mit allen bisherigen
Reprasentanten verglichen werden muB.

Sehr oft gibt es auf Q2 eine Ordnung, ctwa die lexikographische wic in 1.1.4, die herangezogen werden kann. Da
nur ein Vertreter jeder Bahn gesucht ist, kann man auch denjenigen nehmen, der beziiglich der Ordnung der grofie
ist, also w > w©. Ein solcher Repri w heibt & h.

Damit ergibt sich:

1.3.3 Algorithmus (K: ithmus).
iy Starte mit der lceren Menge 7« 0.
ii) Berechne in absteigender Reihenfolge die Elemente w € €2 und untersuche sie wic folgt:

o Falls cin g € G existiert, so daB w? > w. dann ist w kein kanonischer Reprisentant.
o Andernfalls setze: 7 + T U {w}.
<
Hierbei hiingt der Test eines Kandidaten w € 2 nur noch von &, aber nicht mehr von den bereits vorhanden
Reprisentanten ab. Allerdings muf noch ganz Q2 durchlaufen werden.
Dieses Problem versucht das Prinzip der Ordnungstreuen Erzeugung nach R.C. READ [105) zu umgehen. Dabei

wird §2 in invariante disjunkte Teilmengen zerlegt und die Transversale so sukzessive aufgebaut. Dics beschreibt
folgender

1.3.4 Satz (Ordnungstreue Erzeugung). Sei Qg eine endliche Gruppenoperation, wobei  durch < toial geord-
net sei und eine disjunkte Zerlegung
0= U o
i=1

in invariante und nichtleere Teilmengen C); existiere. Sei A ein Algorithmus, der fiir jedes w € ) emweder die leere
Menge oder eine Menge A(w) C S in absteigender Reihenfolge erzeugt, so daf fiir die kanonischen Transversalen
T von Q|G fiir alle i € {1,. .., n - 1} die folgenden Bedingungen gelten:

.
e | Aw)
weT®
o Fiirallewy,ws € TS mit wy < w; gili, daff aus wy € A(w}) und wa € A(wh) folgr, dafi o, < wh ist.
Dann erkdlt man die gesuchte Transversale von Vj/G durch folgendes Vorgehen:
i) Bestimme TS und setze T  TEY,

ii) Firi € {1,...,n — 1} bestimme alle A(w' ) fiir 0 € 71“. berechne T)“HJ durch Vereinigung der
A(w®) und Entfernung aller nichtkanonischen Elemente und seize

4 ‘*T>UT>“+1)'

Haufig gilt fiir den Algorithmus A zustzlich, daB es fur jedesw ¢ 74! genau einw' € 7% gibt mitw € A(w').
Dadurch wird die Zahl tiberfliissiger Kandidaten, die zu testen sind, weiter klcin gehalten.

Wirk hien nun dic Situation bei Sy ieklassen von Abbildungen (s. 1.1.3}. Eine endliche Gruppe G ope-
riere auf einer endlichen Menge X. Ist ¥ eine weitere endliche Menge, so operiert G auch auf ¥ X . Gema 1.1.4
existiert auf YX eine lexikographische Ordnung. Ohne Einschrankung konnen wir von

Y={0,....m-1} und X ={0,...,n-1}

mitm,n € N hen und folgenden Satz formuli
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1.3.5 Satz. Sei f € To(YX J/G) und fy € Y ein Anfangsstiick von f, d h. es existiert ein t < n mit

L[ farj<t
f‘m*{o Jiirj > t

Dann ist auch f, ¢ To(YX JG).

Beweis: Wir fuhren den Beweis indirckt und nehmen an, f, sei nicht kanonisch, also f; ¢ 7= (Y X /G). Dann
existiert ¢in g € G mit ff > £, d.h. es gibt auchein £ < n, so daB

) = filg) forj<iund

1) > Al
Es gilt, daR £ < ¢, da sonst unter der Permutation g wegen f1(j) = 0 fur j > ¢ auch ¥ nicht gréfier als f, werden
konnte.

Wir unterscheiden nun nach der Wirkung von g:
1

i) g vertauscht Platze k < fund k' > {(dh. k% = k') mit f1(k) = fi(k') = 0, wobci aber f(k') > 0 ist.
(Gibt es mehrere solcher Paare (k, k'), so whlen wir das mit kleinstem k.) Nach Voraussetzung ist dann
146) = f3) = L1(3) = £4)
fur j < kund
F(k) = fr(k) = £](k) = 0, aber fo(k) = f(K') > 0,
also f(k) < f9(k). Das bedeutet f < f9, im Wid h zur ten Maximalitat von f.

i) In allen anderen Fallen ist f9(5) = f(j) ¥j < £ und
SNUESHOBAOES (DN

was wiederum ein Widerspruch zur Maximalitit von f ist.

a
Im Fall m = 1 kénnen wir die Elemente von ¥ X auch als Teilmengen von X auffassen. Ein Anfangsstick f; ist
dann eine Teilmenge fy C f mit f; < f (s. [85])-
Satz 1.3.5 zeigt uns, wie 1.3.4 algorithmisch eingesetzt wird: Es geniigt, Anfangsstiicke lexik hisch zu erwei-
tern, ohne dafl sie nochmals auf ihre Maximalitat getestet werden miissen. In der Umkehrung bedeutet dies, daf,
falls das Anfangsstiick bereits nicht kanonisch ist, es auch durch die Belegung der weiteren Platze nicht zu cinem
kanonischen Reprisentanten werden kann.

Bei jedem Setzen cines Wertes im Kandidaten muBl man bei der Ordnungstreuen Erzeugung auf Maximalitit testen.
Eine Abbildung, dic letztlich als maximal erkannt wird, hat dann schon eine Reihe von Tests hinter sich. Sind an
die Ergebnisse noch zusatzliche Nebenbedingungen gestellt, so war dieser Aufwand u.U. umsonst.

Einc Méglichkeit liegt darin, beim Filllen des Kandid nur die Nebenbedi zu Gberpriifen und nur in
bestimmten Schritten (oder ausschlieflich ganz am Ende) einen Maximalititstest durchzufiihren. Ein Nachteil an
dieser Vorgehensweise ist sicher, daf dabei der Fall eintreten kann, daB man einige Zeit mit nicht-maximalen
Abbildungen voranschreitet. Um dies zu verhindern — oder zumindest zu lindem —, verwendet man die Schlufol-
gerungen, die sich aus einem nicht bestandenen Maximaltest ziehen lassen:

1.3.6 Lemma. Sei f € YX undg e G mit f7 > f. dh.
Ft<n—-1: ) =fG) Vi<t f2(t) > f(2)

Seiy :=max{ z% |z < t, f9(z) > 0} und z := max{j, 3%, y }. Dann gilt fiir jedes ' ¢ Y™ mit f'(j) = £(3)
Jurj <z

(Fy=r.
(Ein Beweis fiir einc allgemeinere Form dieser Beziehung findet sich in [127, 128, so daB hier darauf verzichtet
wird.)
Dieses Lemma ermdglicht es. eine ganze Reihe von Schritten zunickzugehen, um dann wieder zu einer kanoni-
schen Abbildung zu gelangen. Da der Maximaltest aber 1.a. bercits beim ersten g abbricht, bei dem f gréBer wird,
wird so nicht immer der groftmogliche Riickwirtsschritt erreicht.

Wir wollen nun noch eine Erweiterung des Paradigmas der Ord Er Man kann
namlich tber 1.3.4 und 1.3.5 auch zu cinem Verfahren gelangen, das die Trans len zu mehreren Gruppen-
operationen sinltan berechnet.
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1.3.7 Korollar (Simultane Ordnungstreue Erzeugung). Sei G eine endliche Gruppe. die auf einer endlichen
Kette (X;)icn von Mengen mitn € I,

| Xit=¢ wnd X;CXipfirl<i<n-1

operiert, und Y eine weitere endliche Menge. Sei A ein Algorithmus, der fir alle i € {1,....n — 1} fiir jedes
§ € YX¢ die leere Menge oder eine Menge A(f) C Y X1 in absteigender Rethenfolge erzeugt, so daft fiir die
Transversalen T der Bahnen Y X1 G die folgenden Bedingungen gelten:

o TEUC Jseria AF).
« Fiiralle fy, f2 € TE D mit fi < fp gilt, daf aus f; € A(f]) und fo € A(f}) folet., daff £, < f} ist.
o Firalle f € T gilr, daff f(z) = f(x) fiiralle z € X;, f € A(f).
Darnn erhiilt man Transversalen T der Bahnen Y X G durch folgendes Vorgehen:
i) Bestimme T,

i) Firi € {1,...,n — 1} bestimme fiir {9 € T alle A(fO) und berechne TUYY) durch Vereinigung der
A(f©)) und Entfernung aller nichtkanonischen Elemente.

Auf diese Weise 1aBt sich nicht nur eine Transversale von Y* /G, sondem gleichzeitig von allen Y /G mit
i € n berechnen. Ein Beispicl fiir diese Vorgehensweise werden wir in 4.2 3 antreffen.






Kapitel 2 Graphen und Molekiile

2.1 Grundlegende Definitionen

In diesem Abschnitt wellen wir dic grundlegenden Definitionen aus der Graphentheorie vorstellen, auf denen wir
spéter aufbauen werden (nach [67, 117]).

2.1.1 Definition.

i) Sei V eine nichtleere Menge und E C V x V eine Relation. Dann heift das Paar G = (V, E) ¢in Graph.
Die Elemente von V' heifien dabei Ecken von G, die Elemente von E Kanten von G

fi) Ein Graph G heifit ungerichtet, falls E symmetrisch ist, d.h. mit E(vy, v2) gilt auch E(va, vy ), sonst gerich-
tet.

iii} Zwei Ecken u,v € V heiflen adjazent (oder verbunden), falls die Relation E(u,v) besteht.

In dieser Arbeit wollen wir nur endliche Graphen behandeln, d.h. V' se1 endlich. Es ist aber prinzipicll auch
méglich, unendliche Graphen zu untersuchen. Zudem wollen wir uns auf schleifenfreie Graphen beschrank

Da V endlich ist, sind die Elemente von V' numcriert, also auch der Graph. Wir werden auf diese Tatsache spiter
zuriickkommen.

2.1.2 Beispiel. Die folgenden Abbildungen zeigen einen ungerichteten und einen gerichteten Graphen (ohne die
Numerierung ihrer Ecken). Die Richtung wird dadurch angegeben, daB die Kanten als Pfeile gezeichnet sind:

2.1.3 Definition.
i) Ein Graph T = (V', E') heift Teilgraph von G = (V, E}, falls V' CV und E' C EN V' x V',

ii) Unter einem Kantenzug der Linge k in einem Graphen G von der Ecke u zur Ecke w1 wollen wir eine
Folge von Ecken (w, . .., uk11) verstehen, fiir die gilt:

Vie{l,...,k}: Elug,uiq).
iii) Ein Kantenzug heifit offen, falls uy # g1, sonst geschlossen

iv) Ein Pfad ist ein offener Kantenzug, in dem alle Ecken paarweise verschieden sind.



v} Fin Kreis (oder Ring) ist ein geschlossener Kantenzug, in dem alle Ecken bis auf die Randpunkic pagrweise
verschieden sind. Ein Graph, der keinen Kreis enthalt, heiftt kreisfrei

vi} Ein Graph G(V, E) heifit susammenhingend, fails fiir alle Ecken v, v € V ein Pfad von u nach v existiert.
vii} Einen maximalen zusammenhingenden Teilgraph von G nennen wir Zusammenhangskomponente.
L]

Ein zusammenhangender Graph hat somit nur eine Zusammenhangskomponente. Zudem bemerken wir ohne Be-
weis (s. [ 117, Satz 2.3.3]), dafd jeder Graph die Ve igung sener Zi h k ist.

2.1.4 Beispiel. Wir wollen diese Begriffe nun an einem Beispiel erliutern:

vy vz v3
L -9
Vs Vg
L ]
Vs
vy g Uy
G

Die Ecken (vy,v4, vs, vy, vs, vg) bilden einen zusammenhingenden Teilgraphen T'. Insgesamt besteht G aus drei
hangsk : neben T' sind dies (v, v3) und (vg).
@ enthilt den Kreis (v4, vs, vg, s, U7, v4). Der Kantenzug (v, 24, v7) bildet einen Pfad. i

2.1.5 Definition.

i) Ein kreisfreier, ha der Graph heifit Baum.

i) Einen Baum, bei dem eine Ecke ausgezeichnet ist, nenni man Wurzelt die ichnete Ecke dann
Wurzel. Ist der Baum ein gerichteter Graph, dann darf die Wurzel w nur Anfungspunkt von Kanten sein, d.h.
es gibt keinv € V, so daff die Relation E(v,w) besteht.

tii) Ist ein Graph G nicht zusammenhangend und jede seiner 7, h k ten ein Baum, so heifit
G Wald.

Es ist klar, daB in ¢inem Baum zu je zwei Ecken u, v € V genau ein Pfad ven u nach v existiert.

2.1.6 Bemerkung. Da wir im folgenden Graphen mit den gruppentheoretischen Methoden des vorangegange-
nen Kapitels untersuchen und konstruieren wollen, formen wir die (zweistellige) Kantenrelation aus 2.1.1 in eine
Abbildung (also eine dreistellige Relation mit eindeutiger Zuordnung) um.

Sei G = (V, B) emn {ungerichteter* ) numerierter Graph mit |V'| = p Punkten. Dann entspricht seine Kantenrelation
der Abbildung

v:p® - {0,1},
wobei 2[2] alic zweielementigen Teilmengen von p seien und y({i,j}) = 1, falls B(v;,v;) erfillt ist, und

7({i, 7}) = 0 sonst.
Somit konnen wir ohne Einschrinkung G mit v identifizieren.

In Erweiterung dieser Bemerkung kénnen wir folgenden, flir Anwendungen in der Chemie besonders wichtigen
Begrift definiercn:

* Fir gerichtete Graphen, die wir im den kaum bend werden, man statt der Teilmengen pl? geordnete Paare
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2.1.7 Definition. Ein numerierter m-Graph (Multigraph) mit p Punkten ist eine Abbildung
y:p® o {0,1,...,m}

Wird einem Punktepaar {i, j} der Wert v zugeordnet, so bedewier dies, dafl die Punkte durch eine r-fuche Kamte
miteinander verbunden sind. (Ist v = 0, sind die Punkte unverbunden.) .

Der Einfachheit halber setzen wir oft m := {0,...,m - 1}.
Die S, operiert auf den Punkten und induzicrt damit eine Operation auf den Graphen:

@218 me™ x §, 5 mB”, (y,7) s 47

Dabei ist das Bild dic Abbildung o' = y™ mit o' ({i, 3}) = y({i™ “jn"})_
Von besonderer Bed g sind die Per welche dic Bindungsverhiltnisse des Graphen unverindert
lassen:

2.1.9 Definition. Der Stabilisator eines numerierten Multigraphen v € m'_'m heifit Automorphismengruppe von
v
Aut(y):=Cs,(v)={m €8 [ 7" =7}

2.1.10 Bemerkung. Da die Ecken aus p auf natiirliche Weise angeordnet sind, lassen sich Graphen und Multigra-
phen auch in Form von Matrizen A € N, ;, darstellen. Dabei setzen wir

ai; = 7({i,3})
Die so festgelegte Matrix heilt Adjazenzmatrix und wird sehr haufig verwendet, um Graphen in einem Computer
zu speichem.
Bei ungerichteten Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch, so dafl es geniigt, nur dic obere oder untere Drei-
ecksmatrix zu speichern.
Die 8, operiert auch auf den p x p-Matrizen, namlich durch gleichzeitiges Vertauschen von Zeilen und Spalten.
Somit ist fur 7 € S, dann f™ = f dquivalent zu A™ = A, und die Automorphismen von f bilden gerade den
Stabilisator Cs, (A).
Adjazenzmatrizen sind zweifelsohne eine schr und leicht ver Form zum Speichern von Graphen,
aber sie werden zuweilen uneffizient bei grifieren Punktezahlen, da sie dann oft nur sehr dinn besetzt sind. Fine
andere Moglichkeit, die Kanten eines Graphen darzustellen, sind Nachbarschafislisten, wo nur die Nachbarn jeder
einzelnen Ecke (und der Grad der Kante bei Multigraphen) gespeichert werden.
Auch bei dem hierzu impl ierten Progs ystem NEXTOR wurde (meistens) die Darstellung als Nachbar-
schaftsliste gewahlt. Dabei werden alle Nachbam in ciner linearen Liste abgelegt, und ein zweiter Vektor enthalt
die Position der jeweils ersten Nachbarn der Ecken. (Mehr Details, etwa zur U I g der D llungen. finden

sichin [126].)
ooz [ ]

P Ar

!nnln)zl‘-- |n11|--- Ingll-u |n41’|

In vielen Anwendungen wird die Numericrung der Ecken aber nicht benotigt, ja sie ist sogar iiberfliissig. Bei-
spielsweise bei Molekulen, die wir spater auch als Graphen beschreiben werden, darf die Darstellung nicht von der
Numerierung der Atome abhangen. Daher diirfen wir Graphen nur bis auf Isomorphie unterscheiden.

2.1.11 Definition.

o Zwei Graphen ~ und ' mit p Punkten heifien isomorph (in Zeichen y ~ +'), falls es ein = € S, gibt mit
=

¢ Eine Isomorphieklasse numerierter Graphen, d.h. eine Bahn von Sy, heifst unnumerierter Graph T



Man kann einen unnumerierten Graphen dadurch veranschaulichen, daB man einen Reprisentanten einer lsomor-
phicklasse wihlt und dic Numerierung entfernt.

2.1.12 Beispiel. Folgende numerierte Graphen sind wsomorph und daher Reprasentanten desselben Graphen:
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2.2 Datenstrukturen fiir Permutationsgruppen

Permutationsgruppen G' < S, haben wegen |S,| = ! schon fiir relativ kleine Grade n oft eine so groBe Ordnung,
daB sie nicht mehr in Form aller ihrer Elemente in einem Rechner gespeichert werden kénnen. Wir benétigen da-
her Datenstrukturen, die es uns erlauben, solche G knapp und effizient zu speichern und trotzdem alle Elemente
rekonstruieren zu konnen. Zwei derartige Konzepte, wic sie auch in der Implementation der in diescr Arbeit be-
schriebenen Algorithmen, im Programmsystem NEXTOR. verwendet wurden, wollen wir im folgenden vorstellen.

Wir wollen zunéchst die Gruppe iber die Transversalen bestimmter Linksnebenklassen darstellen. Dieses Konzept
geht zuriick auf C.C. SiMs [114]. Dazu betrachten wir ohne Einschriinkung wicder die Operation von ' < 8, auf
l:=n

2.2.1 Definition. Sei = € S,,. Wir kiirzen die punkiweisen Stabilisatoren fiir k < n ab als
6™ 1= Col{n(1),.... xR}
und setzen GO = G. Die sich darans ergebende Untergruppenketre
G=G® >GcM > ... > Gn N = {1}

heift Simskette ader Zentralisatorketic von G beziiglich w. Dabei heifit w bzw: die foige (w(1), ... m(n)) auch
Basis von G. pa

2.2.2 Lemma. Sei {gx,1, - . Gk k)} jeweils eine Transversale der Linksnebenkiussen G~ /QW) fir k ¢
{L,...,n — 1}, wobei i(k) der Index von G™ in G sei. Dann existiert fiir jedes g € G eine cindeutige
Darstellung

n—1

9= [T ges mitt < <ith)
k
und fiir die Ordnung der Gruppe gili:

n—1
161 = T] %)
k

(Beweis siche [114].)
2.2.3 Beispiel. Wir betrachten die symmetrische Gruppe vom Grad 4:

Se ={ 1,(12),(13),(14),(23), (24}, (34),
(12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
(1234),(1243), (1324), (1342), (1423), (1432) }

Die entsprechenden Zentralisatoren zur Basis (1,2, 3, 4) sind:

G0 = A

¢t {1.(23), (24), (34), (234), (243)}
¢® = {1,341}

G = {1}

Magliche Transversalen sind

TGO /6My = {1,(12),(13),(14)}
TEW/G®) = {1,(23),(24)}
T(G®/G®) = {1,(34)}

Damit erhalten wir bspw. die Darstellungen (123) = (12)(23) und (1324) = {13)(24)(34). <



Wir bendtigen also sum Speichern einer Per i ppe in Form ciner Simskette neben der Basis nur die
Repriisentanten der Linksnebenklassen.

Oft haben wir die Situation, daB dic Gruppe G nicht gegeben ist, sondern erst berechnet werden soll. Dabet erweist
sich die Datenstruktur der Simskette, wie wir spater schen werden. als schr hilfreich. Sie ist allerdings nicht die
sparsamste Moglichkeit. eine P ionsgruppe zu speich

2.2.4 Bemerkung. Nach 1.2.4 kénnen dic Bahn 7 (k)%™ und dic Nebenklasse G~ /G furk ¢ {1,...,n 1}
bijektiv aufcinander abgebildet werden. Ist nun ¢in g € S, gegeben, so konnen wir mit Hilfe der Simskette leicht
cnischetden, ob g in G liegt oder nicht. Ist bereits w(1)¢ nicht in w(l)G(”. so gilt auch g ¢ G. Andernfalls cxistiert
cin gy & T(G/GP) mit w(1)#% " = x(1). Dicsen Prozef kdnnen wir solange forisetzen, bis wir feststellen,
daB g ¢ G, oder bis wir die Darstellung von g aus 2.2.2 gefunden haben.

Sehen wir uns einen Zwischenschritt an: Sei w := m(k)?. Dann gilt, daB w&* " € #(k)E™ | falls es ein
gk € G~ 1) gibt mit x(k)#* € w¥" """ Daher geniigt cs eigentlich, fiir die Bahn @€ nur diese Permutation
gk zu speichem. Falls es einen Punkt @ € WY gibt, der von allen Punkten der Bahn aus erreicht werden kann,
miissen wir uns nur zusétzlich merken, dab @ % ' = m(k).

]

Diese Uberlegungen filhren uns zu einer sehr kompakten Darstellung, den markierten Verzweigungen nach M. JER-
RUM [63].

2.2.5 Definition. Sei n € N und G < 8, eine Permutationsgruppe, @ € Sy, sowie
G26M>..26"? > {1}
eine Simskette von G beziiglich m.

o Lin Wald B = (n, E) aus gerichteten Baumen, bei dem die Kanten die Form (w (i), 7(7)) mit i < j haben,
heift Verzweigung (branching) auf n beziiglich m.

o Ein Tripel B = (n, E, o) heifit markierte Verzweigung (labeled branching) fiir G beziiglich m, fulls gilt:
i) (m, E) ist eine Verzweigung.
i) o : E = 8, (a(i),7(3)) = oi; ist eine K heschriftung der Verzweigung. Dabei heift o, ;
Kantenmarke von 7 (j) in B und w(i) Vater von n(j).
iii) Firallei,j € ngilt o; j € GY und 7 (i)™ = =(j).

Eine markierte Ver

igung heifr vollstandig, wenn zusdtzlich gile:

iv) Fallsw € -rr(i]Gm. dann existiert ein gerichteter Pfad in B von w(1) nach w.

Fine volistandige markierte Verzweigung reprasentiert damit ganz G, d h. es gilt (o (E)) = G.
Der Existenzsatz fiir markierte Verzweigungen wird hier ohne Beweis angegeben — ein ausfuhrlicher Beweis findet
sich bei Jerrum [63).

2.2.6 Satz. Sei G < 8, eine Permutationsgruppe. Dann existiert zu jedem w € S, eine vollstdndige markierte
Verweigung fiir G bzgl. m.

2.2.7 Beispiele.

i) Als Beispiel betrachten wir die Diedergruppe Dg. Mogliche Transversalen (bzgl. der identischen Anord-
nung) der Nebenklassen in der Simskettendarstellung sind:

TE™/6M) = {1,(12)(36)(45), (13)(46), (14)(23) (56),
(15)(24), (16)(25)(34)}

TGV /G {1,(26)(35)}

TEP/6®) = {1}

Die vollstandige markierte Verzweigung fur Dg (bzgl. der identischen Anordnung) ist dann:



o

\(14)(23)(56)
(15)(24

T

(26)(35)

ii) Ein etwas groBeres Beispiel ist die Automorphismengruppe A des sog. Petersengraphs (s. etwa [95]) in Abb
2.1, welche die Ordnung 120 hat.

Die vollstindige markierte Verzweigung zu A bzgl. der identischen Anordnung hat folgende Form:

5

Die Kantenmarken sind hier zugunsten der Ubersichtlichkeit weggelassen. Sie lauten:

T = (12)(35)(67)(8,10)

@z = (13)(45)(68)(9,10)

oig = (14)(23)(69)(78)

o = (19)(24)(57)

a0 = (1,10,6,7)(2589)(34)

o5 = (25)(34)(7,10)(89)

o2 = (265)(3,8,10,7,9,4)

a37 = (37)(49)(56)(8,10)

o = (48)(56)(9,10)
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2.2.8 Bemerkung. I'ur dic Darstellung ciner Permutationsgruppe G < S, als Linksnebenkl rsalen -

T(G“”/G“)). i ,T(G"" Zl/'GEn -\))

benotigt man insgesamt (n - 1)/2 Permutationen. Geht man von der (ctwas groBzugigen, aber realistischen)
Annahme aus, dal eine Permutation durch cinen ne-dimensionalen Vektor im Rechner dargestellt wird. so betrigt
der Aufwand fiir das Abspeichern ciner einzelnen Permutation O(n). Der G taufwand fur das Speichern ciner
Gruppe in der Form 2.2.2 ist somit @(n*); der Test aus 2.2.4, ob cinc gegebene Permutation ein Element der
Gruppe ist, bendtigt einen Zeitaufwand von O{n?).

Bei ciner markierten Versweigung miissen (héchstens) n - 1 Kantenbeschriftungen gespeichert werden. Unter
obiger Annahme ist der Gesamtaufwand fiir das Speichern einer Gruppe in der Form 2.2.5 damit O(n?).

Wir betrachten nun wicder den Test, ob ein¢ gegebene Permutation g Element von G ist. Dabei kann die Mcthode
aus 2.2.4 analog ibernommen werden. Im schlimmsten Fall mull man einen Pfad der Lange n— 1 entlanggehen und
in O(n®) Zcit das Produkt der Kantenbeschriftungen bilden, um eine Permutation in GV zu finden. dic (i)
auf 7(j) abbildet. Das wiirde die Zeitkomplexitét fiir den Test gegeniber der Simskettendarstellung auf O(n*)
erhdhen. Um diesen Nachteil zu beseitigen. markiert man zusitzlich die Ecken der Verzweigung mit Abbildungen
r:n » S, gemiB folgenden Regeln:

i) Fihrt zu w(7) keine Kante hin, so ist 1y := id.

ii} Fuhrt die (eindeutig bestimmte) Kante (#(i), 7(3)) zu w(5) hin, so ist 7; := ro;;. Damit ist 7; das Produkt
der Kantenmarken von der Wurzel der 7. h k bis @ (7).

Diese Abbildungen r; nennt man Eckenmarken. Dadurch wird die Zeitkomplexitat fur das Testen auf Mitglicd-
schaft auf @(n?) vermindert. Allerdings bendtigt man nun (hich s) 2n + 1 Per } zum Abspeichern
ciner vollstindigen markierten Verzweigung.

Wir wollen nun suchen, wie eine
kann.

markierte Verzweigung aus einer Simskette berechnet werden

&

2.2.9 Algorithmus (Markierte Verzweigung aus einer Simskette). Sein € N und G < S, einc Permutations-
gruppe. 7 € S, sowie

oM. >c? > (1}
cine Simskette von G beziiglich . Sei fener i € {1,...,n -2} und By, cine vollstindige markierte Verzweigung
fir GU-),
Durchlaufe alle g € T(GV/GU+1)) und fiihre fur jedes g durch:

i) Wahle j so. daB 7(j) = =(i)9.
ii) Falls zu #(7) bislang keine Kante hinfiihrt, so fuge eine neue Kante (#(¢), (7)) cin und setze o; := g.

Passe nun dic Eckenmarken entsprechend an. Dann ist das so konstruierte B; cine vollstindige markierte Verzwei-
gung fiir G, v

(Dic Richtigkeit dieses Verfahrens wird in [63] bewiesen.)

2.2.10 Bemerkung. Wichtig fiir dic praktische Anwendung markierter Verzweigungen ist auch, die Basis = wech-
seln zu kdnnen, d.h. eine markierte Verzweigung zu 7' = (w(1),...,m(r — 1), x(s), w(r),m(r + 1),...,7{s —
1), 7(s = 1),...,7(n})) zu berechnen, in der die Basis zyklisch von 7 bis s verschoben wurde. Dic dazu not-
wendigen Algorithmen sind in [22, 56] beschricben, so daB hier auf Details verzichtet wird. Im Programmsystem
NEXTOR wird die Implementicrung aus [56] verwendet.
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2.3 Automorphismen von Teilgraphen

Bei der Di ion verschied hentheorctischer Algorithmen im zweiten Teil dieser Arbeit werden wir
gelcgcmhch auf die Situation lrcﬁen daB aus der Autonwmhnmcngruppe eines Graphen nur die Abbildungen
betrachtet werden sollen, dic cinen gegebs Teilgray permuti Dieses Problem wollen wir daher an dieser

Stelle allgemein untersuchen.

Gegeben sei ein numerierter Multigraph y € mP” mit p Ecken, wobci m = {0,1,...,m - 1} mitm,p € N.
Ferner sei

@31 pem™ mitT Cp, ¥i.jeT: n({i,i}) = +{i.i})

(Dies ist die Ubertragung des Teilgraphenbegrniffs aus 2.1.3.i auf Multigraphen: abkiirzend schreiben wir dafiir
neY)

Weiterhin wollen wir die Automorphismengruppe von -y bezeichnen als 4 := Aut(~). Fir dic Automorphismen

«, die n fest lassen, gilt sicher: 7 € Na(n). Nun kann ¢s zwei m, 7" € Na(g) © A gehen, mitw | o == 7" | naber
7 # =, Daher missen wir die Restklassen nach dem Zentralisator von g betrachten. Dabei stellen wir fest;

2.3.2 Satz. Die Awtomorphismen eines numerierten Multigraphen ~ mit Awtomorphismengruppe A, die einen Teil-
graphen 1) C v invariant lassen, induzieren aufn eine Automorphismengruppe E isomorph zu

Na(n}/Caln).

Beweis: Wir bezeichnen die Einschrinkung von Na(n) auf als f, d.h.

f: Naln) — Aut(n),

wobei E := I'm(f) die induzierte Permutationsgruppe sei.

Diese Einschrink ist offensichtlich ein H: i Sein Kern, also die El dic auf die 1d

aus E abgebildet werden, ist gerade der punktweise Stabilisator C,(n), denn nur scine Permutationen lassen 5
vollig unverindert. Damit folgt nach dem Homomorphiesatz, daB die Menge der Restklassen N (1) /Cala) cine
2u Im(f) = E isomorphe Gruppe bildet, was die Behauptung zeigt.

m]

2.3.3 Bemerkung. Um den Algorithmus fir die Berechnung der Teilgraphen vorstellen zu kénnen. benatigen wir
noch ein Verfahren, das cine vollstindige markierte Verzweigung aus ciner Menge von Erzeugern berechnet. Ein
solches wird ebenfalls bei [63] beschrieben und bei [81] ausfuhrlich aufpearbeitet. Daher wollen wir hier nur die
wesentlichen Aspekte kurz ansprechen.

Gegeben sei eine Menge von Erzeugern {91,- -+, 8m}, die einc Permutationsgruppe G < S mit k » mn erzeu-
gen, und ¢ine Basispermutation w € Sy. Zuniichst wird dann eine markierte Verzweigung ohne Kanten erzeugt.
AnschlieBend durchlduft man alle 7 € k und fithrt dabei jeweils die folgenden Operationen durch:

i) Man berechnet einc Transversale T(GU~1 /G%)) und fugt diese in die markierte Verzweigung ein, ohne die
zuvor cingefigten zu beeintrichtigen.

ii) Aus dieser Transversale und den Erzeugern von GU~1) wird dann dic Menge der sog. Schreier-Erzeuger von
G bestimmt, die anschlicBend durch ein  Siebverfahren* (Sifting) zu einem Erzeugendensystem von G
mit hochstens k — 1 Elementen reduziert wird.

Nach Durchfiihrung dieses Verfahrens erhalt man cine vollstindige markienc Verzweigung, dic G = (g1, .., gm)
représentiert.

Nun kénnen wir die Teilgraphenautomorphismen berechnen:



2.3.4 Algorithmus (Teilgraphenautomorphismen). Gegeben sei ein numerierier Multigraph 5 £ mP" mit P
licken, em Teilgraph p © 5 tber T = {ty,. .., t.} € p. und dic Automorphismengruppe Aut(y) als vollstandige
markicrle Verzweigung B zur Basis m C 8.

i) Wechsle mit 2.2.10 die Basis von B zu & so, dafl anschlicBend fiir j € r gilt: 7(j) = ¢;.

i) Initiabisicre dic Erzeugermenge § mit § « @ Durchlaufe alle 5 € r fithre jeweils durch:

o Fihrt zu ¢; cine Kante (etwa von £y und ist o € N gy (7). 50 setze § + S U {ay;}, wobei @,; aus
a;; durch Einschriinkung auf T entsiehe.

iiiy Berechne dic von S erzeugle markierte Verzweigung nach 2.3.3.

v

Wir wollen noch kurz den Aufwand fiir dieses Verfahren untersuchen. Ausfithrliche Beweise zu den cinzelnen
Angaben finden sich in der zitierten Literatur.

2.3.5 Bemerkung,

o Der Aufwand fur das Wechseln der Basis betragt O(p?) [22, 56]. Dies muB im schlimmsten Fall 7 mal
durchgefuhrt werden, so dal der Gesamtaufwand fur Schritt iy O(rp?) ist.

o In Schritt i) wird die Verzweigung linear durchlaufen; der Aufwand ist also (r).

» Das Berechnen einer markierten Verzweigung aus einer Erzeugermenge in Schritt iii) braucht ©(r®) Zeit
[63]. Im praktischen Einsatz in NEXTOR sind die Teilgraphen allerdings meist nicht allzu groB und verfigen
zudem auch nur tiber eine kleine., oft sogar triviale, Automorphismengruppe.

2.3.6 Beispiel. Gegeben sei folgender Graph

2 4 5 7

12 11 10 9

Seine Automorphismengruppe (Ordnung 16) hat als vollstindige markierte Verzweigung (bzgl. der identischen
Anordnung) nur vier Kanten mit den Beschriftungen

o = (18)(27)(36)(45)(9,12)(10, 11)
o2 = (2,12)

a1 = (4, 11)(5, 10)

org = (79)

Betrachten wir die Teilmenge von Ecken T' := {3,4,5,6,10,11}. Hier zeigt sich der Unterschicd zwischen
Aut(n'T) und No(nT)/C a(n'™) bzw. E wie in 2.3.2. Der Teilgraph 7 hat. fur sich genommen, Aut(n(™)) =
Dg (s. 2.2.71). withrend E nur eine Untergruppe mit Index 3 davon ist. Bei der Durchfiihrung des Algorithmus
2.3.4 mub zunachst dic Basis zu

{1234 5 6 7 89 10 11 12
{3 4561011127 8 9 12

gewechselt werden. Die Erzeugendenmenge S ergibt sich (in neuer Numerierung) dann als

§ = {(14)(23)(56), (26)(35)}
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24 Molekulare Graphen

In diesem Abschnitt wollen wir den Bezug der bisher definierten mathematischen Strukturen zur naturwissen-
chaftlichen A d 1 dere in der Chemie herstellen.

Seitdem 1864 Alexander CRUM BROWN Molekule mit Hilfe von Graphen beschrieben hat, besteht eine enge Ver-
bindung zwischen Chemie und Graphentheorie. Das Isomerieproblem war auch die Motivation fiir dic Entwick-
lung der algebraiscl b ik; cine der bek Arbeiten ist dabei die von G. POLYA [103]. Weitere
geschichtliche Hintergriinde finden sich etwa bei [17].

Es ist anzumerken, dafB® liangst nicht fiir alle Malekiile cine cinfache graphentheoretische Beschreibung moglich
ist. Die Atome als Ecken aufzufassen, ist relativ universeil. Bei den Typen moglicher Bindungen gibt ¢s allerdings
groBe Unterschicde. lonen- und Metallbindungen lassen sich cbenso wie Komplexbindungen kaum als Kanten
interpretieren. Daher beschrinken sich die graphentheoretischen Modelle der Molekille meist auf die organische
Chemie; in diesem Bereich, der sich mit der Chemie der Kohlenstoffverbindungen beschiftigt. betrachtet man
vorwicgend sog. kovalente Bindungen (s. etwa |82]), die sich cindeutig als Verkniipfung zwischen zwei Atomen
und daher auch als Kanten cines Graphen darstellen lassen.

Zunichst wollen wir die graphentheoretische Beschreibung von Molekiilen definicren.

2.4.1 Definition. Sei v € mE” ein numerierter, schleifenfreier Multigraph mir p Ecken. Dann heifit
P
di(y) = Y 2{iih
3=1

Grad der Ecke i. Den Vekior d(v) = (d1(7), ..., dp(7)) bezeichnet man als Gradvektor des Graphen . .

Fiir andere Arten von Graphen laBt sich der Grad entsprechend defini Bei einem schlichten Graph entspricht
der Grad einer Ecke der Anzahl der Kanten, auf denen dicse Ecke liegt.

Graphen, bei denen gilt dy = ... = dj, heiBen reguldr (wie etwa der Petersengraph in Abb. 2.1).

Stellt man einen Graphen mit Hilfe einer Adjazenzmatrix A dar (s. 2.1.10). so entspricht der Grad von i gerade der
Summe der Eintrige der i-ten Zeile: d;(4) = 37 a;;.

2.4.2 Beispiel. Fiir den Graphen aus Beispiel 2.1.4 gilti dy = dy = ds = L. dy = 3.ds = d7 = dy = dg = 2.
dg =0. o

2.4.3 Definition. Sei ¥ = {31, ..., 1, } eine endiiche Menge und v € mB[:: ein Graph. Dann heifft eine Abbildung
g:p— ¥ milﬁ(i):[i(j):a".:djw,j(_:g
Beschriftung (der Ecken) von 7. "

Hierbei kann ¥ einc Menge von Farben, Nummern oder Symbolen sein. Die Bedingung stellt sicher. daB gleich-
beschriftete Ecken auch gleichen Grad haben.

2.4.4 Definition. Ein Paar (v, 8) aus einem mumerierten, schleifenfreien, ungerichieten, zusammenhiingenden Mul-
tigraphen v € mgm und einer Beschriftung 8 € W2 heifit molekularer Graph, .

Eine einfache Kante entspricht einer o-Bindung, cine Doppelkante einer om-Bindung und ¢ine Dreifachkante
einer ox°-Bindung [82]. Héhere Bind sind in der ischen Chemie selten, lassen sich aber entsprechend
ausdriicken.

Bei molekularen Graphen ist meist ® = {C,H,O,N,.. .}, also dic Elementsymbole des Periodensystems. oder
der Einfachheit halber ¥ = n bei n verschicdenen Elementen.
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2.4.5 Bemerkung. Eine Sonderrolle nchmen Wasserstotfatome ein. Da Wasserstoffe nur eine Bindung haben
konnen. im Graph also Ecken vom Grad | sind, sie aber gleichzeitig fast tberall vorkommen, werden sic meist
weggelassen bzw. nicht als Ecken sondern als zusdtzliche Beschriftung aufgefaBt. Man spricht dann von wasser-
stoffreduzierien molekularen Graphen. Auch im folgenden werden wir uns meist dieser Darstellung bedienen.
Allerdings ist es im allgemeinen nicht erforderlich. die Anzahl der H-Atome an eincm anderen Atom explizit
anzugeben. Fast alle in der organischen Chemie vorkommenden Elemente haben einen festen Fckengrad. den man
als Fulenz bezeichnet. Diese ist beispielsweise bei Kohlenstoftf 4. bei Stickstoff 3 und bei Sauerstoff 2. Hat cin Atom
¢ im Graphen einen Grad d;, der kleiner als seine Valenz val; ist, so geht man, wenn nichts anderes angegeben ist,
davon aus, daf fur die Anzahl h; der Wasserstoffe gilt:

h,

i =val; —d;

also dic michtgebundenen Valenzen durch H-Atome aufgefillt sind.
Bei wasserstoffreduzierten Graphen ist die Bedingung 3(i) = 8(5) = d; = d; aus 2.4.3 durch

B(i) = 8(3) = val; = val;

Zu ersetzen.

2.4.6 Beispiel. Die natirliche Aminosaure L-4lanin hat folgenden molekularen Graphen (links mit, rechts ohne
Wasserstoffe):

(033 oy’
o 1 2
13y ‘ \\C:l/
CNECHHE |
HH/ BN_CG
g Giye ‘
cs
Hio

Wir betrachten nur den wasserstoffreduzierten Graphen. Seine Adjazenzmatrix ist

002000
001000
210100
001011
000100
000100

und der Beschriftungsvektor ist 3 =(0,0,C.C,C,N).
<

Dic symmetrische Gruppe Sy, operiert natirlich auch auf den Abbildungen 3; daher konnen wir in Analogie zu
2.1.9und 2.1.11 definieren:

2.4.7 Definition.
i) Der Normalisator eines molekularen Graphen (v, §) heifft Automorphismengruppe von (v, 3):

Aut(y, 8} = Cs,(7,8) = {r € 5 | 7" =y 8" = 8}

i) Zwei modekutare Graphen (v, B) und (v, 8") mit je p Punkien heiffen isomorph, falls es ein w € S, gibt mit
& =" und T = 3"

iti) Zwet Eckeni, j € p eines molekularen Graphen (v, 3) heiffen topologisch dquivalent, faily j € Aut(y, 8)(i)
gilt.



2.4.8 Beispiel. Wir betrachien (als Graph und als Molekil) 1.2,3 4-Tetrahydroxysitacyelobutan

. . HO® O°H
Tee” SCtH-C A
| | |
.o - gt
o e Hoa/c S l107“
mn

Hat C den Typ | und Si den Typ 2, so kann die Beschriftung durch den Vektor (1,1,2,1,1,1, 1, 1) dargestelit
werden. Die Automorphismengruppe des Graphen hat die Ordnung 8 und lautet (16t man Fixpunkie weg):

1

(24)(68)

(12)(34)(56)(78)

(1234)(5678)

(13)(57)

(13)(24)(57)(68)

(14)(23)(58)(67)

(1432)(5876)

Wiren alle Beschriftungen gleich, wie etwa bei Tetrahydroxycyclobutan, so ware dies auch dic Automorphis-
mengmppe des Molekiils. Wegen des Siliziums aber fallen eine Reihe von Abblidunueﬂ weg. So sind etwa die

piegelungen an den halbicrenden gegeniberli der Seiten keine selbsterhaltenden Abbildungen mchr.
Als.‘... phi gruppe des molekul Graphen bleibt lediglich
1
(24)(68)
o]

Fiir die Berechnung der Automorphismengruppe werden zunéchst die Knoten des Graphen in Automorphismen-
partitionen eingeteilt, d.h. ¢s kann danach keine Automorphismen geben, die Knoten verschiedener Partitionen
aufeinander abbilden. Die Klassifikation erfolgt in zwei Stufen:

2.4.9 Algorithmus (Knotenklassifizierung).

i) Bilde jeweils die Summe tiber die dritten Potenzen der Zeileneintriige der Adjazenzmatrix. (Dicse Gewichis-
funktion liefert eine eindeutige Gewichtung von Knoten bis zum Grad 7 und ciner maximalen Kantenviel-
fachheit von 6.) Dic urspriingliche Einteilung der Knoten nach ihren Atomtypen wird zusitzlich in Betracht
gezogen.

ii} lericre einen daraus resulticrenden klassenbezogenen lincaren Gewichtsvektor so lange, bis keine weitere
Verfeinerung mehr gefunden werden kann.

W
Die Automorphismengruppe selbst wird nun mit Hilfe einer Sims-Kette (5. 2.2.2) berechnet und gespeichert. Fiir
die gesuchte Automorphismengruppe heifit dann das Verfahren (Weitere Derails finden sich in |85, 126]):

2.4.10 Algorithmus (Berech der A i uppe).

i) Durchlaufe alle moglichen Stabilisatoren, d.h. alle ¢ € {1,...,p — 1} (bei p Punkten) absteigend und dafiie
alleje {i+1,...,p}

ii) Liegen i und j in derselben durch 2.4.9 erhal Klasse. so che. ob dic Permutation der Zcilen ¢
und j der Adjazenzmatrix eine zu dieser Matrix aquivalente liefert. Ist dies der Fall, gehe zu iit); sonst fahre
mit den néchsten Knoten im Durchlauf fort.

iiiy U he rekursiv. ob die P ion. die durch Multiphik der Ti iti ' (4, ) mit einem der be-

reits gefundenen Stabilisator-Transversalen-El ht. auch cin A | ist. Verlauft dieser

Test positiv. speichere diese Information. Setze anschlicfiend den Durchlauf fort.
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Kapitel 3 Verbindung zweier Graphen

3.1 Uberblick

Der Hauptieil dieser Arbeit ist konstruktiven Problemen der Graphentheorie gewidmet. Dabei wollen wir allerdings
nicht die haufig untersuchten Probleme wic die Konstruktion aller Graphen zu gegebenen Bedingungen (s etwa
[30, 36, 52, 56]) diskutieren, sondern neuc Methoden fiir das Verbinden von Graphen finden. In viclen praktischen
Anwendungen hat sich nimlich gezeigt, daB die ungeheure Vielfalt von Strukturen, die von Graphengeneratoren
erzeugt werden konnen, nur schwer handzuhaben ist und durch Zusatzinformationen cingeschrankt werden mufs.
In diesem und in den folgenden Kapiteln wollen wir insbesondere drei Methoden der Verbindung von Graphen
entwickeln:

i) Verbindung durch Hinzufgen von Kanten zwischen den Graphen

i) Verschmelzung iiber alle gemeinsamen Tetlgraphen (wobei bereits die Teilgraphensuche ¢in eigenstindiges
Problem ist)

iii) Verbindung tiber Verkniipfungsregeln unter Hin hme oder Wegfall von Ecken. in Nachbildung einer
chemischen Reaktion

Der Schwerpunkt der Ar d die wir dabei betrachten und immer im Auge behalten wollen, liegt auf der
organischen Chemie (vgl. S. 37), wo diese Verfahren besonders gut eingesetzt werden konnen.
Unser Ziel sind Algorithmen, die folgenden Anfordcrungen geniigen:

s Sie konstruieren schnell, vollstandig und redundanzfrei.
« Sic berticksichtigen Nebenbedingungen des Anwenders (sog. Restrikiionen) so frih wie méglich.

Zunichst wollen wir also ermittein, auf wievicle wesentlich verschicdene Arten zwei Graphen mitcinander ver-
bunden werden konnen. Dies ist ein Teilproblem, das bei einer Reihe von Konstruktionsaufgaben auftaucht. aber
auch als cigenstindige Methode gewinnbringend cingesetzt werden kann. Eme Untersuchung in der hier vorge-
nommenen Art konnte aber in der Literatur nicht gefunden werden.

Wir betrachten numerierte ungerichtete, schleifenfreie Multigraphen v, € m2” und 2 € ¥ mitm,p,q € N,
wobei m 0.E. fur beide gleich gewahlt werden kann. Unsere Methodik wollen wir allgemein formulieren, so dafy
eine zusitzliche Beschriftung nicht notwendig, aber auch nicht hinderlich ist.

Wir setzen voraus, daB jede Ecke i von 4% neben ihrem aktuellen Grad d;(vx ) noch cinen maximalen Grad besitzt,
den wir in Analogic zu 2.4.5 als val;(~; ) bezeichnen. Es ist klar, daf} gilt:

12

di(w) < vali(x) <m

firalle: < pbzw.i < q.
Damit stehen wir vor folgendem

: " 2 . ‘2 121
3.1.1 Konstruktionsproblem. Gegeben seien zwei Muitigraphen vy € mB und 4, © m%" Bestimme alle
nichtisomorphen Graphen, die sich durch Zusammenfassen von ~, und 3 und Hinzufiigen einer Kantenmenge ¢
ergeben, fuir die gilt:

il e:pxg-+{0,1,...,m}



P v, L

ith dilwi) = e(i, j) < vali{m ) nnd dj(v2) — e(i, §) < valj(y2) fiiralie (i,j) Cp x g

Eine Erzeugung aller ¢ in dicser Form wiire zwar moglich: es ergeben sich dabei aber schnell so grofie Anzahlen
von Lasungen, daB es fur die Anwendung kaum noch brauchbar ist. Aus deren Sicht st es winschenswert, nicht
nur die Zahl der Losungen tberschaubar zu halten. sondern auch den Orr der Verbindung zwischen den Teilen
restringieren zu konnen, Zu diesem Zweek filren wir zusitzliche fiktive Ecken ein, die dann die Verbindung zum
Gegenpart bewerkstelligen sollen.

L
3.1.2 Bemerkung (Einfiigen fiktiver Ecken). Gegeben sei v € m® * Serze T L("“l' —d,). Dann entsteht

i=1
der erweiterte Graph

Fiflyaagp b f‘”}}m —+{0,...,m},
indem jede Ecke i € p mit val; — dy neuen bivalenten Ecken mit jeweils einer einwertigen Kante verbunden wird,
ist y mit 3 € WP beschriftet, so sei ﬁ(i)ﬁiri > pein Symbol ¢ ¢ .

Dicse Vorgehensweise 18t die Maximalzahl der Moglichkeiten zu. Der Anwender hat aber jederzeit dic Option. dic
Position und Anzahl der fiktiven Ecken vorzugeben, um sich auf bestimmte Losungen zu beschriinken, Auf diese
Weise crhalten wir ein sehr flexibles Konzept. das in dieser Hinsicht andere Methoden wie die direkte Erzeugung
der Multigraphen oder die Reduktion auf schlichte Graphen mit dem Homomorphieprinzip [16, 85] hinter sich
Lifsr.

Wenn wir im folgenden von erweiterten Graphen sprechen. so meinen wir damit stets irgendeine Erweiterung,
nicht notwendig die maximale. Dabci ist dann f(*) die tatsachliche Zahl fiktiver Ecken.

Dic recht formale Prozedur der Er 2 Vi haulichen wir an cinem
3.1.3 Beispiel. Wirt hten dic Verbindung Cyclopropen. und zwar den wasserstoffreduzierten Graphen. Da
hierbei alle Beschriftungen gleich sind. sind sie unerheblich. Der Hochstgrad (die Valenz) der Ecken ist 4.
in
s
26
m

Hier ist f = 4. Als maximale Erweiterung ergibt sich

ot .
el
e

C\
2“0’

Die erweiterie Adjazenzmatrix hat dann die Form

(Die Linien trennen die urpriinglichen von den fiktiven Ecken.) <
Die Symmetrie der Graphen {ibertragt sich auf ihre Lrwei gen. Allerdings solien Abbild dic cinc fiktive
Fcke auf eine urspriingliche (oder umgekehrt) transportieren, nicht als selbsterhaltend gelten. Wir setzen daher fur
¥ C mgm

(3.1.4) Aut(3) = Ne({p+ L,.c,p - M) mit € =Cs ., (%)

Entsprechend auch fitr beschriftete Graphen.

Mit Hilfe des Begrifts der Graphenerweiterung haben wir unser Problem 3.1, 1 transformiert. Gesucht sind namlich
nun Abbildungen
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?:{l‘...,f('!l}}).;{l,_u‘fhﬂ}_,{Uil}
el
mit Zi(i,j)g] Vje{]!___,jh:)}

i-1
o

YD1 vie (., fov}

=1

(3.1.5)

Bei der Konstruktion dieser Matrizen missen wir auch dic Symmetrie der zu verbindenden Graphen beriicksich-
tigen. Da wir nur dic fiktiven Ecken betrachien, geniigt es, uns auf die Automorphismen der von ihnen gebildeten
Teilgraphen 7 (mit & = 1,2) zu beschrinken. Nach Satz 2.3.2 sind deren Gruppen isomorph™ 2u

Naue(0 )/ C e (e)-

Wir wollen wiederum ihre isomorphen Bilder in Sy, mit f := FOx) betrachten, welche wir im folgenden als A,
und A, bezeichnen werden.

Klar ist, daB} A, auf den Zeilen und A, auf den Spalten von ¢ operieren. Somit operiert A, 5. die isomorphe
Einbertung von Ay % Az in Sy, | ,, die sich durch entsprechende Umnumerierung ergibt, auf der ganzen Matrix
¢. Damit haben wir ¢inc ncue Fassung unscres Problems gefunden:

3.1.6 Lemma (Transformiertes Konstruktionsproblem). Unt alle nichti phen Yerbindungen zweier Multi-
12! 12l 7 ; P

graphen yy € mB" und o € m3" wie in 3.1.1 an den Stellen, die durch die Erweiterungen ~, und +, gegeben

sind, zu konstruieren, miissen héchstens alle Repra der Operation von Ay 2 auf der Menge der Abbildun-

gen € von der Form 3.1.5 erzeugt werden.

Dabei weist das Wort ,hichstens™ auf die fehlende Eindeutigkeit hin, d.h. mehrerc Abbildungen é konnen zum
gleichen Verbindungsgraphen fiihren. Mit diesem Problem werden wir uns in Abschnitt 3.4 beschiftigen.

* Allerdings ist dies ein Sonderfall, denn per Definition ist N g ye¢5, ) (k) = Aut(5x).
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3.2 Aufspaltung nach dem Homomorphieprinzip

Durch die Umtormung haben wir unser Konstruktionsproblem aufl die Er emes Repra nsystems
von Bahinen einer Gruppenoperation zurickgefiihrt. Bevor wir die cigentliche Generierung besprechen. wollen wir
nach Moghchkenen zur Vercinfachung suchen. Hierzu bictet sich dic in 1.3.2.1 vorgestellie Technik der surjektiven
Aufiosung an.
Wir betrachten wieder Abbildungen

é:fy xfa = {o,1}
von der Form 3.1.5. Die Gruppe A; operiert auf der Menge fz und zerlegt diese in » Bahnen X, ..., X, Daraus
ergeben sich Mengen von Abbild

E, = {& |&:fxX; —{0,1}}

Be v o= {éa|éori i x (XU U X)) - (0,11}

B, = {& l&ifix(XjU.. .UX,UX,)—{0,1}}
Es 1st klar, daB sich diese durch sukzessive Abbildungen
o) By —= By,

epimorph aufeinander transportieren lassen. Ebenso kinnen wir auch die jeweiligen Einschrinkungen von Aj als
Epimorphismen

k-1
LASER ™ I.UX —mexE
x=1
auffassen. Zusammen bilden die Paare o® = (o) o () also Epimorphi von Grupp i wobei

dic Vertraglichkeit mit den Operationen wiederum klar ist. Somit smd wir in der Situation von l 3.1 bzw. 1.3.2.1,
was folgende Vorgehensweise rechtfertigt:

3.2.1 Algorithmus (Surjektive Auflosung der Operation).
i} Berechne einc Transversale der Operation von A, x (Az | X,) auf E; unter den Nebenbedingungen 3.1.5.
1) Fahre das folgende rekursive Verfahren, beginnend mit Tiefe 1, durch:
(a) Bestunme in Tiefe & fir jeden Reprisentanten é _y aus der Tiefe k — 1 cine Transversale der Operation
von Ay x Caléx_y)mit A = Ay | |J5_, X auf
(BB | 8iii) = HVISi< AT XU UXe 1}
unter den Nebenbedingungen 3.1.5.

(b} Uberpriife, falls vorgegeben, die weiteren Nebenbedingungen. Sind diese erfullt und ist k < 7. so fahre
in Tiefe k + 1 fort.

v

Einen Algorithmus fur Schritt ii-a werden wir in 3.3.2 vorstellen.
Als .weitere Nebenbedingungen™ kommen in Frage:

o Anzahl aller Einsen in der Matrix

» Bedingungen an den Graphen, der sich durch das Einsetzen von €, und Riickbildung der Erweiterung ergibt:
Grofe der Ringe. verbotene Teilstrukturen ete.

Sieht man die rekursive Aufspaltung als Baum, so bedeutet der Test auf dic weiteren Nebenbedingungen, dal u.U.
ganze Aste abgeschnitten werden konnen, sofern ein Kandidat diese nicht erfiilit. Im Gegensatz zum Filllen der
gesamien Matrix haben wir auf diese Weise eine Methode gefunden, bei der nicht erst vollstindige Kandidaten
untersucht werden. sondern bereits in einem frithen Stadium die Konstruktion unerwiinschter Losungen vermicden
werden kann. Dies erfiillt auch unsere Forderung nach frihestmoglicher Berlicksichtigung von Anwenderrestrik-
tionen (vgl. 5. 43).

Anschaulich gesprochen haben wir also die zu berechnende Matrix € in Streifen zerlegt, ctwa:



T

X, X, X,

(wobei sich La. dic Streifenstruktur erst durch Umordnung bzgl. der Bahnen zeigt). Unsere Vorpehensweise be-
deutet dann, daf jeweils ein Streifen unter der Operation des Stabilisators der bisher gefiillten Streifen in Ay belegt
wird.

3.2.2 Bemerkung. Bislang haben wir in dicsem Abschnitt die Aufspaltungstechnik nur auf die Spalten angewandt.
Sie 1Bt sich natiirlich genauso auf die Zeilen anwenden. wodurch dic 7u konstruierende Matrix in Kiistchen zerlegt
wird. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wollen wir hier aber auf weitere Details verzichten und uns weiter auf’
Streifen b £ In der Impl ion ind: kann diese Technik eingesetzt werden.

3.2.3 Beispiel. Wir betrachten dic folgenden molekularen Graphen.
Cl=0? C —Q2=C?
IV: Ethen V: Propen

Als vollstandige Erweitcrungen ergeben sich

29 ot
l.\ 3 ‘ ‘ o5
c=c7 le—C-C=¢]
247 Nt | Ngb
3'
v i

Als induzierte Automorphismengruppen der fiktiven Ecken erhilt man:

Ay = {1,(12),(34),(12)(34), (13)(24), (14)(23), (1324), (1423)}
Ay = {1,(12),(13),(23), (56), (12)(56), (13)(56), (23)(56),
(123), (132), (123)(56), (132)(56)}

Die Bahnen unter 4, sind dabei {1,2,3}, {4} und {5,6}

<
Aufgrund der Nebenbedingungen 3.1.5. daB fir jedes feste # € f bzw. jedes feste j € f; es hichstens cin k geben
darf, so daB é(i, k) = 1 baw. é(k,j) = 1. ist die Bereck der Abbild auf den Inen Streifen nicht

voneinander unabhéngig. Fs mufl vielmehr beim ordnungstreuen Erzeugen der Paare (i, j) mité(i, j) = 1 iiberprift
werden, ob sich in der entsprechenden Zeile und Spalte nicht bereits ein Paar befindet. das auf | abgebildet wird.
Um dies auf einfache Weisc zu beriicksichtigen, legen wir Obergrenzen fiir dic Zeilen der zu erzeugenden Matrix
¢ fest. Dabei set

k
g4

i

die Obergrenze der Zeile i im Streifen &,

& der aktuelle Reprisentant, der bis zum Streifen k — 1 gefiillt sei,
AR =4 L (UL UX),

Tk, dasi-te Element von X.
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Es gilt: ¢!*" & {0,1} fiir alle emsprechenden i, &.

Die Zetlenobergrenzen schrinken aber auch die Moglichkeiten fir die Automorphismen der Zeilen cin. Es kaénnen
dann nur noch Zeilen als austauschbar angeschen werden. die dieselbe Zeilenobergrenze haben. Als Gruppe ergibt
sich damit im Streifen k:

AR e Na (G ¢ =) aNg (5160 =1}) =
{rca gl =¢"i=ivich)
Die Festlegung dicser Werte fiir den Streifen k geschicht folgendermaBen:
3.2.4 Festlegung der Yorgabewerte fiir die Ordnungstreue Erzeugung im Streifen &.
& Ist k = 1. so fihre durch:
i) Setze (,m =1furi€fy.
ii) Setze als operierende Gruppe Ay x A%”.

« Ansonsten fiihre durch:

k—1|Xx|
i) Ist z Z €x(i, Ty j) = 1 furi € fy, so setze (I-(k' = 0: ansonsten setze (§k) =1
r=1j=1

i W ’
ii) Setze als operierende Gruppe A x C o (éx—1)-
g
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3.3 Ordnungstreue Erzeugung der Verbindungsmatrizen

In diesem Abschnitt wollen wir die Methaden zur Erzeugung der Verbindungsmatrizen 3.1.5 von fiktiven tcken
zweier Graphen vorsiclien. Es handelt sich dabei um dic Anwendung der Ordnungsireuen Erzeugung 1.3.4 aut die
restringierte Konstruktion von {0, 1}-Matrizen, wobci wir uns in der Siwation 1.3.5. also bei Symmetricklassen
von Abbildungen, belinden.

Wir betrachten das Filllen cines Streifen k € r (vel. Abschnitt 3.2, dessen weitere Bezeichnungen wir gleichfalls
iibernehmen). Initialisicrt man den Streifen mit 0. so hat man alle Platze zu finden. auf denen eine 1 erlaubt ist.
dh. alle Paare, die auf emen Wert ungleich 0 abgebildet werden kinnen, Die folgende Funktion Gberpriift ein Paar
(4,7) € f_l % X} darauf. (Beim Fall £ = 1 sind dic Summationen entsprechend reduziert zu verstehen.)

3.3.1 Algorithmus (Test, ob é(i, j) = 1 sein darf).

k-11XA 3=1 i-1
1) Ist E z EliyTup) Z éxli,zha) = (,-(k) oder Z éxlpe, ) = 1. so gib . negativ zuriick.
K-lw=l v=1 Bl

ii) Gib positiv* zurtick.
Vs
Bei den Abbildungen
€:f; xfp = {0,1}

ordnen wir Paare (i, j) aus den beiden Komponenten wie tblich lexikographisch an. Damit konnen wir siets vom
Jnichstgroferen Paar™* sprechen.
Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

N kXl
@ =33 Y G, 2x,0). die Summe aller Eintrige im akwellen Kandidaten é
p=1r=1v=1
i Index fiir die Paare, dencn 1 zugeordnet wird

wr € fi x X, das l-tc Paar, das auf 1 abgebildet wird

Der Algorithmus ruft eine Funktion zum Testen der Kanonizitit eines Kandidaten. Diese werden wir im Anschlufl
besprechen.

3.3.2 Algorithmus (Ordnungstreues Fiillen des k-ten Streifens).

i) Initialisicre den aktuellen Kandidaten mit éx (i, 5) « 0 furalle ¢ € f; und j € X,,. Bestimme die Vorgabe-
werte fiir diesen Streifen mit 3.2.4. =

ii) Setze I = %) + 1. Setze wy auf das grofe Paar (i, j) des Streifens, fir das éx (i, j) = 1; gibt es ein solches
nicht, so setze wy auf das kleinste Paar (i, j) des Streifens.

iti) Solange wy nicht das letzte Paar aus fy x X3, aberschritten hat, fuhre durch:
(a) Setze wy auf das nichstgrofere Paar.
(b) Uberpriife mit 3.3.1, ob w; zuldssig ist.
(c) Ist das Ergebnis von 3.3.1 negativ, so gehe zu Schritt in.
(d) Setze éx(w) « 1.
(e) Teste den Kandidaten ;. ob er kanonisch ist. Ist dies nicht der Fall, so sctze é(wy) « 0 und gehe zu
Schritt iii
(f) Somit ist cine neue Losung gefunden. Teile dies der aufrufenden Prozedur 3.2.1 mit
(g) Gehe zu Schritt i,
v) Ist &%) = 0, so konnte kein Paar mehr auf 1 gesetzt werden. Beende daher die Funktion,

v) Setze das zuletzt auf | gesetzte Paar auf 0 zuriick, Setze I = ¢*) 4 1 und gehe 2u Schritt i,
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3.3.3 Bemerkung. Die Uberpriifung 3.3 1 auf Zulissigkeit liefert haufig nicht nur cin Urgebnis fiir das gegebene
Paar. Vielmehr 1aBt sich damit oft eine ganze Spalte oder Zeile als unzulassig erkennen. Die Ausnutzung dicser
Informationen fithrt zu emer Beschleunigung des Verfahrens.

3.3.4 Beispiel. Wir kommen auf Beispiel 3.2.3 zurtick und betrachten die Fiillung des dritten Streifens. Die Matrix
sei bereits fotgendermalen gefiill:

[~

oo
0o
oo
oo

oo o -

0

Damit ist C:al =1 Cés) =0. (és) = 0und dm = 0. Als operierende Gruppe erhalten wir {1, (34)} x {1,(56)}

Man sicht leicht ein, dal es dann vier nichtisomorphe Moglichkeiten gibt. den Streifen zu fullen:

0 0 00 00 00
10 10 00 60
0o | 0 2 |7 10| 10
00 00 00 01

o

Schritt iii-e des Algorithmus 3.3.2 erfordert eine Methode zur Uberpriifung, ob der aktuelle Kandidat maximal
unter der operierenden Gruppe 1st. Ein solcher Test auf Kanonizitit (d.h. Minimalitit oder Maximalitit, in unserem
Fall Maximalitat) ist cinc cffcktive Methode, um zu vermeiden, daB isomorphe Objekte generiert werden, und er
wird bei vielen Verfahren zur Erzeugung diskreter Strukturen eingesetzt (vgl. etwa [53, 56, 69. 85] und 1.3.3). Da
dabei u.U. eine Vielzahl mbglicher Permutationen des Objektes zu untersuchen ist, muB fir diesen Maximalititsiest
cin schneller Algorithmus gefunden werden, der mit moglichst geringem Aufwand tiber die Kanonizitar eines
Kandidaten entscheidet.

Dazu verwenden wir ein rekursives Verfahren, in dem wir von der Darstellung der Automorphismengruppen als
markierte Verzweigungen (s. 2.2.5) Gebrauch machen. Wir eninnern daran, daB gilt:

(3.35) Collm(De .m0} = {aiy | i > kg > k)

wobei G < S, eine Permutationsgruppe und 7 € S, eine Anordnung der Basiselemente ist.
Seinun &, ein Kandidat, der auf Maximalitit getestet werden soll. Der naive Ansatz ist, alle o aus der operierenden
Gruppe
¢t =
Gi=Ar  xCn(&-1)
H
zu durchlaufen und auf €7 > & zu testen. Allerdings ist dieser Ansatz meist mit sehr grolem Aufwand verbun-
den, so dafl er fur die Praxis nicht geeignet ist. Sinnvoller ist cs, die Tatsache auszunutzen, daB dic Kandidaten
lexikographisch absteigend erzeugt werden, denn es werden ja stets die kleinstméglichen Paare gesucht, dic auf |
abgebildet werden kinnen.

Wir betrachten die Paare
Qi={w, .} Cff x Xymitélw)=1Viel,

alsoall dicjenigen, die auf | abgebildel werden. Die Ordnungstreue der Erzeugung erlaubt es, sich beim Uberprifen
der Maximalitit ab dem zweiten Flement in § auf den Zentralisator der vorangegangenen zu beschranken.

Wir berechnen sodann die Bahnen w& bzw. w ¢~ ) Dz wenden wir jeden Erzeuger auf jedes (bisher
gefundene) Bahnelement an und speichern nicht nur dic Bahnen, sondern auch die Permutationen, dic dic einzelnen
Bahnelemente w aufw; transportieren, also dic o € Ca({w1,. .. ,wi—1}) mitw” = w;. Diese bezeichnet man auch
als fustanierende Elemente.

3.3.6 Lemma. Sei cE" das jusiomerende Element, welches das t-te Element von w‘.cs({"’“""”"‘” auf w; € Q)
abbildet. Dann ist

P
ecine Transversale der Nebenklassen C({wy, ..., w;1})/Cel{wy, - -, wi})

Beweis: Klar. al



Somit haben wir {iber die Zentralisatoren der fusionierenden Elemente der w; eine Moglichkeit der Darstellung
von G im Sinne von 2.2.2 gefunden. Durch eine rekursive Funktion. die die Gruppenclemente der Reihe nach
anwendet, kénnen wir nun den Kanonizitdtstest durchfiihren: zuvor initialisicren wir noch die Datenstrukturen.

Cg‘ =:CG((LU|,<~1W:-L})mlng)=G.
O ist die Bahn von wy unter C(;’-
de(t) istdie Permutation {das fusionicrende Llement), die ¢ auf w, abbildet.

a ist der akruelle Erzeuger von C.“Gf’ nach 3.3.5.
13 ist das aktuelle Bahnelement, womit alle (bisher gefundenen) Elemente einer Bahn durch-

Jaufen werden.

3.3.7 Algorithmus (Initialisierung des Maxi
i) Durchlaufe alle w, € §2 und fiihre jeweils durch:
(a) Initialisiere Op - {w;}.
(b) Sctze das aktuelle Bahnelement £ + wy und & (wy) + id.
(c) Durchlaufe alle Erzeuger & & (fg] und fithre jeweils durch:
o Ist1£7 & Oy, so fuge es hinzu : Oy « O U {£°} und setze ¢,(£7) + ¢4(£) - 0.
(d) Gibt es noch cin weiteres £ € O, so gehe damit zu Schritt ¢.
(e) Wechsle die Basis von Cg' 50, dal} eine Darstellung fir Cg' 1) wie in 3.3.5 entsteht.
i) Rufe den rekursiven Test 3.3.8 mit Kandidat €2 und Tiefe 1 auf und gib dessen Ergebnis zuriick.
v
Die rekursive Testfunktion hat als Argumente dic aktuelle Tiefe ¢ und eine zu iberprifende Matrix, dargestellt

durch die Paare ® = {#;,..., 8} mit Eintrag 1. Der lexikographische Vergleich der Matrizen 1aBt sich somit auch
als Vergleich solcher Paarvektoren verstehen.

3.3.8 Algorithmus (Rekursiver Maximalititstest von © in Tiefe #).

i) Ist
on |J &% #0,

we<w<wet

50 kann ein Paar mit Eintrag O zwischen diesem w, und dem nachsten auf ein Paar mit Eintrag | abgebiidet
werden. Da dadurch cine grofiere Matrix entsteht, kann mit .negativ* zuriickgesprungen werden.

ii) Durchlaufe alle £ € Oy und fuhre durch:

(a) Berechne ©7+(&),

(b) Ist @€} > ), s0 gib negativ* zurtick.

(c) Istt < I, rufe die nachste Ticfe des Tests mit ©#¢€) und ¢ + 1 auf. Gibt dieser ,negativ* 7uriick, so gib
ebenfalls ,negatn* zuriick.

iii) Gib positiv* zuriick.



3.3.9 Beispiel. In Weiterfithrung von 3.3.4 betrachten wir den Maximalitétstest von

5 6
o 0
10
0 1

o 0o =

00

also des dritten Streifens mit den Spalten 5 und 6. Wir haben bereits festgestellt, da hier G = {1, (34)} < {1, (56)}.
Esist = {{2,5),(3,6)} und Cm {1,(34)} x {1}. Damit erhalten wir aus 3.3.7:

01 ={(2,5),(2,6)}, 4:1((2,6)) = (1,(56))
O = {(3,6),(4,6)}, 2((4,6)) = ((34),1)

Die Nulleintrage auf den Platzen (2,6) und (3,5) kénnen unter den Gruppen nicht auf Platze mit | abgebildet
werden. so daB dic Bedingung 3.3.8.1 in keinem Fall erfullt ist. Im rekursiven Test gelangt man dann zu folgenden
Simationen (wobei die Einriickticfe die Rekursionsticfe widerspiegele):

o Esist© = {(2.5),(3,6)}. Das erste Element aus O, ist (2, 5), womit sich ©*:((28) = ) ergibt.
— In dieser Tiefe haben wir wieder © = {(2,5),(3,6)}. Das erste Element von O ist (3,6), was uns zu
©%:(3.8) = ) fihrt,

~ Mit dem niichsten Element (4, 6) aus der Bahn crhalten wir ©92((318) = {(2 5), (4,6)} < Q. Somit
hat der Kandidat in dieser Tiefe bestanden.

s Als zweites und letztes Element von O, haben wir (2, 6). Daraus ergibt sich ©#1(28)) - ((2 6}, (3,5)} <
.

— An die zweite Tiefe wird ©® = {(2,6),(3,5)} tbergeben. Neben der Identitit aus ¢,((3,6)) erhal-
ten wir auBerdem ©¢:(4) = {(2 6),(4,5)} < Q. Damit fihrt auch dicses © zu einem positiven
Ergebnis.

Insgesamt hat also der Kandidat in allen Tiefen bestanden und ist folglich kanonisch.
Die Gesamtheit aller Losungen zu diesem Beispiel stellen wir in 3.4.10 mit Abb. 3.1 auf Seite 57 vor. ¢

3.3.10 Bemerkung. Dic hicr beschriebene Vorgchensweise ist zwar schon rccht effektiv; bei ciner Compute-
rimplementation sollten aber noch einige Punkte beachtet werden, die einc tei erhebliche Beschleuni
bewirken konnen:

1

i) Dic Berechnung der Bahnen in 3.3.7 ist ein aufwendiger Schritt. Um zu vermeiden, dafl er zu oft wiederholt
wird, kann man dic Ermittlung der Bahnen gleich beim Fiillen der Matrix vomehmen. Dazu bestimmt und
speichert man beim Zuweisen der auf 1 abzubildenden Paarc in 3.3.2 die Bahn des jeweiligen Paars.

it

=

Auch ¢in noch so schneller Maximaltest kann das Problem iiberfliissiger Kandidaten nicht vermeiden helfen.

Denn trotz der Ordnungstreuc der Erzeugung kann es vorkommen, daB es vicle Moglichkeiten fur das Setzen

einer | gibt, die alle auf ihre Maximalitat untersucht werden miissen. Hier sorgt Lemma 1.3.6 fur Abhilfe

Nm.h cinem negativ aqunfailcncn Test laBt sich damit die Position ermitteln, dic - bildet man sic auf 1 ab -
it zu cinem k ischen Kandid fihren kann.

Noch ausgefeiltere Methoden wie in [56] bestimmen daraus zudem eine Liste von méglichen weiteren
Plarzen. auf die man die Untersuchung dann ganzlich einschranken kann.

tii) Bei molekularen Graphen herrscht sehr oft wenig bis keine Symmetrie vor, hat also die Automorphismen-
gruppe nur wenige Elemente oder ist trivial. Auch wenn aber die Aquivalenz fiktiver Ecken haufig wieder
etwas mehr Symmetrie ins Spiel kommt (s. 3.1.4), tnifft man beim Fillen der Streifen in sehr vielen Fallen
auf triviale operierende Gruppen. Bei diesen eribrigt sich dann ein Kanomznalslesl denn jeder crzcugw
Kandidat ist dabei maximal. Daher sollie dic Implementierung dafur cine b dere Behandl
um keine tberfliissigen Test aufzurufen.

]



3.4 Kanonisierung der verbundenen Graphen

In den letzten beiden Abschmitten haben wir gezeigt, wie zwel erweiterte Graphen auf alle wesentlich verschicde-
nen Weisen mitcinander verbunden werden kénnen, da ja nach 3.1.6 diese Verbindungen den mit 3.2.1 und 3.3.2
konstruierten Abbildungen ¢ entsprechen.

Nach dem Verbinden wollen wir die fiktiven Ecken nun wieder entfernen. Es handelt sich um die Umkehrung
der Erweiterung 3.1.2. Dazu lassen wir die fiktiven Ecken weg und setzen dort eine k-fache Kante. wo zwei
urspriingliche Feken tiber k fiktive mitemander gebunden sind. (Diese Vorgehensweise ergibt sich ganz natiirlich,
s0 daB auf cine formale Beschreibung verzichtet werden kann.)

Die Adjazenzmatrix (vgl. 2.1.10) des so entsichenden Graphen setzt sich aus vier Blocken zusammen:

34.1 M =LY
S TRV [

Dabei set Ty dic Adjazenzmatrix des ersten Ausgangsgraphen, T, dic des zweiten und V' die Verbindungsmatrix,
die durch die Ruickbildung aus € entstebt. Durch die Konstruktion und den dabei durchgefiihrten Maximalitatstest
haben wir sichergestellt, dafs nur solche V' erzeugt werden, die unter der Operation von Aut(T)) auf den Zeilen und
Aut(Ty) auf den Spalten nichtisomorph sind. Allerdings ist damit noch nicht erreichr, daf auch alle verbundenen
Graphen nichtisomorph sind. Denn nach 2.1.8 operiert auf diesen eine groficre Gruppe. ndmlich Sq, 47, . Somit
sind die crhaltenen V' nicht wirklich kanonisch: wir wollen sic daher als semikanonisch bezeichnen (in Anlehnung
an {53, 57]). Thre Kanonizitdt mul crst noch durch einen weiteren Test verifiziert werden,

3.4.2 Beispiel. Bei der Verbindung von Ethen und Propen, den Strukturen 1V und V aus 3.2.3, werden dic folgenden
beiden Losungen mit 3.2.1 und 3.3.2 generiert:

0 2({1 00 0 2|1 0 1
2 010 10 2 010 0 0
1 0]0 Lt 0 1 00 1 0
0 1|1 0 2 0 0|1 0 2
0o 0j0 2 0 1 0f0 2 0
5C 2
Seec? C\\CLCS
il
bt oA

Obwaohl die Verbindungsblocke der beiden Matrizen unter der entsprechenden Gruppenoperation in verschiede-
nen Bahnen liegen, sind dic resulticrenden Gesamigraphen offensichtlich isomorph (vermittels der Permutation
(14)(25).

el

Graphen, die zwar semik isch aber nicht k h sind, treten ver allem bei strukturcllen Ahnlichkeiten der
Ausgangsgraphen auf, wic es auch aus dem Beispiel ersichtlich ist. Thr Anteil ist dann am grofien. wenn beide
Ausgangsgraphen bereits isomorph sind.

Wit wollen nun dic Kanonisicrung, d.h, die Eliminierung der isomorphen semikanonischen Graphen, formal und
algorithmisch beschreiben. Dazu seien wieder v, € m2" und Y2 € m3” unsere Ausgangsgraphen (evtl. noch mit
Beschriftungen 3y und 32).

Unter der Einschrinkung < | {#1,-..,%,} cines Graphen v wollen wir den Teilgraphen im Sinne von 2.3.1 auf
der (bei Bedarf 1 rierten) Eckenteil {1,...,7} verstehen. Mit Hilfe dieser Schreibweise konnen wir
festlegen:

Q:= {'y&nggj;ﬂ!"- (rip)~m A (?L{p*l,...,p-}q}):{’:z}

Darauf operiert Sy, 4 in gewohnter Weisc. Somit stellt 2 dic Menge aller verbundenen Graphen aus +, und v, dar.
Deren Adjazenzmatrix hat stets dic Struktur 3.4.1.

Die Konstruktion der Verbindungsmatrizen nach 3.2.1 und 3.3.2 entspricht also der Bestimmung eines vollstandi-
gen Reprisentantensystems der Bahnen

(343) 2fCs, ({1,--.p}) 1Cs, {1 L....p—a}),



wogegen eigentlich

USprg
gesucht ist!. In der Sprechweise des Homomorphiceprinzips (vgl. 1.3.2.ii) miissen wir also eine Fusion der Bahnen
durchfihren. Algorthmisch bedeutet dies, dal} wir jeden Reprisentanten von 3.4.3 darauf untersuchen mussen, ob
ey ein Element einer Transversale der Nebenklassen

Spraf (Cs, ({1, P N Cs, ({p+L,...,0 | g}))

gibt, durch das dieser auf einen bereits erzeugten Reprasentanten abgebildet wird.

Der Durchlauf durch die Gruppenelemente st rekursiv organisierl, analog zu 2.4.10. Um eine allzu techmsche
Beschreibung zu venmeiden, wollen wir die Berect der Gruppenel, nicht explizit angeben,

Fur dic Vorstellung des Verfahrens benotigen wir wieder ein paar Bezeichnungen (Weitere Schreibweisen iiber-
nehmen wir aus den Abschnitten 3.2 und 3.3.):

w C st der zu testende Reprisentant.
é st die Verbindungsmatrix zu w iiber die fiktiven Ecken
m € Spyq st die Laufvariable fur die zu testenden Permutationen

wlé,m) € {0,1}2%% bildet ¢ so ab. wie es einer Vertauschung mittels 7 der tatsachlichen und
der Fortsetzung auf die fiktiven Ecken im erwciterten Graphen entspricht.
fi | Xkl
elk) = Z Z &(p, o, ). die Summe aller Eintrage im k-ten Streifen.

pole=1
S| Xk

=3 3" (& m)(p, o), dic entsprechende Summe bei (&, 7).
pel o=l

o

Wir (iberpriifen. ob ein w durch 7 auf ein bereits erzeugtes w' transportiert wird. Bei einer rein lexikographisch
absteigenden Erzeugung liefle sich dies als w™ > w ausdriicken. Da aber in 3.3.2 keine Matrizen mit ciner festen
Zahl von Eintriigen ungleich Null crzeugt werden, sondern diese variiert, missen wir neben der Maximalitat noch
einige weitere Falle unterscheiden.

3.4.4 Algorithmus (Kanonizitatstest von w).
i) Initialisicre 7 mit der [dentitiit in Sp ;.
i) Durchlaufe alle & aus ciner Transversale von
Spral (Cspe{li---:8}) N Os, ({p+ L. sp + q}))
und fihre jeweils durch:

(a) Tst (w™ | E) # v oder (@™ L {p+1,...,p +q}) # 72, so fahre mit dem nachsten 7 in Schritt 1i fort.
(b) Durchlaufe die Streifen von €, also alle k € ¢, und fiihre jeweils durch:

- Iste!®) = 0 und ) = 0, 50 fahre mit dem ndchsten Streifen in Schritt ii-(b) fort.

Istel® = gund &) £ 0, s0 kann (¢, 7) kein bereits berechneter Reprisentant scin. Fahre daher
in diesem Fall mit dem nichsten 7 in Schritt ii fort.

. Iste'™ £ 0und eS,M == 0, 50 181 w nicht kanonisch. Brich daher den Test mit .negativ* ab.

. Durchlaufe alle i € f; und fiir jedes 2 alle j € {1,...,|X,[}. Fir jedes Paar (i, j) filhre durch:

]

)

A. Isté{i, §) < @(é m)(i, 7). so unterscheide: Ist ) # ¢t und ist (4, 5) grofer als das grobie
Paar in €, das auf | abgebildet wird, so wiirde (€, =) vom Erzeugungsalgorithmus erst nach
€ generiert: fahre daher in diesem Fall mit dem nachsten = in Schritt ii fort. Andernfalls wur-
de p(é, ) bereits vorher erzeugt. Folglich ist w nicht kanonisch; brich daher den Test mit
fegativ* ab.

B. Isté(i, §) > (€, m)(3, ), so unterscheide: Ist ) # ¢*) und ist (4, ) groBer oder gleich dem

grofiten Paar in (¢, 7), das auf 1 abgebildet wird, so wurde (€, ) bereits vorher erzeugt,
womit w sich als nicht kanonisch erweist; brich daher den Test mit ,negativ ab. Andernfalls
wiirde y{¢, v} vom Erzeugungsalgorithmus erst nach ¢ generiert; fahre daher in diesem Fall
mit dem néchsten o in Schritt ii fort.

TWaren vy und 2 beschrifiet, so konnen wir uns hier auf die Young-{ von Spiq die diese Besc gen crhall




55

iii) Gib ,positiv* zuriick.

3.4.5 Beispiel. Bei den Strukturen IV und V aus 3.2.3 wird als 17. Losung der linke Graph aus 3.4.2 mit der
Adjazenzmatrix

10 0f0f0 o
. waze |00 0f0]0 0
00 0[1l0 0
oo oljoloo

erzeugt. Beim Durchlaufen der Permutationen trifft man auch auf 7 == (14)(25). Durch dessen Anwendung erhalt
man

g g (l] g (1] 1 0o0folo o
b 00 0|01 0
whs= |1 000 1 0 | bew plé,n) = 0 0 alofo o
0 0;1 0 2 0 00lolo o
1 010 20 |

Dic ersten Streifen stimmen ibercin, Fur den zweiten Streifen gilt e(2) = 1, aber ef”) = 0 (Fall ii-b-3). Daher kann
w verworfen werden.
<

3.4.6 Bemerkung. Der einzig ungeklirte Punkt im Verfahren 3.4.4 ist die Isomorphieiiberpritfung in Schritt ii-a.
Dort milssen wir untersuchen, ob (w™ | p) = v oder (@™ § {p + L,...,p = q}) > ¥, Fin Ruckgniff auf die
Definition 2.1.11 der Grapheni: phic ist algorithmisch wenig sinnvoll, da dies ein Durchlaufen der kompletten
Sp bzw. S, bedeuten witrde. Wir verwenden daher eine kanonische Numerierung [15, 94, 97] der Ausgangs-
und der eingeschriinkten Graphen (in der Implementierung aus [11]). Daber wird cine eindeutige Numerierung
der Ecken eines Graphen (oder mol Graphen) b d.h. aus jeder Isomorphicklasse eines Graphen
wird ein kanonischer Reprisentant ermittelt. Die Zurickfiihrung auf die kanonische Numerierung erleichtert den
Isomorphietest erheblich: Es geniigt nun, die Graphen kanonisch zu numericren und dann auf Gleichheit zu testen.

Insgesamt ist das Verfahren 3.4.4 mit cinem hohen Aufwand verbunden. Um diesen indest teilweise zu redu-

zieren, wollen wir eine sog. Hash-Technik verwenden (s. ctwa [111]).

Dabei handelt es sich um eine Mcthode fiir den direkten Zugriff auf gespeicherte Objekte mittels einer zusatzli-

chen Tabelle. Durch eine arithmetische Funktion wird jedem Objekt cine 1.a. natiirliche Zahl zugeordnet, welche

die Tabellenadresse reprisentiert. Verschied Objekten sollten verschicdene Adressen zugeordner werden; al-

lerdings besteht stets die Moglichkeit, da zwci oder mehr Objekte auf dieselbe Adresse fallen. Man spricht in

einem solchen Fall von einer Keflision.

Bei uns sind die Objekte numerieric bzw. numericrie beschrifiete Graphen. Zur Berechnung der Hash-Funktion
In wit hst die | ische Numerierung des Graphen und bilden dann eine gewichtete Summe iiber

die Eintrige der Adjazenzmatrix:

P

(34.7) hy) = Y wiig)- 'y(i.j)) mod M

=1
Dabei sei w eine Gewichtsfunktion und M die GroBe der Tabelle. Es empfichlt sich, fir M cine Primzahl zu
wihlen, da sonst bei der Bildung des Restwertes unterschiedliche Teilinformationen nivelliert werden konnen.
Auch fiir w konnen Primzahlgewichte gewiihlt werden. Zudem laBt sich einc Hashfunktion alternativ auch iiber
Grapheninvarianten definieren [9. 18]. Allgemcin sollte aber Went darauf gelegt werden, dald jeder Wert der Hash-
funktion mit derselben Wahrscheinlichken & wird,
Diese Technik setzen wir gemah der folgenden Uberlegung ein:

34.8 Lemma. Ein semikanonischer Kandidat ~ ist kanonisch, falls bisher noch kein anderer mit demselben
Hashwert h(y) erzeugt wurde.

Beweis: Klar.
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Daher kénnen wir in diesen Fillen den Maximaliti 344 iden. [n der Impl 1on in NEXTOR wird
dazu cin Buvektor der GiroBe M angelegt ist die Adresse A(y) fiir cinen Kandidaten + unbelegt, so wird dieser als
kanonisch akzeptiert und die Adresse auf _belegr* gesetzt. Insbesondere bei den ersten Kandidaten kann so cinige

Male der Kanonizititstest ausgelassen werden.

Das Hashing eroflnct uns aber auch die Moglichkeit. auf den Test 3.4.4 ganz zu verzichien. Dazu speicher wir
alle bisherigen Losungen (in kanonischer Numericrung) in mehreren verketteten Listen. und zwar eine fiir jede
Adresse der Hashtabelle

Um dies im Zusammenhang zu beschreiben, bezeichnen wir dic H:

mit

H:M - PmRa™y o w;

Dabei befindet sich an der Position ¢ die Menge H; aller Losungen v mit Hashwert k() = i.

3.4.9 Algori (Erzeug k ischer Reprise mittels Hashing).
B s P! £

=

Initialisiere H, + @ furalle i € M.

fi

Frzeuge den nachsten semikanonischen Graphen v mit den Verfahren 3.2.1 und 3.3.2.
i) Numeriere 5 auf kanonische Weise.

1\

Ist Hyq,y = 0. so ist  kanonisch; speichere es daher durch #y,, « {7} und gehe zu Schrin vii.

v) Durchlaufe alle 8 € Hy . Falls es ein 6 gibt, so dald @ = ~, dann ist y keine Lésung; gehe daher zu Schritt
Vil
vi) Da bis hicrher kein zu -y identischer Repra funden wurde, ist v k h: speichere es daher durch

Hugy) = Hayy Ui}
vii) Solange cs noch weitere semikanonische Graphen gibt, gehe zu Schritt ii.
v

Wir haben also zwei alternative Verfahren zur Verfligung, um das Problem der Isomorphie semikanonischer Re-
prisentanten zu beheben. Neben stilistischen Aspekien (eine rein kombinatorische Lasung gegeniiber einer daten-
technischen), die in der Anwendung cine geringe Rolle spielen, sind in der Praxis im wesentlichen zwei Punkte
entscheidend:

o Zeitaifwand. Dabei liegt die Hash-Methode 3.4.9 klar vomn. Sie ist - je nach Problem — etwa 8 - 20 mal
schneller als die Verifizierung iiber den Test 3.4.4.

o Speicherbedarf. Der Kanonizitatstest greift nicht auf bisher ermittelte Losungen zuruck. Bei seiner Verwen-
dung ist somit kein zusdtzlicher Speicher erforderlich; alle Reprasentanten kdnnen sofort auf den Massen-
speicher ausgelagert (oder benutzerspezifisch weiterbehandelt) werden. Die Hash-Technik hat dagegen einen
relativen hohen Speicherbedarf, da sic alle Losungen speichern muf}. Steht nicht ausreichend Hauptspeicher
zur Verfiigung, so kann die Hashtabelle auch auf ¢inem Massenspeicher angelegt werden.

In Abwigung der Vor- und Nachteile und unter Beriicksichtigung der heutzutage zur Verfiigung stehenden Spei-
cherkapazititen mufl dem Hash-Verfahren 3.4.9 klar der Vorzug gegeniiber dem durch den Kanonizititstest 3.4.4
gestitzten gegeben werden. Bereits bei kleinen, besonders aber bei grofieren Fillen ist die von letzterem benotigte
Zeit nicht mehr vertretbar. Aus diesem Grund ist auch die Vorgabeeinstellung in NEXTOR die Hash-Methode.

3.4.10 Beispiel. Zum Abschluf zeigen wir in Abb. 3.1 noch alle 31 k hen Lo des Verkniip
blems der Strukturen IV und V aus Beispicl 3.2.3, das uns bis hierher begleitet hat. Die Plazierung der Gmphcn
wurde automatisch mit dem entsprechenden Modul aus MOLGEN erstellt (s. etwa [14, 112]). <&
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Abbildung 3.1: Die kanonischen Verknipfungen der Strukturen Fthen (IV) und Propen (V)




3.5 Diskussion des Verfahrens

In diesem Abschnitt wollen wir den Algorithmus zur Verbindung zweier Graphen diskutieren. d.h. scinen Aufwand
theoretisch und anhand praktischer Tests betrachten. Mogliche Anwendungen werden wir i spiteren Kapiteln
vorstellen.

Fine Aufwandsanalvse fur den hier eingesctzten Verfahrenstyp wurde in [58) und [85] gegeben, auf dic wir uns
hicr beziehen. Wir heiden nach der Aufwandsreduktion. die durch den Einsatz des Homomorphieprinzip
erreicht wurde. und dem Aufwand zur Ordnungstreuen Erzeugung.
Wir betrachten die Situation aus Abschnitt 3.2. Die Epimorphismen

o™ Be—vEx 1 und of: A-.lUX —«A,lUX

x=1

losen das Konstruktionsproblem im Sinne von 1.3.2.i surjektiv auf. (vf”)" ist dabei dic Abbildung, dic den

Streifen k anfiigt. Somit ist der Betrag |(o{*!)~?(é-1)| beschrinkt durch die Anzahl der Méglichkeiten, wie
Paare (4, j) « fi x X, durch & unter Berucksichtigung von 3.1.5 auf | abgebildct werden konnen. Diese wicderum
summiert sich tiber die Anzahl solcher Paarc:

min{f1,| Xul) it

b= 3 S IIA - v e DOX v+ 1)
Tw=1

t=1

Damit giit:
(@) Mé1 ) S be Véroy € Exoyy k€ {2,...,7}

Ein Algorithmus berechne fur jede Untergruppe Uy < Ay x Ag"’ und jede Menge D;. C Ej., auf der Uy operiert,
eine Transversale T{Dy JUx) zusammen mit Ny, (&) fur alle & € T(Dx/Ux) in der Zeit ax(|Dy|), wobei
a : N — N eine monoton wachsende Funktion sei. Damit erhalten wir:

3.5.1 Satz. Das schritiweise Berechnen von T(E, /Ay x Az) unter den Nebenbedingungen 3.1.5 mit Hilfe der
Technik der Surjektiven Auflosung (3.2.1) verkiirzt die Zeit von maximal a.(|E;|) auf maximal

a(iBal) + 3 aelon) e |Bafay x AP,

k=2
. : " o *)\ 113 o picaion o
wobei ey, die maximale Zeit sei, um (cr£ )) l(ep‘;l) fiir ein beliehiges éy_y € Ey_1 zu berechnen

Beweis: Klar.
(=]

Hierbei wurde der Algorithmus, mit dem dic Transversale tatsichlich berechnet werden soll. als black box ver-
wendet, und sein Aufwand nur durch dic Funktion a reprasentiert. Wir haben daher auch lediglich eine relative
Komplexitét erhalten. Dies fligt sich andererseits aber sehr gut in unser Konzept der allgemeinen Objektorientie-
rung ein, deren Kennzeichen ja gerade eine Kapselung und Trennung der cinzelnen Verfahren ist.

Eine all ine K It lyse des Vertahrens der Ordnungstreuen Erzeugung 1.3.4 liegt bislang nicht vor
157, 85] und kann auch im Rahmen dicser Arbeit nicht gegeben werden. Die Abhingigkeit von vielerlei Faktoren
wie den Grofien der Gruppen, Untergruppen und Normalisatoren, dem jeweiligen Verhaltnis der Anzahlen von
Kandidaten und Repri usw. macht ene derartige Analyse selbst zu einem duferst komplizierten Problem.
Die Wirksamkert dieses Verfahrens konnte aber bereits in vielen Anwendungsbeispielen unter Beweis gestellt
werden [53. 56, 69, 85]

Wir wollen diher nun die praktische Leistungsfihigkeit der Algorithmen anhand einer Reihe systematischer Re-
chenbeispiele aufzeigen. Leider ist die Darst gsmoglichkeit der Ergebnisse sehr begrenzt, da schon bei verhalt-
nismafig wenig Atomen die Menge nichtisomorpher molekularer Graphen .explodiert*. Nachdem wir bereits in
3.4.10 alle Ergebnisgraphen zu cinem konkreten Beispiel aufgelistet haben. werden wir uns hier auf die Angabe
von Anzahlen beschrinken, wobei zu bemerken ist, daB immer wirklich alle Graphen koastruierr und nicht nur
abgezahlt wurden.
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Um das Verhalten des Verfahrens bei cinem moglichst breiten Spekirum von Graphen 2u untersuchen, wurden eine
Teststruktur mit allen 5.338 Isomeren der Formel C;H; mit1 < 4 < Tund 2 < j < 16 verknupfl. Die Menge
dieser Isomere wurde mit dem Programm MOLGEN erzeugt. das am Lehrstuhl 11 fur Mathematik der Universitat
Bayreuth entwickelt wurde [13, 14, 53, 54, 131].

Es wurde stets mit der Maximalzahl fiktiver Ecken verkniipft. Als Vergleichsgraph wurden folgende Struktur
gewahlt:

|
HHHH
VI: Butan

Aufgrund der Vielfait der Fille ist ¢s nicht méglich, alle Anzahlen im einzelnen anzugeben. Daher zeigt Tabelle
3.1 auch nur jeweils die arithmetischen Mittelwerte zu einer Isomerenfamilie; im einzelnen sind dies:

7 Arithmetisches Mittel der Anzahlen von Verkntipfungsgraphen
Amax  HOchste Anzahl von Verkniipfungsgraphen beim Verkniipfen von Butan (V1) mit allen Isomeren
Nemin  Kleinste Anzahl von Verkniipfungsgraphen

o Standardabweichung von n

t Mittlere CPU-Zeit fir die Erzeugung aller Verkniipfungsgraphen in Sekunden

E Mittlere CPU-Zcit pro Repriisentant in Sekunden

% Arithmetisches Mittel der Anzahlen von semik ischen Graphen

T Mittleres Verhaltnis der Anzahlen von kanonischen zu semikanonischen Graphen

Die Resultate wurden auf ciner DEC 3000/600 AXP Workstation mit 333 MHz ermiteelt.

Ein Vergleich mit anderen Ansatzen ist aufgrund der Neuartigkeit der hier vorgestellten Problemlosung leider nichi
maglich. Es wird aber deutlich, dafl die Kombination von Surjektiver Auflosung und Ordnungstreuer Erzeugung
ein recht leistungsfihiges Verfahren crgeben hat.
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Formel _ Isomere R Mmar Mmin L4 [ % 3
CH, 1 300 al i 000 | 007 0,002 3100 1,000
CaHz [ 8.00 § ¥ 000|001 000125 800 1000
Cally 1 59.00 59 59 000 010 000169 59.00 1000
Calig 1 184.00 I8 s 000} 044 000239 | 21500 0856
C3lz 2 $.00 [l 8 0001 001 000187 500 1000
Cally 3 §1.00 106 59 1930 011 000143 81,00 1,000
C3Hy 2 s1080 790 231 21950 | 074 000170 |  STRO0 O883
C3Hy 1 o2mee 21 1w 000 241 000195 | 199900 0619
CyHy 7 8.00 8 8 0001 002 000250 800 1,000
Caa n 92,18 BRI 4393 [ 014 000168 9218 1,000
CaHy 9 76822 1041 215 24033 | 094 000132| 80833 0950
CyHy S| 325360 6594 141l 180980 [ 465 000154 | 406640 0800
Cabhg 2| 442250 ss26 3319 103S0 | 1190 000255 [ 940100 0.470
CgHy 2 %14 12 ] 18| 002 0002 9,14 1,000
Cally 0| 1928 w4 50 SISY| 018 000162 | 11928 1000
CsHy 40| 10095 2026 215 53| 142 000140 [ 114053 0965
CsHa 26| 617662 12880 1599 313300 831 000142] 702227 05s0
CsHyo 10| 2018460 44561 6747 1148104 | 3553 000176 | 2933930 0722
Catha 3| 2078067 45863 2982 1905436 | 7208 000306 | 5319400 0560
Colla 85 9.27 12 8 186 0.00244 927 1,000
CoHa 185 13831 T ] 5742 000175 | 1331 rooo
CoHa AT 37237 3507 212 6162 | 186 000146 | 139534 0984
CoHs 159 | 927760 31442 659 534060 | 1262 000142 | URBIIR 0,938
[ 77| 3935892 98752 3916 2189130 | 6012 000153 | 4630178 0850
CaHua 25| 105869.24 269935 8202 6SIR0.4 | 20021 000193 | 13745668 0,770
CoHas 5| 16160640 252001 48633 8763888 | 38251 000223 | 24001740 0673
Crlla 356 1007 12 8 200 003 000261 1007 1,000
Cri 920 15646 T I} 6523 | 027 000183 | 15646 1.000
Crlig 1230 | 171386 6000 215 92287 | 255 000055 | 173232 0989
CzHy 1031 1275845 56364 1644 781251 | 1847 000149 | 1323546 0964
CrHag 575 | 6344454 204715 3825 3946416 | 10072 000158 | 6894265 0920
Crlha 222 | 2H072651 560260 8208 13037611 | 44044 000195 | 24057944 0876
Callyg” 37| 38215354 1149116 40947 26061040 | 109013 0,00247 | 43564349 0877
C7His" 6| 346545,50 846536 93846 239520,10 | 107604 0,00281 | 41458267 03836
" Wegen it und -kapazitat konnten bei C7Hy4 nur 37 von 56 und bei CzHig nur 6 von % lsomeren untersucht
werden.
Tabelle 3.1: Rect bnisse bei der Erzeugung von Verkniiy phen von Butan (VI) und den Isomeren zu

CiHymitl <2 <7und2<j <16
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Kapitel 4 Erzeugung gemeinsamer Teilgraphen

4.1 Strategie des Algorithmus

Fine Moglichkeit, zwei molckulare Graphen miteinander zu verbinden, ist ¢s, alle gemcinsamen Teilstrukturen
zu suchen und die Graphen mittels dieser, sofern méglich. zu verschmelzen, Dieser Ansatz, der bisher fir Mo-
lekitle nur rudimentir ausgeflihrt wurde [133], erlaubt den Aufbau einer u.U. groBen Zahi von Strukiuren aus fest
vorgegebenen Bausieinen. Wir betrachten also folgendes

4.1.1 Konstruktionsproblem. Gegeben seien zwei molekulare Graphen vy, va. Bestimme alle nichiisomorphen
molekularen Graphen, die sich durch Verschmelzen von v, und 7y, iiber alle ihre gemeinsamen Teilstrukiuren
ergeben.

Da dic Methoden sehr allgemein sind, sprechen wir im folgenden meist nur von Graphen statt von molekularen
Graphen; die Beschriftung spiclt nur am Rande eine Rolle. Alle weiteren Strukturen werden gleichfalls so abstraki
wie mglich gehalten, um die Vorgabe unnotiger Voraussetzungen zu vermeiden.

Die Grundidee ist folgende:

4.1.2 Verschmelzungsstrategie. Die Konstruktion der Verschmelzungsstrukturen zweier Graphen ; und > wird
in zwei Schritten durchgefiihrt:

i) Erzeugung aller nichtisomorphen gemeinsamen Teilgraphen von 5, und 3

i) Bestimmung aller nichtisomorphen Abbildungen der gefundenen Teilgraphen aufeinander und Konstruktion
der aus diesen Abbildungen resulticrenden Graphen

Dabei ist der erste Schritt auch unabhingig vom Ziel der Verschmelzung ein wichtiges Problem in Graphentheorie
[4, 47, 86, 92] und Chemie [10, 27, 31, 80, 93, 99, 121]. Daher ist diescs Kapitel dem Problem der Erzeugung
gemeinsamer Teilgraphen gewidmet. Zuniichst erlautern wir die globale Strategic des Verfahrens, bevor wir auf
die Teilprobleme wie Teilgraphensuche, Minimalitétstest usw. eingehen. Einen fur Schritt u (die Verschmelzung)
geeigneten Algorithmus wollen wir im nichsten Kapitel vorstellen.

Wir begi mit einer Formalisicrung des Problems:

4.1.3 Definition. Seicn v, € mgm und yg € mﬂm numerierte ungericheete, schleifenfreie Multigraphen®. Gibt es
wei Teilgraphen my € m™ 2 und 1 € mT? w. wobei 1y C y und my © g sowie [Ty = Ty = k < min(p,q),
so daf my =~ 12, also ein kamenerhaltender Isomorphismus o : Ty — Ty existiert, so heifit das Paar (my,m,)
gemeinsamer k-Teilgraph von v und ;.

Die Menge atler gemeinsamen k-Teilgraphen von v, und ~y; bezeichnen wir als Py(v1,72).

*Dic Gleichheit von m in beiden Graphen ist wieder 0.B.d,A



Die Automorphismengruppen der jeweiligen Graphcn op«.nercn auch auf den Tc1lgmphun Dic Abbildungen ver-
tauschen zum enen die Ecken der Teilgraph 1 zum anderen bilden sie einen Teilgraphen auch auf
cinen isomorphen innerhalb des gegebenen Graphen ab. Denn un Tulé,r.xph kann natiirlich mehrmals vorkommen.
Diese Aspekie mussen bei der Konstruktion aller nichti it Teilgraphen in Betracht

werden. Somit entspricht die Menge der nict phen gemeti k-Teilgraphen den Bahnen

Pe(vi, 12} Aut(m) x Aut(y2)

Um alle nichtisomorphen gemeinsamen Teilgraphen zu erhalten, mssen wir also

min(p.g)-1
4.1.4) U T (Pl m)fAutin) x Aut(rz))
k=1
bestimmen. Dabei konnen die einzelnen Py(y,,v2) cbenso wie die ganze Menge auch leer sein. Wir lassen die
Vercinigung nur bis min(p, g) — 1 laufen, um zu verhindern, daB ein ganzer Graph als gememsamer Teilgraph
identifiziert wird. Die Definition 4.1.3 schlicft diesen Fall nicht aus.

Fur die eigentliche Konstruktion werden in der Literatur mehrere, recht dhnliche Verfahren angegeben (s. ctwa
[4.10. 31, 47, 80, 86, 92]). die aber z.T. auch heuristische Vereinfachungen verwenden. Meist handelt es sich nur
um Anp 2 des Basisalgorithmus an spezielle Aufgab llungen. Eine grundl d abweichende Idee findet
sich nicht - vermutlich aufgrund der Strukiur und der Komplexitat des Problems.

Wir stitzen uns hier auf die Vorarbeiten von V. Golender und A. Rozenblit [47) sowie G. Levi [86] und setzen
zur Konstruktion die simultane Ord; Er nach 1.3.7 ¢in. Dabet stellen insbesondere der Minimal-
test in 4.3 sowie verschiedene Detaillosungen (etwa die Berlicksichtigung von Substr mit freien Val
4.1.11.11 oder der Zusammenhangstest in 4.2.2.ii) echte Neuentwicklungen dar.

Zudem begniigen sich die in der angegebenen Literatur beschriebenen Algorithmen meistens damit, den (oder
die) grafiten gemeinsamen Teilgraphen zu finden. Im Hanbllck auf unsere Anwendung zur Verschmelzung werden

wir aber Wert auf die Erzeugung aller nichti ph Teilgraphen legen. Auch dies — zusammen
mit der Einbettung in die Theorie der A phi gruppen und der Ordnung: Erzeugung - stellt eine
Neucrung dar.

SchlieBlich zeigt das Studium der Literatur auch, daf fir die Beweise der verwendeten Tatsachen stets auf Referen-
zen verwiesen wird, in denen die Satze aber auch wieder nur vorgestellt werden. Somit stellt die hier zu findende
durchgiéngige Beweisfuhrung einen weiteren Aspekt unserer Aufarbeitung dar.

Will man alle phen k-Teil
man beim Vergleich jeder Ecke mit jeder (nach [86])

zu zwei Graphen =, und 42 bestimmen, so braucht

plg!
k' (p— k) (g - k)!
Operationen, wobei p die Zahl der Ecken von v, und g die von 7, seien. Dieser hohe Aufwand kann deutlich ver-
ringert werden, indem man das Problem auf cine Suche nach vollstandigen Teilgraphen eines Graphen zurickfihrt.

4.1.5 Definition. Ein Graph v € me™ heifit vollstandig, falls jede Ecke mit jeder verbunden ist, also fiir alle
i,j € pmici # 3 gile y({i,j}) # 0.

.
Bet vollstindigen Graphen mit p Punkten ist also die Zahl der Kanten E";—ll
4.1.6 Beispiel. Die voll di schlichten Graphen mit bis zu 7 Punkien zeigt Abb. 4.1, <&

Nun wollen wir unicrsuchen, welche Ecken fiir die Identifizierung gemeinsamer Teilgraphen iiberhaupt in Frage
2 2

kommen. Scien dazu im folgenden -, € me' ! und y; € mﬂl " numerierte ungerichtete m-Graphen.

4.1.7 Definition.

i) Ein Paar (i, j) von Ecken mit i € p und j € q heifit korrespondierendes Eckenpaar, fuils

faj vy und vz mit By baw: Ba beschrifier sind und By (i) = Ba(7) gilt.
(b 1 und vy unbeschrifret sind und di(v1) = d;(7y2) gilt.

i} Die Menge aller korrespondicrenden Eckenpaare bezeichnen wir als

Me(nm) Cpxq



Abbildung 4.1: Die vollstindigen schlichten Graphen mit bis zu 7 Punkien

Es ist klar, daB sich gemeinsame Teilgraphen stets nur aus korrespondierenden Eckenpaaren zusammensetzen, Zu-
dem ist zu bemerken, dafl sich auf M eine Ordnung ergibt, wenn man dic Eckenpaare lexikographisch vergleicht.

4.1.8 Bemerkung. Bei molckularen Graphen, die bei unserer Betrachtung von besonderer Bedeutung sind, ist
die Bedingung der gleichen Beschriftung schirfer als die der gleichen Valenz. Es steht auch frei, ob man fir die
Korrespondenz die Gleichheit der Anzahl der an dem jeweiligen Atom gebundenen Wasscrstoffatome voraussetzen
will oder nicht. Fur die hier beabsichtigte A dung zur Verschmelzung ist es sinnvoll, die Wasserstoffe zu
ignorieren; dann konnen auch Teilgraphenatome mit unterschiedlichen Wasserstoffanzahlen Ubereinandergelegt
werden.

Es ist sogar so, dal jede Art von Beschriflung, die invariant unter der Automorphismengruppe ist, fiur dic Festle-
gung der Korrespondenz herangezogen werden kann.

4.1.9 Definition.

p

i) Zwei korres; ende Eckery (4,4) und (i',§') mit i # & und j # ' heifien kompatibel, falls
({5 =v{57'}

i) Die Abbildung x : Mg] — {0, 1} mit

- o
(363 = {l]) {:«;ﬁsﬂ(t,j) und (1', ') komparibel

heifit Kompatibilitatsgraph. Seine Adjazenzmatrix bezeichnet man auch als Kompatibilitatsmatrix.

4.1.10 Beispiele.

i) Im folgenden werden wir als Beispicl folgende molekulare Graphen betrachten:

i '
| Sor-Ns-ct SNS-CI—0*
so” e

Vil VIII
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Dabei sind die korrespondi den Fck

%

{(1,1), (1,2), (1,3}, (2,1), (2,2), (2,3), (3,1),
(3,2), (3,3), (4,1}, (4,2), (4,3), (5,5)}

Die Kompaubilitdtsmatrix hat also 13 Zcilen und Spalten. Sic lautet:
3

[E50)
(1,2)
(1,3)
1)
(2,2)
(2,3)
(3,1)
(3,2)
(3.3)
(4,1)

O~ —~ 0000000000~
O~O~OC00000000N=
commoo0O0OCcOO O
—_——_- OO0 OCO0|=N
~mOmOOO00000OONN
~oLmHOOOCOOOCOOwN
o--~ocooOCOOCOO~w
o~OoO~000000COoOoON

OO =m0 00000CDO|ww
O DO =D O &
e - e L
O OOO OO - W
O EE OO0 =00 Onn

il) Es folgt noch ein Beispiel, das auf den ersten Blick nur lich groBer erscheint, aber eine bereits
doppelt so grofie Kompatibilitatsmatnix hat. Dies zeigt, daB diese Matrizen schnell eine beachtliche Dimen-
sion erreichen kdnnen (maximal natiirlich p - ¢). Wir werden spiter auf dicse Strukturen zuriickkommen, da
hier eine etwas groflere Symmetrie (d.h. groBere Automorphismengruppe) vorliegt als bei noch kleineren

Graphen.
0% o o
Cl_cﬂ_(‘li_c1 C‘—Cl:'—C“—C‘—O"
Cﬂ
IX: Buta-2,3-diol X: 2,2-Dimethylbutan-4-o)
Es crgeben sich folgende kor d de Ec}

P

{(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2,2), (2,3),
(2,4), (2,5), (2,6), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (5,7), (6,7)}

Die Kompatibilitatsmatrix zeigt Tab. 4.1.

Weitere Beispicle folgen.

4.1.11 Bemerkung. Die Art und Weise, wie Kompatibilitit definiert wird, bestimmt dic Form der Ergebnisse der
folgenden Algorithmen wesentlich. So ist die Definition 4.1.9 gut geeignet, wenn v¢ Graphen geget
und exakte Teilstrukturen gesucht sind. Es gibt aber auch noch weitere Moglichkeiten:

Hetandi

i) Betrachtet man (i, j) und (7', j') als kompatibel, falls d; i+ = d; j», wobei D = (dmn) die Abstandsmatrix'
sei, so konnen bei der Suche nach gemei Teilstrukturen Atome hiedlicher Beschriftung iiber-
sprungen werden. Dics fuhrt zu Teilgraphen, die zuweilen dem bloflen Auge plausibler erscheinen als die
exakt abgeleiteten. die aber fiir unsere Zwecke unbrauchbar sind.

ii) Besteht die Eingabe selbst aus Sub also aus Molekiilen, die an einigen Atomen noch freie Valen-
zen besitzen, welche sich in einer spater darauf anzuwendenden Applikation noch verbinden, so dirfen bei
der Bestimmung der Kompatibihitét nicht nur die bestchenden Kanten in Betracht gezogen werden. Vielmehr

1Die Finrage der Abstandsmatrix D zu einem Graphen sind definient als d;; ist die Lange des kiwrzesten Plades von i nach j
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(6,7)

Tabelle 4.1: Kompatibilitatsmatrix zu den Strukturen IX und X

ist es notig, auch die potentiellen Kanten, also diejenigen zu bericksichtigen, die sich mit Hilfe von freien
Valenzen schlieBen konnen.

Daher setzt man in diesem Fall, ausgehend vom wasserstoffreduzierten molekularen Graphen (vgl, 2.4.5):
(i,7) und {¢, j') mit # ¢ und § # j' sind genau dann kompatibel, wenn

o n({i,i'}) = n({s'}) oder

s 1{{i,i'}) < v2({7J'}) und

{53 = ni{idY) < min(FV;, (), FV,, (i)

oder
o n({i,#}) > v2({4,i'}) und

{41} — ({77} < min(FV,, (5), FV,,(5)

Dabei bezeichnet FV., (k) die Anzahl der freien Valenzen der Ecke k im Graphen .

Als Beispiel betrachten wir folgende Strukturen:

FV\Cl?Cn?C:’/FV e S
[t RV

X1 X1
Die korrespondicrenden Fckenpaare sind: (1,1). (1,2).(2,1). (2,2}, (3,1).(3,2).

Als Kompatibilitatsmatrix erhilt man mit obiger Erweiterung (die sich dadurch ergebenden Kompatibilitaten
sind hervorgehoben):




s il 2 2 3 3

I 1 2 1 92 I 2
Lyl o o o0 1 o 1
Lm0 o 1 0 1 0
zyjo 1 0 9 0 1
22,1 0 0o 0o 1 0
@Bunjo 1+ 0o 1 0 0
32+ 0o 1 0o 0o o0

Bei den Paaren (1,2) und (3,1) etwa ist v1({1,3}) = 0 (sie sind unverbunden) und 73({2, 1}) = 1 (cine
Einfachbindung). Sowohl 1 als auch 3 in 7, haben aber 2 freie Valenzen; damit ist die Differenz der Bindun-
gen kleiner als die zur Verfugung stehenden freien Valenzen. Da also die fehlende Bindung noch vermitiels
der freien Valenzen geschlossen werden konnte, gelten dicse Paare als kompatibel.

ii1) Wie erwihnt, erzeugt das hier vorgestellte Verfahren Teilgraphen. Man kann es aber auch so modifizieren,
daBi gemeinsame Untergraphen genericrt werden. Als Untergraph n < v € mE™ bezeichnen wir einen

Graphen, fir den gilt:

nem™ mitT C p, Vi,j € T: n({i,5}) < v({i,5}).

Das bedeutet, daB » nicht alle Bindungen von 4 haben muf. Um gemeinsame Untergraphen zu erzeugen,
nimmt man als Eckenmenge von ¥ neben den Eckenpaaren noch Paare von Kanten von ; und 4o hinzu
und definiert Kompatibilitit entsprechend [80, 99]. Der Rest des Algorithmus kann in unverinderter Form
verwendet werden.

Die objektorientierte Implementierung der vorgestellten Datenstrukturen und Algorithmen mittels C++ i NEX-
TOR ermoglicht es, Definitionen u.d. medular auszutauschen und anzupassen, ohne den gesamten Code dndemn zu
miissen.
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4.2 Der Suchalgorithmus
Unser Suchverfahren griindet sich auf folgenden

4.2.1 Satz. Zwei numerierte ungerichtete m-Graphen ~yy und v, haben genau dann einen gemeinsamen k-Teilgraphen.
wenn il Kompatibilitatsgraph X einen vollstandigen k-Teilgraphen enthilt.

Beweis:

= Sei(m,m2) € Pe(m,¥2). Nach Definition 4.1.3 gibt cs einen kantencrhaltenden Isomorphismus o : Ty »
Ty, der dic Licken aufcinander abbilder, etwa o(i,) = j, firr € kbai T} = {iy,...,ix} und T =
{j1,+- 1k} Daaes sich bei o um cinen Isomorphismus handelt. missen alle (iy, j,) mit r & k korrespon-
dicrende Eckenpaarc im Sinne von 4.1.9 sein. Damit 1s1 T x Ty © Me(y1,72). was wiederum bedeuter,
daB 7y x T3 einen Teilgraphen von x definiert.

Da o kantenerhaltend ist, gilt firalle r, s € kmitr # s
nl{in i) = v2({eli-), ai)}) = v {in 4}

Damit sind alle (i,, 7, ) zu allen (i, j,} mit r # s kompatibel. Fiir den entsprechenden Teilgraphen gilt:
X((in i) (i ds)) =1 Yrs€k r#s

er ist also vollstindig.

&  cnthalte den volistindigen k-Teilgraph mit den Ecken (z,,],) -, {ik, ji). Die Projektionen auf die erste
bzw. zweite Komponente dieser Paare besti Jje cinen Teilgraphen von ) und ~q, ¢twa durch

m: le%m. (irid) = llind))
me: TS =my (eda) = a({Fn ),
wobei Ty := {i1,. .. iz} und T2 := {j1,-..,jx}-

Die Abbildung ¢ : Ty — T3, 1, + 3, ist sicherlich bijcktiv. Wegen der Vollstandigkeit des Teilgraphen von
% gilt, daB (ir, j») und (i,, j,) fur alle r # s kompatibel sind, also

ni{ints}) = 12({ird}) Vrsek, r#£s

Da zudem allc (i, j.) als korrespondierend vorausgesetzt sind. ist o somit ¢in kantencrhaltender Isomor-
phismus, und damit (m,72) € Pi(¥1,72). also cin gemeinsamer Teilgraph von 7 und 2.

u]
Unser Verfahren zum Auffinden aller vollstindigen Teilgraphen ist ein sog. Backtrack-Verfahren [111), das die
vollstandigen Teilgraphen in lexikographisch aufsteigender Reihenfolge beziiglich der Ordnung der Eckenpaare in
Mg erzeugt.
Jeder vollstandige Teilgraph entspricht zwar einem gemeinsamen Teilgraphen, aber dicse kbnnen auch isomorph
sein. Daher ist es notwendig, im Sinne von 1.3.3 zu testen, ob der gefundene Teilgraph minimal unter der Operation
der Automorphismengruppen Aut(vy;) und Aut(-yg) lct (vgl 4.1.4). Diesen Minimaftest wollen wir zunichst als
black box verwenden und ihn im h Ab di
Wir verwenden in der Beschreibung des Algorithmus folgende B«,zucl'uumgen

ist die aktuelle Tiefe im Suchbaum.

ist die Nummer der kleinsten Ecke von x;, die in Ticfe { hinzugefiigt werden kann.

ist das Feld, in dem der akwelle Teilgraph von ¥ gespeichet wird.

ist die Ecke von ¥, die die Wurzel des aktuellen Suchbaums ist.

Zum Auffinden der vollstandigen Teilgraphen von x erweitern wir unseren Suchbaum nur

um solche Ecken. die mit allen bisherigen (von der Wurzel des Suchbaums aus geschen)

eine Kante in y haben. Wir bezeichnen daher mit X; die Menge der Ecken, die in Tiefe §

hinzugefiigt werden kann.

Ug(z) = {v € Mc¢ | x(z,y) = 1}, bezeichnet also die Menge der Eckenpaare, dic zu cinem
gegebenen Paar kompatibel sind.

P ist die Menge aller Losungen.

HE 9T
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4.2.2 Bemerkung. Teil unserer generellen Strategie ist ¢s zudem. mogliche Restriktionen. die der Benutzer an die
Ergebnisse hat, so frih wie moglich zu beriicksichtigen. um die Konstruktion tiberfiiissiger Losungen zu vermeiden
(vgl. $.43). Daia der Minimaltest mehr Zeit als das Uberpriifen der Restriktionen in Anspruch nimmt, wird dieser
nur durchgefithrt, wenn sich die Losung mit den Vorgaben in Einklang befindet.

Maégliche Restriktionen sind:

s Die Angabe einer maximalen Grofe der zu suchenden Teilstrukturen. Bei einer solchen Vorgabe mull der
Suchbaum nur bis zur entsprechenden Tiefe verfolgt werden.

Die Forderung, nur zusammenh#ngende Teilgraphen zu bestimmen. Diese besonders wichtige Restriktion
kann aber nicht so leicht zu einem Abschneiden des Sucht verwendel werden, da cine spiter zu V
hinzukommende Ecke u.U. erst den Zusammenhang herstellen kann. Mit folgender Uberlegung gelingt ein
Abschneiden allerdings in einer Reihe von Fallen: Sind keine der potentiellen weiteren Ecken der gemeinsa-
men Teilgraphen (also etwa kein « mit (£, j) € X, denn es gentgt, diese Eigenschaften fir cinen der beiden
Ausgangsgraphen v, zu iberprifen) mit einer Ecke aus V' (einem #' mit (i (", j'} € V) oder einem Nachbam
einer Ecke aus V' (cmem1 mit der Eigenschaft: 3(+', ') € V1 % ({#',1"}) # 0) gebunden (d.h. haben alle
tmit (7, 7) € X von {1 | 3] (5 J’) € ¥V} in 7 mindestens Abstand 2). so kann in einer groferen Tiefe
daraus kein zusamment B Teilgraph mehr entstehen und der Ast des Suchbaums mufl
nicht weiter verfolgt werden.

4.2.3 Algorithmus (Teilgraphensuche). Initialisiere P «+ @. Durchlaufe alle w € Mc und fuhre jeweils durch:
i) Solange w nicht minimal ist, so nimm das nichste Element aus Mg als Wurzel.
i) Setze P  PU{V} bei V = {w}.

i) Beginne den Suchbaum von der Wurzel w aus: [ « 1, Xy + Ug(w). Setze als Startwert fiir die Auswahl
der Ecken k + w.

iv) Solange ! = 0 ist, fithre durch:

(a) Suche einz € X; mit z > k (beziiglich der Ordnung in Mc). Gibt es kein solches, so gehe zu Schritt

i
(b) Dieses x ist nun eine neue Ecke, also erthohe ! + | + 1 und setze v «+ .
(c) Erfullt dic Menge V = {w, vy, ..., v} dic gegebenen Restriktionen und ist sic minimal, so ist sie eine

neue Losung: P + PuU{V}.

{d} Setze den Startwert k +— z und schranke die potentiellen weiteren Ecken auf die Nachbarn von z ein,
die auch mit allen bisherigen verbunden sind: X;  X;_; N Ug(x).

(e) Sollen nur zusammenhéngende Losungen crzeugt werden, so {iberpriife die Bedingung aus 4.2.2.11 und
gehe zu Schritt a, falls die Bedingung erflillt ist, der Minimaltest, sofem durchgefiihrt, mchl negatw
war und die vorgegcbene Tiefe nicht bereits erreicht ist. Sind auch nicht I
erlaubt, so gehe zu Schritt a, falls der Minimaltest, sofern durchgefiihrt, nicht negallv war und dle
vorgegebene Tiefe nicht bereits erreicht ist.

(f) Fihre einen Backtrack-Schritt durch: k& + v, 1+ I — 1.

v
4.2.4 Beispiel. Fur dic Strukturen VII und VIII aus 4.1.10.1 ergeben sich folgende Suchbaume.
(1,1) (1,3) (2,1)
(4,2) (4,3) 4.0 (42 (4,2) (4 (5,5)

(5, )(55)
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ARkl 4.2: Die ich verschicd 2 i n Teilgray der Strukturen VIT und VIII
(2,3) (4,1) (4.3)
(4.1) (4.2) (5,5) (5,5) (5,5)

(3.5)

Dabei sind die Kandidaten, die sich mit den kursiv hervorgehobenen Ecken ergeben, nicht minimal. Somit ist die

Losungsmenge:

P =

{0} {1,

(4,2)},{(1,1),(4,3)},{(1,3)},
{2, D} {(2.1), (4,2}, {(2.1),(4.2), (5,5)},

2,1). (4,3)},{(2,1),(4,3),(5,5)},{(2,1
{(2.3)}1,{(2,3),(5.5)},

):(5.5)},
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{4 D} {(4,1),(5,5)} {(4,3)}, {(4,3), (5,5)}}

Abbildung 4.2 veranschaulicht diese Losungen.

Bei diesem Beispicl sind fast alle vom Algorithmus erzcugten vollstindigen Teilgraphen nichtisomorph und da-
her Losungen. Dies liegt in der geringen Symmetrie der Ausgangsgraphen begriindet. Bet stirker symmetrischen
Strukturen reduziert sich die Anzahl der Losungen emsprechend. ¢
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4.3 Der Minimalititstest

In diesem Abschnitt wollen wir cin Verfahren beschreiben, mit dem dic Kandidaten. die mit dem Algorithmus
4.2.3 zur Teilgraphensuche erzeugt werden, auf ihre Minimalitat getestet werden.

Im Gegensatz zur Neuerzeugung von G sraphen ist bei der Teilgraphensuche die Anzahl der moglichen Permutatio-
nen, die zu untersuchen sind, wesentlich geringer. Es handelt sich dabei namlich ,nurt um dic Automorphismen
der Ausgangsgraphen, wobei aber auch deren Anzahl grofl werden kann.

Im folgenden seien wieder v, € mEu‘ und y5 € md 2 numerierte ungerichtete m-Graphen. Wir haben bereits
nach 4.1.7 festgestellt, daf die Ordnung in p und g eine (lexikographische) Ordnung auf M (1, 7z) induzicrt.
Und auch dic Operationen der Automorphismengruppen iibertragen sich entsprechend:

4.3.1 Lemma. Di¢ Operationen von Aut(y) auf p und Aut(vz) auf q induzieren eine Operation von Aut(y,) =
Aut(ye) anf Me(n,72).

Beweis: DaB cs sich bei der Anwendung von Aut(y,) x Aut(7z) auf Mg € p x q um eine Operation handelt, ist
bis auf die Abgeschlossenheit klar. Scien also (i, 7) € Mc und (r,0) € Aut(m) x Aut{yz). Wir unterscheiden
wie in Definition 4.1.7.i:

(a) Tst vy und vz mit 3y bzw. G, beschriftet, so gilt nach 2.4.7: 8y ™(¢) = f4(7) = 32(7) = B27(7) und damit
(7, j)("v”l £ M. Fordert man fiir dic Korrespondenz noch die Gleichheit der Anzahlen der Wasserstoffato-
me. so ist auch dies bei topologisch dquivalenten Ecken erfullt.

(b) Bei unbeschrifieten Graphen haben topologisch dquivalente Ecken auch gleichen Grad, was wiederum be-
deutet, daft (i, 7)™ € M ist.

=
Da wir in Algorithmus 4.2 3 nicht direkt auf die Ecken der beiden Ausgangsgraphen zugreifen, sondern dies iiber
eine zusitzliche Datenstruktur, den Kompatibilita ledi missen wir noch den Zusammenhang der
jeweiligen Automorphismengruppen herstellen:

phen. crl

43.2 Lemma. Die A phi. uppe des K
mengruppen der Ausgangsgraphen:

patibilitdtsgraphen ist das direkie Produkt der Automorphis-

Aut(m) x Aut(y) = Aut(X).
Beweis: Seien (i1, j1), (32, J2) € Me (1, 72) kompatible Eckenpaare. Dann gilt:

(m,0) € Aut(y:) x Aut(7.)

“ m ({h LS 'I}) =n"{i 2} =n({h,n}) =
T({fd2}) = 2 {h.j2}) =7 ({J\ T ‘l,jz" ‘})
& (g, D) = X (1670 06 R ) =
({(i1, 51 ) iz, 52) D)
& (7, 0) € Aut(x)
Sind (i1, 1) und (12, 72) nicht kompatibel. so zeigt die zwcite Zeile, dal dann auch (i1, §,)™) und (i, j2)™)

nicht kompatibel sind. Da dicse Eckenpaare ansonsten beliebig waren. folgt dic Behauptung.
n

Um also minimale vollstindige Teilgraphen von x zu erhalten, geniigt es, auf Minimalitat beziiglich Aut{~,) =
Aut{v;) zu testen.
Im folgenden sctzen wir der Einfachheit halber

A= Aut(y;), B := Aut(y,).

Beim Durchlauf in Algorithmus 4.2.3 wird zundchst dic Minimalitit der Wurzel des Suchbaums untersucht. Da bei
der B der A hi ppe in 2.4.10 bereits dic Bahnen ebenfalls gespeichent werden, ist dazu
nur zu untersuchen, ob fiir w = (2, j) gilt:

w = (min A(i), min B())
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Far den Test langerer Vektoren verwenden wir ein rekursives Verfahren, das analog 7u3.3.7 und 3.3.8 arbeitet. Sei
dazu V :== {ey, ..., v} die Eckenmenge von y, die auf Minimalitit getestet werden soll. Wir benutzen wieder
die Tatsache, dafi dic Kandidaten kanonisch (hier lexikographisch aufsteigend) erzeugt werden, und tiberpriifen in
Rekursionsliefe £, ob v minimal in seiner Bahn unter C'ay g({v1, ..., v-1}) ist oder ob sich ein anderes Element
v, mit 7 > ! dazwischen schichen™ kann. Um letztere Gruppe zu bestimmen, wird obige Bemerkung zusammen
mit einem evtl. Wechsel der Basis (s. 2.2.10) verwendet. Indem man jeden Erzeuger auf jedes (bisher gefundenc)
Bahnelement anwendet, erhilt man sowohl die Bahn von v; als auch die fusionierenden Fl die die einzelnen
Bahnclemente auf v transportieren (vgl. 3.3.6).

Die Bahnenberechnung erledigr ein vorgeschalteter Schritt, zu dessen Beschreibung wir neben V' einige weitere
Bezeichnungen benétigen:

vf" ist die r-Komponente von v; mit r = 1,2.

e = Ce({el. ) mit G = Abzw. G = Bbeir = 1,2und ¢ = Abzw
¢y = B.

@ ist das aktuelle Bahnelement, womit alle (bisher gefundenen) Elemente ciner Bahn durch-

laufen werden.
#"(i)  istdie Permutation (das fusionicrende Element), die i auf (™ abbildet mit r = 1,2,
O‘(') ist die Bahn von vim unter C¥) mit G = Abzw. G = Bbeir =1,2.

a ist der aktuelle Erzeuger von Cg) nach 3.3.5.
4.3.3 Algorithmus (Bahnenb h fiir den Mini ).

1) Durchlaufe alle v € V und fiihre jeweils durch:
(a) Initialisiere O}") « {{"'}, 0 & (v®}.
(b) Setze das aktuelle Bahnelement z + uf” und ¢‘(1)(u}')) —idy.
(c) Durchiaufe alle Erzeuger o € CE,” und fiihre jeweils durch:
o Istz” ¢ O, s0 fiige es hinzu : O + 0" U {27} und setze 6{ (27) — ¢{"(2) - .
(d) Gibt es noch ein weiteres ¢ € O‘u), 50 gehe damit zu Schritt ¢.
(e) Fiihre die Schritte b-d analog fiir B und v‘,m durch.

(f) Isty; # (min O:‘”. min sz))‘ 30 kann V kein minimaler Reprasentant sein. Brich daher den Test mit
dem Ergebnis ,negativ* ab.

(g) Wechsle die Basis von Cs:] und Cg) so, daf} eine Darstellung fur C;H]' und Cg“] wie in 3.3.5
entstcht.

it} Rufe den rekursiven Test 4.3.4 mit Tiefe 1 und Kandidat V' auf und gib dessen Ergebnis zuriick.

v

Der rekursive Test hat als Argumente die aktuelle Tiefe { und eine Eckenmenge I/ C M, die durch Anwendung
der fusionicrenden Elemente entsteht, wie si¢ in 4.3.3 ermittelt wurden. Dabei setzt man bei v € Aundo € B

v = (Y (@)} und VD) = (o, ) g 1)
Dann lautet das Verfahren:
4.3.4 Algorithmus (Rekursiver Minimaltest von U/ in Tiefe [).
1) Durchlaufc alle z € O;” und fithre jeweils durch:

¢ Durchlaufe alle y € 0:2) und fiihre jeweils durch:
(a) Wende die fusionicrenden Elemente von z und y auf U an: U’ := U(‘”t‘](‘]":”(")).
(b) IstU" < V. soist V kein minimaler Reprasentant; gib daher , negativ* zurick.

(¢) Ist? < kund C_:“) # {id4} oder C’g“l # {idg}. so rufe die nichste Tiefe des Tests mit U’
und { + 1 auf. Gibt dieser . negativ* zuriick, so gib cbenfalls , negativ zuriick.

1) Gib positiv* zurick.



4.3.5 Bemerkung. Mit dem in 4.3.4 angegeben Test wird vermicden, daB zwei isomorphe Teilgraphen voun y
erzeugt werden. Ein weiteres Problem bleibt aber bestehen: In der bislang beschricbenen Form ist es méglich, daf
der Algorithmus zwei vollstandige Teilgraphen von x erzeugt, dic aber als gemeinsame Teilgraphen von 4, und 42
vollig identisch sind. Das ist kein Widerspruch zu den Satzen 4.2.1 oder 4.3.2, sondern liegt allein in der Tatsache
begriindet, dafl wir zwar Mengen erzeugen und vergleichen wollen. in Wirklichkeit (und anders ist es auch in cinem
Rechner nicht machbar) generieren wir aber Felder, also geordnete Mengen.
Die lexikographische I—rfcugung sichert lediglich, daB dic I\'mdldatm in der ersien Komponente aufsteigend sind.
Bei nicht den zweiten K ds konnen sich gleiche gemeinsame Teilgraphen
ergeben. Bei Strukturen VIT und VI aus 4.1 10, und 4.2.4 etwa sind {(2,1), (4. 3)} und {(2.3), (4,1)} sicher
nicht isomorph unter der Operation der Automorphismengruppe. Allerdings stellen beide denselben gemeinsamen
Teilgraphen dar.
Aus diesem Grund haben wir dem Minimaltest noch eine zusitzliche Uberpriffung vorgeschalict. Dabei bezeich-
nen wir als Normalform ¢ine monoton aufsteigende Anordnung in der ersten Komponente und die lexikographisch
kleinste Anordnung in der zweiten Komponente, so dafd sich ein vollstandiger Teilgraph von ¥ ergibt. Sollte also
ein Kandidat in der zweiten Komp nicht fsteigend sein. so wird er verworfen, falls er nicht in
Normalform ist. (In unserem Beispicl ist dies {(2, 1), (4, 3)}.) Denn nur in diesem Fall kénnen wir sicher sein, daf
der Kandidat in dieser Form bereits erzeugt und getestet wurde bzw. in einem generell nichi-minimalen Ast des
Suchwaides liegt. Ist er in Normalform, so wird er auf scine Minimalitat unter der Operation der Automorphis-
gruppe mit 4.3.4 ht
Dieses Normalform-Kriterium vermeidet also. daB identische gemeinsame Teilgraphen generiert werden. Um es
zum Abschneiden des Suchbaumes zu verwenden. sind aber noch weitere Verfeinerungen erforderlich, die im
Rahmen dicser Arbeit leider nicht moghch waren.

4.3.6 Beispiel. Wir kommen auf dic Strukturen IX und X aus Beispiel 4.1.10.ii zurck. Diese haben die Automor-
phismengruppen

A
B

{1, (14)(23)(56)}
{1,(15),(16), (56, (156), (165)}

I

i) Zunachst soll V- = {(1,2),(2,5)} auf Minimalitiit getestet werden. Wir filhren dazu Algorithmus 4.3.3
durch.

(a) Wir stellen fest: 0" = {1,4}, ¢ (4) = (14)(23)(56) also oY) = min O, Fir die zweite Kom-
ponente gilt: Om = {2} und somit v{*) = min O

(b) Fiir vz erhalten wir: 05" = {2} und O = {1,5,6) mit ) (1) = (15) und ¢{*'(6) = (56). Folglich
ergibt sich:
v = (2,5) > (min 08, min 0 = (2,1)

Damit ist V kein minimaler Repriisentant,
iiy Ein weiterer Kandidat sei V = {{1,1},(3,5)}. Bei der Initialisierung mit 4.3.3 ergibt sich:

@ O = {1,4}, ¢! (4) = (14)(23)(56). Auberdem ist O = {3}.

() 0% = {1,5,6} mit {7 (5) = (15) und ${*'(6) = (156) sowic O = {5,6} mit ${*'(6) = (56)
Danach wird der rekursive Test 4.3.4 mit V aufgerufen (Die Einriickticfe spiegelt die Rekursionstiefe wi-
der.):

U=V
- U' =V und umer:p )(6): U = {(1,1),(3,6)} > V, also bestanden.

« Unter der fusionierenden Permutation qb'f'(ﬁ) = (15) ergibtsich U’ = {(1,5), (3,1)} > V
— U'={(1,5),(3,1)} oder {(1,6), (3,1)}, beide wieder grofer als V.

o Wir erhalten U’ = {(1,5),(3,6)} > V mit der Permutation ¢>(, )(6) = (156).
=~ U= {(1,5),(3,6)} oder {(1,6),(3,5)} — abermals bestanden.
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o Wender man zusitzlich noch q)&”{ti) an, so ergeben sich auch ausschlieBlich U, dic grofer als V sind

Der Kandidat bestcht in allen Rekursionstiefen, ist also ein minimaler Reprasentant.

Insgesamt gibt es zu diesen beiden Strukturen 52 nichtisomorphe gemeinsame Teilgraphen. o
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4.4 Diskussion des Verfahrens

In diescm Abschmitt wollen wir den Algorithmus zur Bestimmung aller gememsamen Teilgraphen diskutieren,
seinen Aufwand theoretisch und anhand prakrischer Tests betrachten und mégliche Anwendungen vorstellen.

44.1 Aufwand

Bei den Vorberechnungen ist ¢s cinfach, emen Aufwand fur den schlechtesten Fall anzugeben:

i) Die Erstellung der Menge Mg (71, 7v2) der korrespondierenden Eckenpaare mit v, € mﬁpm und 4, © 77;-‘!‘:’
braucht @(pg) Operationen.

if) Fiir die Aufstellung des Kompatibilitatsgraphen ¥ crgibt sich ein Aufwand von O(p?q?).

Die weiteren Schritte erfordern eine zusatzliche Erlauterung: Die meisten in der Informatik untersuchten Proble-
me gehdren zur Klasse der nichideterministisch-polynomialen (NP} Probleme. Das bedeutet, dal} diese Probleme
auf ciner nichtdeterministisch arbeitenden Maschine in polynomialer Zeit gelost werden kdnnen, (Zu Details der
Komplexititstheorie siche [45].) Eine weitere Klasse, die eine Teilmenge der NP-Probleme bilden, sind dic AP-
volistandigen Probleme. Alle NP-vollstindigen Probleme lassen sich polynomial in alle anderen Probleme dieser
Klasse transformicren. Daher wiirde das Auffinden eincs Algorithmus, der cin NP-vollstandiges Problem in poly-

nomialer Zeit lost, bedeuten, dafd alle NP-vollstindi Probleme in poly ialer Zeit losbar sind. Leider wurde
ein solcher Algorithmus bislang nicht gefunden, und man vermutet. daB dies prinzipiell nicht moglich ist.
Zuden b NP-vollstindigen Problemen gehort neben dem Problem des landlungsreisenden und der

Teilgraphenisomorphie auch das Auffinden maximaler vollstandigen Teilgraphen, welche man auch als Cligien
bezeichnet [45, Problem GT19]. Das wiederum heift, dafl Algerithmus 4.2.3 ebenfalls nichtpolynomial arbeitet.
Bei der Suche nach gemeinsamen Teilgraphen wird die Analyse — wic auch Levi in [86] betont — noch dadurch
erschwert, dal’ sowohl die Zahl der Ecken als auch die der Kanten von y schr variieren konnen, Allerdings sind wir
durch die bei uns verwendete Ordnungstreue Erzeugung und die damit verbundene Maglichkeit. ganze Suchbiume
Labzuschneiden, gegentber reinen Backtrack-Suchverfahren im Vorteil.

4.4.2 Experimentelle Resultate

Auch hier haben wir wie in Abschnitt 3.5 zur Sicherstellung eines moglichst breiten Spektrums von Graphen alle
5.418 Isomere der Formel C;H; mit0 < i < 7und 0 < j < 16 herangezogen. (Tabelle 4.2 zeigt die Anzahlen der
Isomere im einzelnen.) Diese wurden mit Hilfe von MOLGEN (s. S. 59) erzeugt und anschiicBend mit mehreren
Teststrukturen auf gememsame Teilgraphen verglichen.

Als Vergleichsgraphen wurden folgende Strukturen untersucht:

¢
L \

c-C-C-C C-0=C-C C\/C Cc-C-¢
' |
C

XIV: Cyclopropan
VI: Butan XIII: 2-Buten XV: Dimethylpropan




— 76—

Wir ordnen die Ergebnisse nach der Anzahl der Kanten im Kompatibilitatsgraphen, ciner Grofie, die fur die Kom-
plexitit des Verfahrens, wice oben bemerkt. eine entscheidende Rolle spielt. Tabellen 4.3, 4.4, 4.5 und 4.6 zeigen
dazu jeweils folgende Werte:

|E(Y)| Anzahl der Kanten des Kompatibilititsgraphen
71 Arnthmetisches Mittel der Anzahlen gemeinsamer Teilgraphen
nmax  Hochste Anzahl gemeinsamer Teilgraphen beim Vergleich mit allen Isomeren
Nmin  Kleinste Anzah! gemeinsamer Teilgraphen
a Standardabweichung
t Mittlere CPU-Zeit fir dic Durchfihrung von Algorithmus 4.2.3 in Sekunden

Mittlere CPU-Zeit pro Reprisentant in Sekunden

Ein |E(x)|-n-Diagramm fiir diese drei Beispicle findet sich in Abb. 4.3. Dic , Zacken* mancher Kurven erkliren
sich aus dem hiaufigen bzw. scltenen Auftreten der verglichenen Strukturen in den Isomerenfamilien. Ein [V (¥}
#t-Diagramm (hinsichtlich der Zahl der korrespondierenden Eckenpaare) bote tendenziell dasselbe Bild: daher wird
darauf hier verzichtet.

Dic Resultate wurden auf einer DEC 3000/600 AXP Workstation mit 333 MHz ermittelt; im | E(%)|-#-Diagramm
fiir obige Beispiele in Abb. 4.4 sehen wir, daf} der Zeitaufwand sehr stark vom jeweiligen Problem abhangt, so

dall dic Rechenzeiten auch hinter dem tk b iellen Wact (vgl. 4.4.1) zuriickbleiben konnen.
Diesen Eindruck verslarkl auch die Betrachtung der Rcchenzenen pro Resultat in Abb. 4.5 und der mittleren
Rechenzeiten, aufgetrage iber den Anzahlen von Losungen, in Abb. 4.6. (Die groBere Steigung fur Struktur

XV, Dimethylpropan, erklért sich durch die héhere Symmetrie dieses Graphen, was zu relativ weniger Losungen
fithrt und damit wiederum den Zeitaufwand pro Losung crhéht.)
Ein Vergleich mit anderen Arbeiten ist nur sehr schwer durchzufiihren. Das hat mehrere Griinde:

o Vielfach herrscht ja der Wunsch vor, nur die gréBte gemeinsame Teilstruktur zu finden. Nach deren Auffinden
bricht das Verfahren ab [10, 27, 92].

Zum Teil werden auch heuristische Vereinfachungen verwendet, etwa die Einschrinkung auf planare Gra-
phen [10] oder Abstandsmatrizen [47].

Viele Autoren geben keine expliziten Rechenzeiten an [4, 27, 86, 92, 99] oder verwenden Maschinen, mit
denen ein Vergleich schwerfillt [31, 47, 80).

Auf der anderen Seite haben auch cinige Gruppen mit dem Problem der Isomorphie von Losungen zu kdmp-
fen, dic sic nach eigenen Angaben nicht in allen Fillen oder nur unzureichend schnell erkennen kénnen
[10, 31].

-

Aufierdem macht es cinen groflen Unterschied, ob man bei der Definition der korrespondi den Ecken-
paare eine Gleichheit der Wasserstoffe voraussetzt oder nicht (vgl. 4.1.8). Im letzten Fall, den wir den Be-
rechnungen dieses Abschnits mgmnde gelegt haben, werden die Kompatibilitdtsmatrizen um ein viclfaches
grofer und d hend die Rec Bei den IX und X aus 4.1.10.ii beispielsweise
hat ¥ mit Bemx.kmchugung der Wasserstoffe nur 8 Ecken, ohne aber 26.

Aligemein LiBt sich daher nur sagen. daB die hier v Ilte Losung ichts des NP-vollstindigen Charakter
des Problems, dessen Auswirkungen sich bei allen Ansitzen niederschlagen, durchaus konkurrenzfihig ist. Auf
Besonderheiten wurde bereits in Abschnitt 4.1, Seite 62f., eingegangen.

4.43 Anwendungen

Das Problem des Auffindens gemeinsamer Teilgraphen hat neben seiner Berechtigung als abstraktes graphentheo-
retisches Problem eine Reihe von Anwendungen. Obgleich im Rahmen dieser Arbeit davon nur wenige untersucht
werden konnten, sollte das modulare Konzept der hier vorgestellten Algorithmen und ihrer Implementation eine
Anpassung an die konkrete Aufgabenstellung relativ leicht erméglichen.

Magliche Anwendungen (mit Schwergewicht auf' der Chemie) sind unter anderem:
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1E(X)! n Pmax Pmin o .
0 000600 0 SO 000000 0.00000 000000
6 566667 7 5 1.88562 000000 0.00000
12 8.60000 1 5 287054 000200 000029
18 800000 9 5 0.00500 00078
24 1171429 19 5 402543 0.00500 0.0004%
30 14,06607 21 5 462553 0.00667 0.00044
36 12,25000 17 5 399218 000875 0.00083
42 200111 29 14 S.03200 001278 000060
a8 2393103 33 10 640545 0.01448 0.00062
34 2687234 37 7 760332 001830 0.00070
6l 1930435 30 5 707374 0.01478 0.00076
at 27.82143 41 15 7,98236 0.01821 0.00067
72 34,30000 47 5 1047330 002427 0.00074
78 3992953 35 i3 10,77898 0.02973 0.00076
84 4189815 60 7 12,37863 003389 000083
0 34,05000 6l 8 1306513 003178 000067
96 4090625 8 2 10,56929 0,03156 0,00079
162 4929304 66 20 1240385 0.04055 0,00085
108 5804131 74 19 12,66767 0,04011 0.00086
14 63,02259 &3 2 14.60803 005534 0,00000
120 6529125 ]9 24 16,5019 0,06059 0,00095
126 5721530 93 11 19,57260 0.05762 0.00105

Tabelle 4.3: Rechenergebnisse bei der Suche nach gemeinsamen Teilgraphen von Butan (V1) und den [someren zu
CH;mit0<i<7und0 < j <16

E(x): i Timax Tmin 4 i L
[0 000000 0 [ 0,00000 0.00000 000000
6 6,17391 9 2 1,94829 0.00087 0.00012
12 740000 i 3 206794 000382 0,00051
18 920755 1 3 1.94928 000516 000058
24 10,02077 12 3 2,22466 0.00641 0.00065
30 1117419 13 3 2,05207 000736 0.00067
36 11.87238 14 3 248249 000863 000075
42 12,67367 15 3 2,60079 000975 0,00078
48 1324068 16 4 3.03031 0,01096 0,00085
54 134717¢ 17 3 337456 0.01195 0.00091
60 13, 46040 18 3 371122 0,01287 0,00049
66 12,93333 19 7 3 R1750 001367 Q00111
72 11,34286 20 3 410538 001314 000119
78 10,22222 13 7 1,98762 0,01333 000131
84 4.00000 4 4 0,00000 0,00000 ,00000

Tabelle 4.4: Rechenergebnisse bei der Suche nach gemcinsamen Teilgraphen von Cyclopropan (XIV) und den
Isomeren zu C;H; mit 0 < ¢ < 7und 0 < j < 16

2. Erk g von NMR-Verschieb

1. Verschmelzung molekularer Graphen

Im niichsten Kapitel werden als eine wesentliche und ncue Anwendung des Teilgraphensuchverfahrens die
Verschmelzung molekularer Graphen vorstellen. Genauer gesagt handelt es sich dabei um die Bestimmung
aller nichtisomorphen Abbildungen der gefundenen Teilgraphen aufeinander und Konstruktion der aus die-
sen Abbildungen resultierenden Graphen. Auf konkrete Anwendungen werden wir in spiteren Kapiteln ein-
gehen.

Die Interpretation von '3C-NMR Spcktren basiert meistens auf dem Vergleich des Spektrums einer un-
bekannten mit ciner grofien Referenzmenge von Daten bekannter Strukturen. Dabei wird die Frkennung
der groBten gemeinsamen Teilgraphen zum direkien Vergleich der chermschen Shift-Werte verwendet. was
eine automatische Analyse der Inkremente sowic die Suche nach Fehle n in Spektrendatenbant
erméglicht [27, 28].

&
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|E(x) A Mmax  Mmin o -
[ 000000 (] 07000000 0.00000  0,00000
2 300000 3 3 000000 0.00000  0,00000
4 3,00000 3 3 0,00000 000000  0,00000
6 400000 4 4 0,00000 000000 0,00000
] 6.50000 7 6 050000 000000 000000
10 8,66667 " 7 169967 0,00000 000000
12 800000 12 4 400000 000000  0,00000
14 800000 8 8000000 000000  0,00000
20 5.66667 6 S 047140 000333 0,00067
2| 1071429 13 8 148461 000429  0,00038
24| 12,00000 8 4 428528 0,00545  0,00044
2 | 141100 21 9 395655  0,00556  0.00038
28 13,20000 20 6 444522 0,00400  0,00025
30| 1000000 12 8 200000 000500  0,00042
40 983333 15 4 42196 000500 0,00060
2 | 1871429 31 9 55048 001000  0,00057
44| 2202500 3 9 641673 001250  0,00058
46 | 2362500 34 9 664TI3 001300 000055
48 2411538 33 10 708371 001423 0,00062
50 23,50000 36 8 816395 001200  0,00057
52| 17,3333 3 8 664998 001000 000045
66 | 1568421 28 6 607889 001263 000077
68 | 2050588 48 12 956787 001929  0,00067
70 34,0270 52 121037123 002303 0,00069
72 | 3666359 53 6 1041411 002507  0,00071

4 3749057 53 1001048021 002522 0,00068
76 37.15584 53 151040238 002597  0,00071
78 33.88000 54 10 12,03435 002560  0,00077
80 27,00000 37 14 787401 002000 000074
98 30,62000 64 1218998  0,02700  0,00097
100 47,56461 74 17 1455863  0,03854  0.,00084
102 53,18043 76 10 1406414 004223 000082

104 77 19 1314718 004469  0,00081
106 78 21 1322699 004593 0,00082
108 76 19 1364245 004654  0,00084

1o 5490090 76 23 1423386 004626 0,00087
12 51.39286 76 12 1508982 0,04464  0,00089
14 40,55556 75 21 1693196 003889 000104

Tabelle 4.5: Rechenergebnisse bei der Suche nach gemeinsamen Teilgraphen von Buten (XI1T) und den Isomeren
2aCH;mit0<i<7und0<j<16

3. Interpretation von Massenspektren

Der Ansatz. ein selbstlernendes System zur Intery ion von M P Zu ver den, liefert zu
einem unbekannten Spektrum eine Liste von R lekiilen, die mit der unbel Verbindung ver-
sehiedene Teilstruktureigenschaften gemeinsam haben sollten. Ein paarweiser Vergleich dieser Referenzmo-
lekule kann dann eingesetzt werden, um die maximale Teilstruktur hochster Frequenz zu finden [31].

4. Syntheseplanung, Klassifikation von Reaktionen

Fiir dic Planung einer Sythese ist es hilfreich, das gewiinschte Produkt mit leicht verfiigbaren Ausgangs-

verbindungen (Edukten) zu vergleict um liche molekulare Bausteine und damit einen effektiven

Syntheseweg zu finden. Dabei spielen gemeinsame Teilgraphen von Edukten und Produkten eine wichtige

Rolle [31, 32].

Diceser Zusammenhang kann auch zur Klassifikation von Reaktionen eingesetzt werden. Dabei betrachtet

man dic Bindungen, dic im Zuge der Reaktion gebrochen oder gebildet werden. Diesc lassen sich leicht
In, sobald die 1 (maximalen) Teilstrukturen bekannt sind [93].

5. Wirkstoffdesign

Beim Design und der Synthese von neuen Wirkstoffen mit einer erwiinschten pharmakophorischen Aktivitit
kann ¢in Vergleich der Strukturen bekannter Wirkstoffe eine Liste der gemeinsamen Fragmente liefern. Dies
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—-
HE(R): | . [ [ H
0 080000 0770 D000 0.00000 600000

8 4,50000 6 3 150000 0,00000 000000
12 600000 6 0 000000 0.00000  0.00000
16 600000 [ [ Q00000 0.00500 (L0083
20 G.00000 v 49 D00000 000000 (00000
24 4,00000 4 4 000000 000500 (L0D125
28 7 7 000000 D,00000 000000
32 7 4 150000 000000 000000
36 10 7 1,24722 000667 D008 |
40 14 5 2,86956  DO062S 000066
44 15 8 1071 000833 000078
48 15 4 304390 000714 000085
5 15 B 302306 000833 000075
56 9,00000 12 [\ 300000 001000 000123
bk T.666067 16 4 262467 0.00667  0,00070
68 11,00000 il I 000000 001500  0.00136
T 12,71429 19 9 291373 001429 000113
76 14.62857 21 11 32661 00157t 000103
80 15,13043 22 4 487500 002074 000162
R4 17.00000 25 9 4,04969 0.4 000134
&8 18,00000 26 10 441378 O 0,00136
92 1766667 26 1 4.4863) 0. 0,00158
96 19,15385 24 9 434734 (04 0,00152
100 15,60000 22 6 527636 (02400 0001356
104 16,33333 22 B} 449691 003333 000214
108 6,00000 6 6 00000 001000 000167
116 12,00000 14 " 122474 001750  0.00150
120 1507143 26 5 22992 0.00159
124 2045455 3 10 6.26240 X 3 000163
128 36 8 691173 003526 000164
132 38 [ 701548 004212 000175
136 25,5793 4] 10 724228 0.04503  0,00178
140 26,45270 40 8] 705608 004845 0.00186
44 el 7 738605 005273 000195
148 39 13 692104 005449  0.00203
152 a2 I 7,52119 005514 000202
156 24,66667 36 8 787753 005167 000212
160 24,00000 32 16 551362 005400 000222
168 6,00000 6 6 000000 001000 000167
176 2§,00000 2 19 1,22474 004500 000214
180 23,55000 39 14 712373 0,04950  0,00213
184 29,77612 45 14 8.11268 0.06015 0,00205
188 33,3179% 48 13 890068 006897 000210
192 3627475 56 16 892217  0,07800 0,002(8
196 3825076 58 7 903856 0,(8505 000225
200 39,78744 60 s 9,03018 0,00226  0,00234
204 40,90244 63 14 958099 009811 000242
208 41 66967 63 17 9 49801 010230 000248
212 4226636 62 17 9,61668 010617 000253
216 4143612 60 1710,13474  0,10740 000261
220 41.87629 60 17 9,85802 0011134 000269
224 38,13793 58 B 1042783 010724 000284
228 36,1778 56 22 1079895 0,10444  0,00285

Tabelle 4.6: Rechenergebnisse bei der Suche nach gemeinsamen Teilgraphen von Dimethylpropan (XV) und den
Isomeren zu C;H; mit 0 < i < Tund 0 < j < 16

kann cinen Hinweis auf die aktive Teilstruktur geben, die fiir dic Wirkung verantwortlich ist [116]

Ahnlichkeit von Molekiilen

o

Dic quantitative Analyse der Ahnlichkeit von Molckiilen ist von groBer Bedeutung bei molckularen Daten-

banken, der Wirkstoffuntersuchung, der Vorhersage phystochemischer Eigenschafien und der Modellicrung

von Rezeptorschnittsiellen. Eine Maglichkeit, Ahnlichkett zu definieren, besteht in der Betrachtung gemein-
- ! 2 @ . . e

samer Teilgraphen. Sind ; & w2 und 72 € m3" Graphen (der Linfachheit halber unbeschriftet, was aber

hierbei keine entscheidende Rolle spielt), so setzt man

#ly,v2) = max{k | k€ {1,...,min(p,q)} A Pr(71,72) # 0}
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Abbildung 4.3: Die muttleren Anzahlen gemeinsamer Teilgraphen zu den Strukturen VI, XIII, XIV und XV und
den Isomeren zu C;H; mit0 < i < 7und0 < j < 16

Dann 14t sich der Abstand der Graphen definieren als [64, 118]

d(y,ya) = [ml + 72l - 26(y,m2) =p + ¢ - 2p(n, 7).

Damit bestimmt d eine Metrik auf der Menge aller bis auf Isomorphie bestimmten Multigraphen. Auf diese
Weise lassen sich dann auch Umgebungen von molekularen Graphen definieren. Je kieiner der Abstand,
also desto ahnlicher gelten die Molekile. So umfaBt etwa die Umgebung mit max. Abstand 2 von 2.2-
Dimethylbutan-4-ol (Struktur X) in der Menge aller 31 Isomere zu CgH,40 folgende 9 molekulare Graphen:
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Abbildung 4.4: Die mittleren Rechenzeiten fiir das Auffinden gemeinsamer Teilgraphen zu den Strukturen VI
XII1, XIV und XV und den Isomeren zu C;H; mit0 < i < Tund 0 < j < 16

C OH C OH

\ \ f
o-c-C-C C-C-C-C-OH €-0-0-C-C

C C C
C—C—(|7—C~OH C—C—(\)—C-CfoH C-C-C-C-C-OH
|
(eff o C C
T I ¥
C-C-C-0-C C-C-0-C-C C-C-C-C-0-C

7. Bilderkennung

Im Rahmen von Systemen mit kimstlicher Intelligenz zur Bilderkennung verwendet man dic Teilgraphensu-
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Abbildung 4.5: Die mittleren Rechenzeiten pro Resultat fir das Auffinden gemeinsamer Teilgraphen zu den Struk-
twren VI XIIT und XIV und den Isomeren zu C;H; mit0 <i < 7und 0 < j < 16
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Abbildung 4.6: Die mittleren Rechenzeiten fiir das Auffinden gemeinsamer Teilgraphen zu den Strukturen VI,
XIIL, X1V und XV und den Isomeren zuo C;H; mit0 <4 < 7und 0 < j < 16

che, um Objekte zu identifizieren, die mit emer Videokamera aufgenommen wurden [2, 4].




4,5 Erweiterung auf mehrere Ausgangsgraphen

Wihrend die Suche nach gemeinsamen Teilgraphen zweier Graphen ein mehrfach untersuchtes Problem ist, gibt
s nur wenige Ansilze zum Auffinden gemeinsamer Teilgraphen in mehreren Graphen. Dabei Lafit man entweder
cinen vorher gefundenen Teilgraphen so wachsen, daf er stets n allen Ausgangsstrukturen enthalten ist [121]. oder
man fihrt diese Aufgabe auf den zweiclementigen Fall zuriick [10].

Die Allgemeinheit des hier entwickelten Verfahrens erlaubt es, dieses auf natiirliche Weise aul dic Anwendung fiar
mehrere Ausgangsgraphien zu erweitern

sl S - 12] 12 .

4.5.1 Definition. Gegeben seien n Graphen vv € mP2 | 5, € mB2" wobei wicder m o.E. gleich sei.
= ape . 2] — - ~ . )

Gesucht ist mun ein n-Tupel (1, ..., ) mit 5; € m% ’. i © . Zusdizlich seien Ty: = ... = 'Ty, und

¥i,j € m: g = m; Einsolches Tupel wollen wir gemeinsamen k-Teilgraphen von vy, . .., v, nennen,

.

Damit iibertrgt sich auch die Formulierung 4.1.4 des Suchproblems sowie die Definition 4.1.7 korrespondicrender
Fckentupel entsprechend. Die Menge aller korrespondierenden Eckentupel bezeichnen wir wieder mit

Me(vis o) SP1 %o X Pa

4.5.2 Definition.

i} Zwei korrespondierende Eckentupel (iy, . .. in) und (i1, ..., i0) heifien kompatibel, falls

n{linih =... = wm{ln, i }).

ii) Die Abbildung X : Mg] —+ {0, 1} mir

Xy i)y (3,0 =

kompatibel
0 sonst

{1 Sells (ix, ... in) und (3, .. ,10)

heiffit Kompatibilitatsgraph.
.

Wit haben das Problem der Teilgraphensuche in mehreren Graphen wieder auf eine Suche nach vollstandigen
Graphen in X zuriickgefiihrt, denn Satz 4.2.1 abertrigt sich ganz entsprechend. Wir konnen also Algorithmus 4.2.3
in dieser Form anwenden, wobei wir (brigens auch das Z h gument 4.2.2.11 beibehalten konnen.
missen aber den Minimaltest modifizieren.

Zundchst ist klar, daB die Lemmata 4.3.1 und 4.3.2 entsprechend auch fiir den Fall n > 2 gelten. Setzt man A, : -
Aut(y;), so kann man mit Bezeichnungen analog zu den in 4.3.3 eingefuhrien dic erste Stufe des Minimaltests
formulieren:

4.5.3 Algorithmus (Bahnenberect
i) Durchlaufe alle v, € V und fithre jewcils durch:

g fiir den Minimaltest)

(a) Intialisiere O,m — {v:“} furalled € n.
(b) Setze das aktuclle Bahnclement x vt(l) und g}i(”(u}”) 4 ddg,.
{c) Durchlaufe alle Erzeuger o € CSE und fiihre jeweils durch:
o Istz® ¢ Of'"). o fuge es hinzu : O « O U {2} und setze ¢{")(z7) < ¢{")(z) - 0.
(d) Gibt es noch ein weiteres x € O}”‘ so gehe damit zu Schritt ¢.
(e) Fiihre die Schritte b-d analog fir A;,..., A, und vlm, i ,1!,(“) durch.

(fy Istvy # (min Ol“), ...,min O}")), so kann V' kein minimaler Reprisentant sein. Brich daher den Test
mit dem Ergebnis , negativ* ab.

(g) Wechsle die Basis der Cgf bis Cﬁl so, dafl cine Darstellung fir Cf::’”, soivi Gf;:” wie in 3.3.5 ent-
steht.

ii} Rufe den rekursiven Test mit Tiefe | und Kandidat V auf und gib dessen Ergebnis zuriick.

<
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Abbildung 4.7: Die den ilgraphen der Strukturen VII, VIII und XVI mit mehr
als einer Ecke

den El. A4
E

Im rekursiven Test werden dann alle Bahnen verschachtelt und daraus die
(wieder in Analogie zu 4.3.4). Auch das Normalformkriterium aus 4.3.5 kann entsprechend iibernommen werden

4.5.4 Beispiel. Wir betrachten wieder die Strukturen VII und VI aus 4.1.10.i und nehmen noch eine dritte
Struktur hinzu:

1q i e
| SE-NS—Cd SNS—3-Qt So2-N1-3
20” 2q” 50”7
Vil VIl XVl
Hierzu gibt es 37 korrespondierende Eckentripel. Wir beschrinken uns di | auf die zu h d

Losungen. Diese sind:

7 o= {1 {LL2)L {(LLY) {1,310}
{(1.3,2)}, {(1,3,8)} {211} {(2.1.2)},
{(2,1,2),(4,2,3),(5,5,9)}, {(2,1,2),(4,3,3),(5,5,4)},
{(2,1,2),(5,5.4)}, {(21,3)}, {(2,1,3),(5,54)},
(2,3, 10}, {(2.3,2)}, {(2,3,2),(5,5,4)},



IR

{(2,3,3)}, {(2,3,3),(5,5,4}},

{4, L1} {(4.1,2)}, {(4,1,2),(5,5.4)},

{(4, 1,3}, {(4,1,3),(5,5,4}}, {(4,3,1)},

04,8, 2)3, {(4,3,2), (5,5, 4}, {(4,3,3)}, {(4,3.3), (5,5,4)}}

Abbildung 4.7 zeigt die Lésungen mit mehr als einer gemeinsamen Ecke.
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Kapitel 5 Verschmelzung zweier Graphen

5.1 Berechnung der Zuordnungen

In diesem Kapitel wollen wir die Details des in 4.1.1 und 4.1.2 erwihnten Verfahrens zur Verschimelzung von
Graphen iiber alle gemeinsamen Teilgraphen vorstellen. Wir nehmen dabei engen Bezug zu den Definitionen aus
Abschnitt 4.1. Seien wieder v € me™ und Y2 € m3” Multigraphen. (Die All inheit der Darstellung erfor-
dert es nicht, dal wir uns auf molckulare Graphen einschrinken. )

Wir betrachten nun cin festes Paar gemeinsamer Teilgraphen, wic in 4.1.3 definiert. Dort wurde nur vorausgesctzt,
daB es irgendeinen kantenerhaltenden Isomorphismus ¢ : T; — T gibt. Es ist offensichthich, daf dieser nicht
notwendig eindeutig ist. Daher miissen wir noch die lich hiedenen Zuordnungen bestimmen.® Dies
liefert uns folgender

2 3 . . P
5.0.1 Satz. Ist (1,m2) € m™ " x m™ " ein gemeinsamer k-leilgraph der Graphen v, und vz und aq : Ty — Ty
ein k haliender Isomorpk so emsprechen der Menge aller wesenilich verschiedenen Zuordnungen

awischen ny wnd 1y die Doppelnebenklassen

aolog Ao\ Aut(na)/ B,

wobet A und B die auf Per i uppen abgebild, Teilgraphenautomorphismengruppen von oy und 1z
sind.

Beweis: Die Automorphismen von , und -y, die die Teilgraphen invariant lassen, induzieren nach 2.3.2 Autmor-
phismengruppen isomorph zu

Nauelr) ()/Cauery(m) - und - Naue(a) (02)/Canira) (m2)-

Diese bilden wir mit geeigneten Homomorphismen auf Permutationsgruppen A < Aut(m;) und B < Aut(n,)
ab. Mit o : Ty — T3 als Referenzisomorphismus haben wir genau dic Situation des Verklcbungslemmas 1.2.7,
welches die Behauptung liefert.

(m]
Verschmelzungen molekularer Graphen lassen sich ganz analog konstruieren. Es ist dazu nur jeweils dic Automor-
phismengruppe Aut(7y) durch dic des molekularen Graphen Aut(7, 3) (vgl. 2.4.7) zu crsctzen.
Die in 4.1.2 erwiihnte Konstruktion der aus den Zuordnungen zwischen den Teilgraphen resultierenden Graphen
stellt kein Konstruktionsproblem im ¢igentlichen Sinne mehr dar. Vielmehr handelt es sich dabei um geeignetes
Anpassen und Fillen der Datenstrukturen sowie um die Anwendung von Kriterien, welche Art von Verschmelzung
zulassig bzw. erwiinscht ist. Diesen Gesichtspunkten ist der nachste Abschnitt gewidmet.

Wir wollen nun zunéchst cin Verfahren zur Berechnung einer Transversalen der Doppelnebenklassen aus 5.1.1
vorstellen. Dabei bedienen wir uns der Darstellung von Permutationen als Matrizen. Es sei dabei

n 3
M, = {A {0,122 | 3 =Y a.=1¥ije g}
i v=1

*Diese Rechnung ist nattrlich nur notwendig, wenn [T | = 1,db. der gemneinsame Teilgraph aus mehr als nur einer isolierten Lcke besteht
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die Menge aller Permutationsmarrizen. Es existiert cine Bijektion
¢: Sy —=M,, m— Amita;; = &~ j,

wabel d die Kroneckersche Delta-Funktion mit

_J1 fallsi=j
b = {0 sonst

sei. Wir konnen uns daher auf dic Berechnung geei Permutati izen zuriickzichen.

ks st offensichilich. daB die Multiplikation zweier Permutationen von links, etwa o - = einer ¢ben solchen Ma-
rixmultiplikation ¢(o)é(w) und auch einer Vertauschung der Zeilen von ¢(n) entspricht. Analog kommt eine
Multiplikation 7 - & von rechts ciner Spaltenvertauschung von ¢() gleich.

Das bringt uns zu folgender Umformung:

5.1.2 Lemma. Die Berechnung eines vollstindigen Repra: systems der Doppelnebenkl
ao(0g " Aoo)\Aut(nz)/ B
aus Sarz 5.1.1 ist dquivalent zur Besti einer Trans len der Op

o(Aut(n:)) [ ooy ' Adg) x B

Wir haben also unser Konstruktionsproblem in dhnlicher Weisc auf die Bestimmung von Repriisentanten einer
Menge restringierter Abbildungen zuriickgefiihrt wie in 3.1.6. [n der Tat sind beide Probleme so eng verwandt, dab
wir die in 3.3 vorgestellten Methoden auch fiir unsere hiesige Doppelnebenklassent hnung verwenden kénnen.
Eine Gegeniiberstellung soll dies verdeutlichen:

Graphenverbind Teilgraph drung;
Problem 3.1.5 Problem 5.1.2
Abb. é:fy xf; - {0,1} A:mnxn - {0,1}
T = ®
Nebembed. | 3" éi,j) <1Vj€fs | Y au, =Y. e =1Vijen
i=1 B=1 =1
f
S <iviesy A € ¢(Aut(n2))
i=1
Gruppen | Naue()(1)/Cauwsn (M) | (Nawtn) (m)/Cautian) (m))eo
Naut(32)(12)/C a3 (72) Naut(z:) (12)/ C ut(yz) (2)

Der wesentliche Unterschied liegt somit in den Nebenbedingungen. Wahrend in 3.1.5 auch eine unterschiedliche
Zahl von Paaren, die auf | abgebildct werden, zuldssig ist, haben wir es bei 5.1.2 mit einer festen Zahl von Einsen
7u tun — und mit einer Beschriankung auf Elemente aus ¢(Aut(n,)).

Wir bendtigen also eine Funktion analog zu 3.3.1, die iiberpruft, ob ein Paar w zulissig ist. Sei dazu A der aktuelle
Kandidat. Es gibt dabei jetzt vier mégliche Riickgabewerte:

0: Die Position ist nicht erlaubt.
{: Die Position ist erlaubt. der Kandidat ist aber auch mit dieser Eins noch unvollstindig.
2: Die Position 1st erlaubt, der Kandidat erfullt alle Nebenbedingungen.

3: Die Position ist nicht erlaubt, der Kandidat kann auch nicht mehr zu einer zulissigen Abbildung erweitert
werden.

Diesen Aspekten tragt folgende Funktion Rechnung. Wir betrachten dabei und im folgenden wicder die lexikogra-
phische Anordnung der Paare.
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5.1.3 Algorithmus (Test, ob a;; = 1 sein darf).

n

i) Existiert ein g <  mit Z @, = 0,50 gib 3 zuriick. (Eine vor i liegende Zeile konnte nicht besetzt werden. )

v=1

n
i) Ist Z a;, = 1. 50 gib 0 zurick. (Die aktuelle Zeile 7 ist bereits gefullt.)

=1
jii) Isti < n und kann A bei a;; = 1 so erweitert werden, daB ¢~ (A4) € Aut(n2) ist, so gib | zuriick.
iv) Isti = n und (i, j) die letztmogliche Position fiir a;; = 1, so dafl ¢~ ' (A) € Aut(m) ist, so gib 2 zurtick.

v) Gib 0 zuriick.

v
In Analogic zu 3.3.2 werden folgende Bezeichnungen verwendet:
n on
a = z Za,,,,. dic Summe aller Eintriige im aktuellen Kandidaten A
pele=l

! Index fur die Paare, denen 1 zugeordnet wird

w; € mn x mn, das [-te Paar, das auf 1 abgebildet wird
Damit kénnen wir den Algorithmus zum Ordnungstreuen Erzeugen der Doppelnebenklassenrepra formu-
lieren:
5.1.4 Algorithmus (Ordnungstreue Exzeugung aller Zuordnungen)

i) Initialisiere den aktuellen Kandidaten mit ;; = 0 firallez,j € n.

ii) Setze | = a — 1. Setze w; auf das klcinste Paar (4, ), falls & = 0, bzw. auf das grofte Paar (i, j). fur das
a;; =1

iii) Solange w; nicht das letzte Paar aus n x n {berschritten hat, fithre durch:

(a) Setze w; auf das nichstgrofiere Paar.

(b) Uberpriife mit 5.1.3, ob wy zuliissig ist. Ist das Ergebnis 0, so gehe zu Schritt iii. Ist das Ergebnis 3, so
gehe zu Schritt iv.

(¢) Seize g, = 1.

(d) Teste den Kandid: A, oberk isch ist. Ist dies micht der Fall, so scize a,,, = 0 und gehe zu
Schritt ii.

() War 2 das Ergebnis von 5.1.3. so ist eine neue Losung gefunden: gib diese aus oder speichere sic.
(f) Gehe zu Schritt ii.

iv) Ist @ = 0, so konnte kein Paar auf 1 gesetzt werden. Beende daher dic Funktion.

v) Setze das zuletzt auf | gesctzte Paar auf 0 zuriick. Setze | = a + 1 und gehe zu Schritt iii.

Aufeine Beschreibung des Maximalititstests verzichten wir hier. da dieser identisch mit 3.3.8 ablauft.
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5.1.5 Beispicl. Da dic bislang betrachteten Strul nur annihernd triviale Beispicle licfern, wollen wir hier
folgende molekularen Graphen untersuchen (vgl. auch 2.4 8):

/Cs\ CS\C‘I ‘2/06
g v _ 2
=gy | Set-c i
Cs foi sz
fed YT
LA XVIL: 7,

Die Automorphismengruppen dieser Graphen lauten:

Aut(m) = {1,(15)(24), (36}, (15)(24)(36)}
Aut(ya) = {1,(12)(34)(56)(78), (1234)(5678), (13)(24)(57)(68),
(18)(57), (14)(23)(58)(67), (1432)(5876), (24)(68)}

Dabei ist {(1,1),(2,5), (4, 3), (5,7)}, einer der mit 4.2.3 erzeugten gemeinsamen Teilgraphen, was der Zuordnung
(1.2.4, 5) -+ (1, 5, 3, 7) entspricht. Es ergeben sich fur die Teilstruktur

Cl ,CZ CE?C4

folgende (auf 4 umnumerierte} operierende Grupppen:

Aut(nz) = {1,(12),(12)(34), (13)(24),
(1324), (14)(23), (1423), (34)}
(Naue(r) (1)/Cawevy(m))oo = {1,(14)(23)}

Naution) () Cautira () = {1,13)(20)}
Aus diesen Daten berechnet Algorithmus 5.1.4 drei Doppelnebenklassen mit folgenden Matrixrepri {dar-
unter dic daraus jeweils resultierenden Zuordnungen):

1000 1 0 00 0100

01 00 01060 1000

00 10 0001 0010

0001 0010 0001

1 2 45 1 2 45 12 45

+ 4l L4 Ll

15 7 1 5 73 5137

5.1.6 Bemerkung. Auch bei diesem Verfahren ist eie Aufspaltung des Erzeugungsproblems mit Hilfe des Homo-
morphieprinzips 1.3.1 moglich. Man muf alierdings beachten, daB es sich hierbei nur um die zweite Stufe einer
Berechnung handelt. dessen erste — dic Teilgraphensuche - bereits mit einem betrachtlichen Aufwand verbun-
den ist. Daher sind die zu 16senden Doppelnebenklassenprobleme meist von einer GroBe, die eine weitergehende

h ische Methodik aufgrund des damit verbund Overheads nicht rechtfertigt; somit wurde in der Im-
plementation in NEXTOR auch darauf verzichtet.
Das in 5.1.4 beschricbene Verfahren ist nicht nur fiir unser Zuord; blem zu gebrauchen. Es handelt sich
dabei vielmehr um eine universelle Methode zur Berechnung von allgemei Doppelnebenklassen. Bisherige
(s. etwa [23, 51, 127]) setzten oft voraus, dafl eine der beiden Untergruppen eine Young-Gruppe war; dicse Ein-
schrankung besteht hier nicht. Bei einer so allgemeinen Verwendung sollte eine Aufspaltung tber das H -

phicprinzip aber wieder in Betracht gezogen werden.



O

5.2 Der Verschmelzungsalgorithmus

Durch die bisher beschrichenen Verfahren sind wir bereits fast in der Lage, Verschmelzungsstrukturen geméfy der
Strategie 4.1.2 zu konstruieren. In dicsem Abschnitt wird nun beschricben, wie die eigentlichen Verschmelzungen
berechnet werden. Dazu sctzen wir voraus, daB filr jede Ecke in den Ausgangsgraphen eine Valenz im Sinne von
2.4.5 festgelegt ist. Dies bedeutet aber noch nicht, daB wir generell eine Beschriftung wie etwa bei molckularen
Graphen fordem.

Seien wieder v € m?" und Y2 € mﬂ‘]‘ Graphen und (7;,72) € mT " sem™ " cin gemeinsamer k-Teilgraph.
Ferner wollen wir mit df” und val!" den Grad bzw. die Valenz der i-ten Ecke des Graphen v mit £ = 1,2
bezeichnen.

Es ist offensichtlich, daff nicht jeder gemeinsame Teilgraph bzw. nicht jede sich daraus ergebende Zuordnung
auch zu einem Verschmelzungsgraphen fuhren kann. Es miissen insbesondere die Beschrinkungen beriicksichtigt
werden. dic die Valenzen der einzelnen Ecken auferlegen.

Wir unterscheiden dabei, ob der gemeinsame Teilgraph aus ciner oder aus mehreren Ecken besteht. Im ersten Fall

ist s einfach, cine entsprechende Regel zu formulicren:

5.2.1 Kriterium. ~; und v, kénnen mur dann tiber den gemeinsamen 1-Teilgraphen (m, ) mit Ty = {i} und
Ty = {j} verschmolzen werden, wenn

val >4 +dP A wal® 2 d - dP.
Sind 4y und vy mit By und 3 beschriftet, so muf zusdizlich 8, (1) = 32(7) gelten.

Beweis: Klar. =

Besteht der gemeinsame Teilgraph aus mehreren Ecken, so konnen nicht einfach nur die Valenzen und Grade
betrachtet werden. Es miissen vielmehr die Kanten innerhalb des gemeinsamen Graphen aus der Summation der
Grade herausgehalten, sprich davon subtrahiert werden.

5.2.2 Kriterium. ~y; und y; kénnen nur dann iiber den gemeinsamen k-Ivilgraphen (ny,ma) mit k > 1 sowie
Ty = {iry. .. ix} und To = {51, ..., i} unter der Zuordnung o (i.) = jx verschmolzen werden, wenn gilt:

vall zd +d —d; A vall? 2d +dY -d,  vkek
Dabei sei %
dy = Z 1 (iny i)
TN oy o PR

Sind yy und va mit 3y und 3y beschrifict. so muf zusarztich fiir alle x € k gelten: By(i.) = Ba(j.).

Beweis: Klar.
Es ist noch zu bemerken, daB die Definition von d,, aufgrund der Isomorphic von ny und 7 unabhingig davon ist,
fiber welches 77 summiert wird.

J

Falls nicht Voll- sondern Substrukturen verschmolzen werden sollen, dic tiber freie Valenzen verfiigen (s. 4.1.1 1),
dann mitssen die Wasserstoffatome zu den Graden hinzugezihlt werden, da diese dann nicht zur freien Disposition
stehen.

Wir haben bei unserer bisherigen Strategie hauptsachlich Wert auf die Feken gelegt: daher kann cs vorkommen,
daB sich Zuordnungen ergeben, bei denen Bind im ersten Ausgangsgraphen vorhanden sind., im zweiten aber
nicht (oder umgekehrt). Wir miissen folglich priifen, ob gilt:

(5.23) Nliniv) =1liei) Yervek s#v

Ein weiterer Aspekt in diesem Zusammenhang ist die Anzahl der Bindungen, die bei einer Verschmelzung u.U.
hinzugefiigt werden miissen. Um dem Anwender die Moglichkeit zu geben. cine obere Schranke fur diesen Wert
vorzuschreiben, bestimmen wir ihn auf folgende Weise:
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(5.2.4) bmom)=Y, Y 1
sl

viati
1 (i w8
alin gl #0
Wir wollen namlich die Verschmelzung als das Uberlagern des ersten durch den zweiten Ausgangsgraphen auffas-
sen. Eine .neue* Bindung verstehen wir dann in dem Sinne, daB eine solche im ersten, also dem zu iberlagernden,
noch nicht existiert; sie muf} zu diesem hinzugefiigt werden.

Fiir die Formulierung des Algorithmus verwenden wir die Bezeichnungen

8 :q-+{p+1,...,p—q—k}, die Umnumcricrung der Ecken von vz, durch dic dieser an
1 angehangt wird. Dabei konnen die Ecken aus T auf einen belicbigen Wert abgebildet
werden.

o : Ty ——= T, dic aktuelle Zuordnung zwischen den Eckenmengen.

k die Linge des aktuellen Teilgraphen: k = |Ty| = |T3|.

n:(z”' der Teilgraph, der aus der Eckenpermutation cntsteht, die durch die Zuordnung o im Ver-

gleich zur Referenzzuordnung oy induziert wird.

Damit kénnen wir den Verschmelzungsalgorithmus als Ganzes formulieren.

" : . : 2]
5.2.5 Algorithmus (Verschmelzung zweier Graphen). Gegeben seien zwei Graphen 7 € m2™ und T € md
1) Berechne mit 4.2.3 alle gemeinsamen Teilgraphen, u.U. unter Bertcksichtigung gegebener Restriktionen.

i1} Furjeden gemeinsamen Teilgraphen (7;, 712) berechne mit 5.1.4 alle Zuordnungen o und fiihre jeweils durch:

(a) Ubcrpritfe die Kriterien 5.2.1 bzw. 5.2.2 sowie 5.2.3 fir gy, " Ist eines davon nicht erfiillt, fahre mit
dem nichsten Element in Schritt ii fort.

{b) Uberpriife, falls vorgegeben, dic Finhaltung der Schranke fiir by, n{"'} (vgl. 5.2.4). Ist dics nicht
erfiillt, fahre mit dem néichsten Element in Schritt ii fort.
(¢) Bestimme den resultierenden G graphen & € mP+a=k"! nitialisiere ihn zundchst mit (i, §) =
0%i,j € p+ q — kund setze dann
o y(i,5) = m(i, ) furd,j € p.
® y(s(i), 8(3)) = 12(i, j) furd,j € g\ Ta.
® y(o i), s(4)) = mlij)furie Ty, jeq\Ta
® y(o ~i),o “1(§)) = 72(i, §) fiird, j € T, falls iny, nicht vorhanden, d.h. v, (o ~'(),0 ~(j)) =
0 (Hinzufugen einer Bindung).

v

5.2.6 Beispiel. Wir greifen Beispiel 5.1.5 wieder auf und betrachten die Zuordnungen:

i) (1,2,4,5) — (1,5,3,7): Hierbei ist Kriterium 5.2.2 verletzt, denn fiir die Ecke 4 im crsten Graphen gilt:
valy =4, aberd{"! =3, d® =3, &G =1, alsodi” +d? T =54

i) (1,2,4,5) = (1,5,7,3): Diese Zuordnung erfullt alle Kriterien. Wir konnen daher den Verschmelzungsgra-
phen v bestimmen: zum Vergleich zeigen wir die Adjazenzmatrizen von 7. 2 und y:

01011000
010000 10100100
101001 01010010
010101 10100001
001011 10000000
000100 01 000O0O0TD
011100 00100000

00010000

T T2
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0100001100
10100 1(0000
01010 1(00 00
0010110000
000 1001100
011 100[/0000
TOo0O01o0f00T1T 0
10001 0[0001
0000001 00O
0 00D00O0/01 00
G -

Hierbei ist das Geriist von -y, noch deutlich zu erkennen. Der zugehérige Graph hat die Form:
CB

4ﬁ

—3

i
5y
AN/4

(]
a

iii) (1,2,4,5) = (5,1,3,7): Auch hierbei ist Kriterium 5.2.2 verletzt, denn fir die Ecke 2 im crsten Graphen
gilt:
valy =4, aberdy) =3, d =3, & =1, alsodt +dP - GH=5>4
Insgesamt gibt ¢s zu dicsen beiden Strukturen 37 Verschmelzungsgraphen, diese in Abbildung 5.1 gezeigt werden.

Wie bei 3.4.10 wurde dic Plazierung der Graphen mit dem entsprechenden Modul aus MOLGEN
erstellt (s. etwa [14, 112]).

e

Wir haben sowohl bei der Teilgraphenkonsiruktion in 4.2.3 als auch bei der Berechnung der Zuordnungen in 5.1.4
stets darauf geachtet, nur nichtisomorphe Strukturen 7u erzeugen. Trotzdem fuhrt Algorithmus 5.2.5 zuweilen zu
doppelten Graphen. Es liegt namlich eine Zhnliche Situation wie in Abschnitt 3.4 ver. Auch hier haben wir uns auf
kleinere Gruppen beschrankt, obwohl eine groBere fir das Isomorphieproblem relevant wire. Wicder crhalten wir
nur semikanonische Losungen, deren Kanonizitat einer weiteren Uberpriifung bedarf.

5.1.7 Beispiel. Wir kommen auf die beiden Strukraren VII und VIII aus 4.1.10.i zurick, deren gemeinsame Teil-
graphen wir im letzten Kapitel berechnet haben (s. Abb. 4.2, S. 69). Zwci dieser Teilgraphen waren:

1(2,1),(4,2),(5,5)} {(2,1),(4,3),(5.5))

[ aadl ad o

Beide fuhren bei der Verschmelzung zu
Cs

s !
| :C’-Nﬁ'—C"fO"
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Abbildung 5.1: Die 37 Verschmelzungsgraphen der Strukturen XVIT und XVITI

Wir haben wicder zwei Moglichkeiten, diesen Mangel zu beheben: einen Kanonizitatstest oder eine Hash-Tabelle.
Da die Verhéltnisse hier aufgrund der Kombination von Teilgrapt he und Doppelnebenklassenberechnung
deutlich komplizierter sind als bei 3.4.4, wollen wir auf den Einsatz (und die Beschreibung) cines Kanonizititstests
verzichten. Stattdessen verwenden wir wieder cine Hash-Funktion wie 3.4.7 und fiihren die Erzeugung kanonischer
Verschmelzungen analog zu 3.4.9 durch.

5.2.8 Beispiel. Es zeigt sich, dafl der in 5.2.7 beschricbene Fall der einzige bei den Strukturen VI1 und VIII ist.
In Abb. 5.2 sind alle Losungen dargestellt
¢

Auch bei anderen Beispielen sind doppelte Losungen nicht allzu hiufig.



Abbildung 5.2: Die 12 Verschmelzungsgraphen der Strukturen VIE und VIII aus 4.1.10.i




5.3 [Experimentelle Resultate

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse einiger Computer-Berechnungen vorstellen. die mit dem Ver-
schmelzungsverfahren 5.2.5 durchgefithrt wurden.

Wie in den Abschnitten 3.5 und 4.4.2 haben wir auch hier zur Sicherstellung eines moglichst breiten Spektrums
von Graphen allc 5.338 Isomere der Formel C;H; mit 1 < i < 7und 2 < j < 16 herangezogen. Diese wurden
wicder mit Hilfe von MOLGEN erzeugt und anschlieend mit mehreren Teststrukturen verschmolzen.

Als Vergleichsgraphen wurden diesmal lolgende Strukturen untersucht:

{
c-C-Cc-C C -—(l.?—C
C
VI: Butan XV: Dimethylpropan

Wir zeigen in den Tabellen 5.1 und 5.2 wieder die arithmetischen Mittelwerte; die Tabellenspalien bedcuten:
& Anthmetisches Mittel der Anzahlen von gemeinsamen Teilgraphen
7 Arithmetisches Mittel der Anzahlen von Verschmelzungsgraphen

Mmax Hochste Anzahl von Verschmelzungsgraphen beim Verschmelzen von der Vergleichsstruktur mit
allen Isomeren

Ttmin  Kleinste Anzahl von Verschmelzungsgraphen

o Standardabweichung von n

-~

Mittlere CPU-Zeit fiir die Erzeugung aller Verschmelzungsgraphen in Sekunden

e

Mittlere CPU-Zeit pro Reprasentant in Seckunden

Die Resultate wurden auf einer DEC 3000/600 AXP Workstation mit 333 MHz ermittelt.
Ein Vergleich mit anderen Ansitzen ist aufgrund der Neuartigkeit der hier vorgestellten Problemlosung leider
nicht méglich. Den Aufwand fiir dic beiden Teile unseres Verfahrens, die Teilgrapk he und die Ordr treue

Erzeugung der Zuordnungen, haben wir bereits in den Abschnitten 4.4.1 und 3.5 diskutiert.
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Formel Isomere z 7 - Numin o T £y
Cyllg | 0.00 0.00 o 0 0.00 0.00 0.00000
CaHy 1 0.00 0.00 o 0 0.00 0.00 0.00000
CaHy 1 0.00 0.00 o o 000 000 0.00000
CoHg 1 3.00 2.00 2 2 0.00 0.00 0,00000
CaHy 2 7.00 3,00 3 3 0.00 00 000167
Cally 3 867 5.3 o 4 094 0.0 H00111
CyHg 2 8,50 7.00 10 4 300 0.00 0.00050
C3Hg 1 9.00 £.00 8 § 000 0.01 0.00128
CaHz ? 10,43 3 2 049 001 0.00500
(AN " 1245 6,55 13 3 0.02 000226
CaHe 9 1501 1144 18 & 320 002 0.00182
C4Hg 5 14.40 13.60 3 7 5.50 002 0.00193
Callio 2 12.50 1,00 4 & 3.00 0.02 0.00232
Csllz 2] 19.67 429 ¥ 2 1.69 003 0.00753
CgHy 40 23,32 19 4 0,04 0.00416
CrHa 40 3.3 26 6 0,05 0.00303
Cylly 26 20,73 33 8 005 0.00256
Csllip 10 26,50 39 8 897 0,05 0.00226
CsHia 3 21,33 28 6 9.74 0.05 0,00274
CoHa 85 31,68 8 2 183 0.05 0.01227
Coliy 185 37,08 2 4 409 0,07 0,00631
CgHa 217 40.25 k) 4 638 0,08 0.00432
CoMs 159 41,64 48 6 848 0.09 0.00344
CaHio ” 41.82 5 w0 1036 0.0 0.00301
Cotliz 25 38,84 60 9 1391 0.09 0.00280
Cetis 5 32,80 43 16 9.98 0,09 0.00303
CHz 356 5223 8 2 1.94 0.10 0.01982
Crllg 920 S8.67 23 4 427 012 0.00935
Colig 1230 62,50 a 6 6,62 013 0,00621
CsHg 1031 63,70 05 57 7 918 AR {74
Crlyg 575 63,50 A0R0 69 12 .73 0,16 0,00395
CrHiz 2 61,99 4714 75 9 14.51 016 0.00356
Crllyg 26 3891 50,68 &4 1 17.26 017 0.00344
Crlisa 9 48.33 43.00 kL n 18.80 015 0.00365

Tabelle 5.1: Rechenergebnisse bei der Erzeugung von Verschmelzungsgraphen von Butan (VI) und den Isomeren
wCHymitl <i<7und2<j <16
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Formel Isomere z = Tmax Remin - H Ty
CiMy 1 000 0,00 0 o [ o0 000 | 000000
CaH, I 0.00 0.00 o 0 0.00 000 0.00000
Cally | 0.00 0,00 o ] 0.00 000 (L0000
CiHe | 300 100 | | 000 000 | 000000
CaHy ? 6.00 1.00 | U] a0 oo | oseseo
CaHg 3 7.00 267 4 2| oM om 0.00333
CsHg 2 6.50 3.00 s l 2,00 0.01 0.00600
CaHy | 2,00 400 4 4 | 000 oo 0,00250
Cylly F B.00 (] " 1 045 001 0.00929
Calblg 1" 9.64 291 s 1 116 0.02 0.00582
CaHg 9 1059 4.56 Y 3 142 0.02 0.00400
CeHs 5 10,60 5.60 9 3 196 0.02 0.00404
CaMig 2 950 5.50 6 5 0,50 0.02 0.00467
CsHa 2 13.95 %] 3 v o 003 | 02087
CyHy w0 | 12 392 7 1 140 004 | oonss
CsHg 40 1" 635 10 3 213 0.04 0.00764
Cita 2 1838 8,65 14 2| 270 00s | 000624
Cshio 10| 1830 1050 15 3| 38 006 | 000564
CsHiz 3 1633 10,00 14 s | 314 ome | oooms
CaHz 8 2058 1.86 3 1 0,78 0.06 003527
CoHe 185 | 2436 1.62 9 1 s 0 | oo
CaHe a7 | 2 7.83 15 | 2m oos | oouz
CoMy 19 | 2736 na 2 2 | 350 oo | 000857
CaHio ” 27.83 14.26 2 4 423 0,10 0.00731
Cotha 3 | 2664 1608 25 s | sa wo | 0006
CeHag 5 24.00 15,60 n 10 408 o 0.00689
CyHa 356 3352 219 4 1 0.86 0.12 0,06022
Cila 20 5 558 12 1 10 0.14 002708
C;Ha 1230 4004 981 21 3 341 015 0.01697
CrHa 03 | 4145 1449 29 2| 464 0 | 0020
Cathig 515 | w23 19.30 3 s oss0 018 | 0083
CrMia m | an aw 38 6 | 68 019 | 000851
Crltia s6 | 4170 268 40 s | w2 020 | 000803
CrHye 9 a2 16 | ss0 020 | oo

Tabelle 5.2: Rechenergebnisse bei der Erzeugung von Verschmelzungsgraphen von Dimethylpropan (XV) und den
Isomeren zu C;Hy mit1 <i < 7und0 < j < 16
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Abbildung 5.3: Raumiiche Plazierungen der Strukturen VII und V111

5.4 Dreidimensionale Verschmelzungen

Bisher haben wir Graphen stets nur in ihrer topologischen Beschreibung betrachtet, d.h. nur die Bindungsverhalt-
nisse. Gerade in der Chemie ist es aber von Bedeumng, die tatsachliche Gestalt eines Molekiils im Raum zu
betrachten. Begrifflich macht man dabei folgende Unterscheidungen (nach [82]):

5.4.1 Definition.

o Di¢ Konstitution gibt bei gegeb St ormel die Art der Bindungen und die gegenseitige Verkniipfung
der Atome eines Molekiils an.

. Dne Konﬁguratlon gxbl die raumliche Anordnung der Atome wieder. Molekiile, die durch intramolekulare
tib hen, werden nicht unterschieden

+ Die Konformation stellt die riumliche Anordnung aller Atome eines Molekiils gegebener Konfiguration dar;
die durch Rotati um Einfachbind: erzengt werden und nicht miteinander zur Deckung gebracht
werden kinnen.

Es gibt meh Methoden, um e¢ine dreidi ionale Plazierung eines Molekiils zu erhalten. Neben den experi-
mentellen basieren dic wichtigsten mathematischen auf Distanzgeometrie (nach [34]). auf Konformationsanalysce
(etwa [62]), auf empirischen Regeln (z.B. [102, 109]) oder auf Energiebetrachtungen. Der letztc Weg wurde auch
hier gewahit. Das Programmsystem MOLGEN, mit dem dic dreidimensionalen Plazierungen berechnet wurden,
verwendet ein vereinfachtes M M 2-Energiemodell nach [1]. Es gehen jeweils die Abwcichungen von Tabellenwer-
ten in den Bereichen Bindungsabstand, Bindungswinkel, Torsionswinkel und van-der-Waalskrafte ein. Zunachst
werden die Atome zuﬁlhg plaziert. Mit Hilfe des Verfahrens der kon)ugwmn Grad:emen inach [38]) wird dann
ein (i.a. lokales) Mini der Energiefunktion ermirtelt. Die so g ten Plazierungen sind
insbesondere fiir organische Substanzen hinreichend genau.

5.4.2 Beispiel. Abb. 5.3 zeigt raumliche Plazierungen der Strukturen VI1 und VIIT aus Beispiel 4.1.10.1. (Wir
legen hier keinen Wert auf Konfigurationsisomerie und verwenden daher cin beliebiges [somer. Genaueres siche
127, 128, 129]). <

Die dreidimensionale Gestalt der Ausgangsmolekiile 1aBt sich bei unserem Verschmelzungsalgorithmus 5.2.5 am
besten durch ein zusitzliches Kriterium in Schrilt ii-a beriicksichtigen. da bei allen anderen Schritten nur topolo-
gische Informationen cingehen. Denn es mufy z.B. ein dreidimensionaler gemeinsamer Teilgraph auch cin topolo-
gischer gemeinsamer Teilgraph sein.

Wir verwenden die Bezeichnungen aus Abschnitt 5.2 weiter. Damit kann ein Kriterium lauten:
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5.4.3 Kriterium. Zwef molekulare Graphen (31, 81) und (32, B:) mit dreidimensionalen Koordinaten :m 2
R beii € p und x € B, j € q. kdnnen iiher den gemeinsamen k-Teilgraphen (ny,m2) mit k > 1 sowie
o= fiyesyind wid Tg =iy ,.,]k} wnter der Zuordnung o(i) = ju verschmolzen werden, wenn folgende
Bedingungen erfuillt sind:

i) Fiir alle Paare (ix,ix} mit m1(ix,i2) 7 0 und (fx,32) mit 52(jn, Ja) # 0 gilt:

(1 (1) 2) 2
fzld - 2 = |l -2

ii) Fiir alle Plade (ix,ix,3,) und (Ju, Jx, Ju) in g bzw. mg (vgl. 2.1.3) gilt:

0,20, 20) (a2, 20)

iiij Fiir alle Pfade (i, 15,34, 10) 101d (o, G2, Juo Ju) i0 ) bzw mg gilt:
2) _(2) (2) _(2
dJed(J:m, xii), zfl‘, :rm) ] dlcd(:tw),xgi',xgp), _‘,“J)

wobei died den Diederwinke! bezeichne.

Dics ist nur ein mogliches Kriterium. Insbesondere kénnen von den Bedingungen i-iii auch eine oder mehrere
aufler acht gelassen werden. Zudem ist nicht erklirt worden, was unter der niherungsweiscn Gleichheit , & zu

ist; in der Impl ion in NEXTOR etwa wird dabei einc bis zu 15%-ige Abweichung akzeptiert. Bei
der Anpassung an spezielle Anwendungen konnen diese Aspekte genauer spezifiert werden.

Dic Topologie der Verschmelzung wurde in Algorithmus 5.2.5 eingehend erlautert. Fiir die 3D-Koordinaten ver-
wenden wir ein Uberlagerungsverfahren nach [60, 66]. Dabei werden Translationen und Rotationen auf die Koor-
dinaten von 4, angewendet und so der Abstand

Z e — 22

minimiert. Dies ist nur bei k > 1 méglich. Im Fall k = 1 {Ty = (i}, Tz = {j}) wenden wir nur eine Translation
an, durch die [|2{" — 2{*'}| = 0 wird.
In jedem Fall kann die raumliche Plazierung der Verschmelzungsstruktur von realistischen Koordinaten abweichen.

Daher gibt es die Moglichkeit, im Anschluf an die Verschmelzung die Encrgieoptimierung nochmals anzuwenden,
um eine naturgetreue Anordnung zu crhalten.

5.4.4 Beispiel. Als Beispicl zeigen wir in Abb, 5.4 raumliche Anord der Verschmel der Struktu-
ren VII und VIIT aus Beispiel 4.1.10.i. Aufgrund des 3-Rings sind nicht alle Plazierungen, die sich bei blofier
Uberlagerung ergaben, realistisch, so daB eine Nachoptimierung vorgenommen wurde.

<
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Abbildung 5.4: Raumliche Plazi

der Verschmelzungen von VI und VIII
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Kapitel 6 Regelbasierte Verbindung von
molekularen Graphen

6.1 Allgemeine Verbindungssyntax

In den letzten Kapiteln haben wir gesehen, wie Graphen auf verschicdene Weise algonthmisch miteinander ver-
bunden werden kinnen. Wir haben dabei Wert aul mathematisch genaue und vollstandige Verfahren gelegt. Bei
molekularen Graphen gibt es aber auch den Fall, dali nicht alle moglichen Verbindungen eine Rolle spiclen. son-
dern nur einige wenige, genau festgelegte. Solche Verbindungen ergeben sich z.B. im Verlauf einer chemischen
Reaktion. In diesem Kapitel wollen wir als weiteres Verfahren zur Graphenverbindung solche Reaktionsverbin-
dungen uber Teilstrukturen untersuchen.

Zundchst wollen wir cine Syntax vorstellen. mit deren Hilfe cine Zweikomponentensynthese. ctwa
A+B »C

formal beschrieben werden kann. Verantwortlich fiir eine Reaktion ist selien das gesamte Molekiil. Vielmehr sind
es i.a. Teifstrukturen. also Teilgraphen, dic den Ablauf bestimmen.

6.1.1 Definition. Seien (ny, 1) und (12, B2) mit 4y € mi‘?I und g € me" molekulare Graphen. Unter einem
Reaktionsschema versrehen wir ein Tripel ((ny, B1), (12, 32), p) (bzw. (1n.m2, p). wenn die Beschriftung klar ist).
wobei p: v x 8 — ZiJ {00} eine Abbildung sei mit

0 i und j bleiben unverbunden

k i und J werden durch eine k-fache Kante verbunden
pli,5) =
—00  eines der Atome i oder j fillt weg

Mit Hilfe dieser Definition® lassen sich viele Zweikomponentenreaktionen gut beschreiben. Was uns an einer sol-
chen Reaktion interessiert. st ja hauptséchlich dic Veranderung der Graphen, weniger die experimentellen Aspekte
(wie Reaktionsbedingungen, Zusatzstoffe, Katalysatoren oder Gleichgewichie). Dic Matrix p stellt dabei nur eine
formale Reprisentation der Vorgange dar und soll nicht etwa als Operator fiir die Adjazenzmatrizen verstanden
werden.

6.1.2 Beispiel. Peptidc sind aus mindestens zwei Aminosiuren aufgebaute Eiweiimolekiile [82], die in der Bioche-
mie eine zentrale Rollen spielen. Die Bindung zwischen den einzelnen Aminosiuren erfolgt durch Kondensation
(Wasserabspaltung) der Sauregruppe (COOH) und der Amino-Gruppe (NHz). Dic entscheidende Reaktionsstruk-
tur ist also die a-Aminosiure-Gruppe, dic bei beiden Reaktionspartnern vorhanden sein muf3:

.'IN 04

* Diese Definition stellt die Situation stark vercinfacht dar und soli lediglich der Formalisterung der spiteren Konstruktionsautgabe dicnen
Fiir weitergehende Zwecke sind umfassendere Beschreibungen wie el ic Algebra der be-&r-Matrizen nach [35] nouig.




Die Konds ktion der Aminosauren entspricht der Matrix
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
p= 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
o0 -0 —00 o —00

Damit kénnen wir einen Algorithmus formulieren:

6.1.3 Algorithmus (Verbindung zweier Graphen nach einem Reaktionsschema). Gegeben scien cin Reakti-
% A 5 & 12]
onsschema ({71, x1), (n2,x2), p) sowie zwei molckulare Graphen (v, 31) und (72, 82) mit yy € m® . bzw.
2l
T EME .

1) Bestimme alle mchtisomorphen molekularen Teilgraphen der Form Cf”. —-— {,‘cn C -y und (,‘fl”l — }!J &
+2 mit Eckenmengen T{") C p baw. T\") C qfiri ¢ k,j € 1, fur dic gilt Firalle i € kund j €|

existieren kantenerhal

de 1somorphi a;: Cim = 1 und 75 : g;ﬁ) — gz mit xy{oi(x)) = H(z) fir
ze i ¢ kund x2(ry(y) = Baly) fury € T}V, j € 1

i1) Bestimme fiir alle Paare ((}'),(‘:z') cinen It den Gi hen -y vermittels p, indem ~y und y;

3

fabt. dic wegfallenden Ecken climiniert und die in p festgelegten Kanten hinzugefugt werden.

ity Speicherc jedes 7 in einer Hash-Tabelle analog zu 3.4.9.
v

Zur Teilgraphensuche konnen wir einen rekursiven Suchalgorithmus (s. z.B. [126]) oder ein auf iterierter Klas-
sifizierung basierendes Verfahren (etwa aus [11]) cinsetzen. Die [somorphie lafit sich anhand der Automorphis-
mengruppen entweder durch Anwendung aller © € Aut(+y;) auf die bisherigen Teilgraphen, durch einen Kanoni-
zitatstest oder im Laufe der iterierten Klassifizierung tiberpriifen. Auf weitere Details wollen wir hier verzichten.

6.1.4 Beispiel. Wirb hten die Ami A Alanin (Strukrur I aus 2.4.6) und Glycin:
N O N O
|l |
Cc-C-C-0 Cc-C-0
I: Alanin XXI: Glyein

Diese Strukturen wollen wir nach dem Schema fur Peptidbriicken aus Beispicl 6.1.2 verbinden. Beide enthalten
offensichtlich den Teilgraphen 7, aus XX, Trotz der Gleichheit der Teilstrukturen ist die Reihenfolge der beiden
Ausgangsgraphen (Edukte) wesentlich. Nimmt man Alanin als ersten, so entsteht mit Algorithmus 6.1.3:

i u
C*C“W“N"C*—C"O

Bei Glycmn als y erhalt man:
0
(L('*N—C-(H!*O
(0] o]

(In der Laborssnthese schaltet man daher Reaktionen vor, dic die Séure- oder dic Amid-Gruppe blockieren, um
nur cine der beiden Maglichkeiten zu erhalten.)
&
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6.2 Mehrfachanlagerungen an eine Kernstruktur

Einen besonderen Typ eines Reaktionsschemas haben wir vorliegen. wenn eine Kernstruktur mit mehreren Reak-
tionszentren und cine Reihe von Ligand bind ben ist,

-

Sei ((m, x1)s (72, x2), p) ein Reaktionsschema, (v, 3) ein molckularer Graph, der k Teilstrukturen isomorph zu
(m,x1) mit k > 1 enthalte, und (1, 31), - .-, (9, On) eine Reihe von molekularen Graphen: von diesen wollen
wir der Einfachheit halber en, dall jeder genau cine Teilstruktur isomorph zu (132, x2) enthilt (Es ist
auch der Fall mit mehreren Teilstrukturen denkbar. Allerdings verkompliziert er nur die Beschreibung, ohne ncue
Erkennthisse zu liefern.)

Die erste Aufgabe ist ¢s nun, alle Zuordnungen der Liganden auf die Plitze des Kerns zu bestimmen, wobei dic
Plilze durch die Teilstrukturen aus dem Schema gegeben sind. Bei k = 4 haben wir dann etwa:

Vi, Yiz

Die Austauschbarkeit der Platze m dun,h Aut(r, ) gegebcn wobei sich die cntsprechende Gruppe P, < Si
analog zu 2.3.2 als induzierte Teilgrap ppe bei Betrachtung etwa des Teilgraphen ergibt,
der sich aus der jeweils ersten !:cke der ¢ zusammcnsetzi (vgl. 6.1.3).

Somit operiert P, auf den Plitzen k, die mit n verschiedenen Liganden belegt werden soilen. ZusammengefaBt
bedeutet dics:

6.2.1 Lemma. Die wesentlich verschiedenen Moglichkeiten der Belegung einer Kernstruktur (y, 8) mit k verschie-
denen Reaktionsplitzen (gemdf einem vorgegeb Reakti hema) mit n Li; lenstrukturen, die jeweils den
entsprechenden Reaktionsteilgraphen genau einmal enthalten, entspricht

T(n*/Py).
Damit kénnen wir ein Verfahren formulicren:
6.2.2 Algorithmus (Belegung einer Kernstrukiur mit Liganden).

i) Bestimme alle Teilgraphen ¢y, ...,y < 7, die isomorph zu 5y sind. (Eine [somorphie der ¢; unter Aut(~y)
sei ausdriicklich erlaubt.) Ermittle ferner die Gruppe P,

ii) Berechne fur i € m die Teilgraphen () C +;, dic isomorph zu 73 sind.

1

iii) Erzeuge o

den niich Repra f € n¥ unter der Operation von P,

iv) Besti den Gi aphen, der sich durch Anbindung der Liganden vy, - . ., ¥g(k) an -y ergibt. analog
u 6.1.3.0i.

v) Gibt es noch weitere Reprasentanten, so gehe zu Schritt iii.

-
V

Durch die Ordnungstreue Erzeugung in Schritt it und die Eindeutigkeit der Teilgraphen in den Liganden erhalten
wir nur nichtisomorphe Lésungen. so daB ein Hashing, wic wir es bei 6.1.3 eingesetzt haben, hier nicht notig ist.

Beispicle dazu werden wir in einem grof A d I in Kapitel 8 vorstellen.
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6.2.3 Bemerkung. Das Problem, mehrere Liganden auf alle verschiedenen Weisen an ein Geriist zu binden,
wurde bereits in der anorganischen Chemie unter dem Begrifl Permiutationsisomerie untersucht |20, 21, 75, 100,
108, 127, 129]. Dort ist das Gertist ein hdhervalentes Atom. an das andere Atome als Liganden gebunden sind. Die
Situation der Permutationsisomerie unterscheidet sich von der hier diskutierten dadurch, daf$ dort dic Partitionen,
«L.h. die Haufigkeiten der einzelnen Ligandentypen. nicht frei sind. sondemn meist beschrinkt bzw. fest vorgegeben.
Dadurch fiihrt die Permutationsisomerie i.a. zu Doppelnebenklassenproblemen [108, 127, 129], wihrend hier nur*
Reprisentanten von Symmetricklassen zu berechnen sind.

Fin weiterer Unterschied besteht noch darin, daB bei der Permutationsisomerie die Liganden an das Gerilst nur
tiber Kanten verbunden werden, wogegen wir ¢s hier mit Reaktionsschemata zu tun haben.
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Kapitel 7 Zielgerichtete stufenweise
Konstruktion im Molekuldesign

7.1 Topologische Indices

In diesem und den folgenden Kapiteln wollen wir Moglichkeiten untersuchen. wie dic oben vorgestellten Kon-
struktionsverfahren angewendet werden kénnen. Zunéachst soll es un cine iterative Erzeugung gehen, die durch
Vorgaben gesteuert wird.

Einc Art von Vorgaben werden strukturelle Ahnlichkeiten zu einem gegebenen Zielgraphen scin. Da wir diese
mit Hilfe von topologischen Indizes beschreiben wollen, dient dieser Abschnitt der Vorstellung der verwendeten
Wertc.

Es besteht in der Chemie ein groBes Interesse, Zusammenhinge zwischen der Molekalstrukiur einer Substanz und
ihrer physikalischen oder biologischen Wirkung 2u finden. Da empirische Daten nicht fir alle denkbaren Verbin-
dungen verfligbar sind und Experimente oder d) he Rect inshesondere bei ciner grofieren
Anzahl von Strukturen, mit cinem betrachilichen Aufwand verbunden sind, bieten sich sog. topologische Indizes
(oder Grapheninvarianten) S, 18, 72, 104, 107, 126, 130] als Unterscheidungskriterien und Vorhersagewerkzeuge
an.

Ein topologischer Index ist ein numerischer Wert, der nur aus dem molekularen Graphen berechnet wird und der
unabhéingig von der Numerierung des Graphen ist. (Er bezieht sich somit nur auf dic Isomorphieklasse.) Es wurde
in der Literatur eine schier uniibersichtliche Vielzahl solcher Indizes vorgestellt, stets angepaBt an die individuellen
Bediirfnisse der jeweiligen Studic. Wir werden uns hier auf einige wenige beschrinken, die heute als , klassisch*
gelten. Wir gehen dazu von einem molckularen Graphen (v, 3) mity € m2™ aus.

Es ist in vielen Fillen sinnvoll, die Zahl der Atome und die Zahl der Bindungen heranzuzichen:

(7.1.1) A =p

(7.1.2) B = [{Gj)cpxp | i<iny({ii})) #0}|
Die Anzahl der Ringe wird bestimmt durch die cyclomatische Zahl

(7.1.3) C=-B- A+1.

Das Molckulargewicht M berechnet sich als die Summe der mittleren Atomgewichte in kg:mol. Dic Anzahlen
von Sterc: SZ und § i ST lassen sich mit den Verfahren aus [127. 128] ermitteln und als
topologische Indizes verwenden

Fine Reihe wichtiger Werte basiert auf der Adjazenzmatrix und der Inzidenzmatrix. Mit letzterem Begrifl wollen
wir die Matrix A’ mit
o = J1 fallsy({i,i}) #0
YTl sonst
bezeichnen. Neben dem Grad einer Ecke {s. 2.4.1). auf den wir uns hier der besseren Unterscheidbarkeit halber
mit ,deg," beziehen wollen., betrachten wir noch die Zahl der Bindungen an einer Ecke als

r
N
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Die Zusammenhangsindizes * und % fir k = 0,1,2 nach [72] bilden jeweils dic Summe dber alle Pfade der
Lange k im Graphen. wobei einmal die Zeilensummen der Inzidenz- und einmal die der Adjadenzmatrix verwendet
werden:

P

7.14) % = Yt
i=1
= 1

(7.1.5) O%F = Y (deg) !
=1

(7.1.6) % = b (8:5;)
Kanten 1,5

(7.1.7) o= Y (degideg;)”?
Kanten 1,5

(7.1.8) X o= Y @}
Pfade i,j k

(7.1.9) Bt = 3" (deg;deg, deg,)
Pfade i,j.k

Diese Werte zusammen crgeben eine gute Charakerisierung der Struktur, insbesondere hinsichtlich Form. Volu-
men und Oberflache, und wurden daher fir eine Viclzahl von Korrelationen verwendet [6, 72, 88].

Cine weitere wichtige Klasse von topologischen Indizes basiert auf der Abstandsmatrix D. Jeder Eintrag dy; be-
zeichnet die Liange, d.h. dic Zahl der Kanten, des kiirzesten Pfades im Graphen von der Ecke 7 zur Ecke j (vgl.
2.1.3). Dic Abstandsmatrix kann etwa mit Hilfe des Algorithmus von Floyd {39] berechnet werden.

Dic erstc Anwendung von topologischen Indizes iiberhaupt wurde von H. WIENER [132] entwickelt. Sein Index
lautet

(7.1.10) W=%zd.1=zdi1

¥ 5
Er ist insbesondere ein Maf fur die Verzweigtheit eines Molekiils. da er sein Maximum bei Ketten und sein Mi-
nimum bei stark verzweigten Strukturen annimmt. Daher wurde er auch von Wiener zur Modellierung des Siede-
punk(es von Alkanen eingesetzt.

Ein anderer Pionier dieses Fachgebiets ist A. BALABAN. In [3] stellte er einen Wert vor, der heute allgemein als
Balaban-Index bezeichnet wird. Er wurde entwickelt, um besser zwischen Bindungsi heiden zu
konnen. und ist die Umformulierung von 7.1.6 auf Abstandsmatrizen mit zusitzlicher Gewichtung bei Ringen. Er
lautet {mit d; := 3, d;; und den Bezeichnungen aus 7.1.1-7.1.3):

3 (didy)

Kanten 1,5

CARIY)

Von Balaban und Motoc stammt der Index des mittleren quadratischen Abstands (mean square distance index)
[107]
o L
>
(7.1.12) MSD = | = —
>
il
waobei g; die Anzahl der Eckenpaare in v sei. die den Abstand i haben, und dipax der groBte Eintrag in D.

Von I. GArvez und Mitarbeitern wurde eine weitere Klasse von Indices cingefiihrt [43, 44], um Ladungsvertei-
lungen hesser modellicren zu kdnnen. Dazu leiten sie aus der Abstandsmatrix cine weitere Matrix D* ab mit

- ={# fir di; # 0
e 0 sonst



~— 111 —

und setzen M := A-D* mitder Adjazenzmatrix A. Daraus ergeben sich die Ladungsindizes furk = 1,2, ..., dmax
als

p-1 p
(.113) Ge=3 3 |mi; —myl 6k dij)

i=1 j=i+1
wobei § wieder die Kroneckersche Deltafunktion sei (vgl. S. 88).

SchlieBlich verwenden wir auch noch informationstheoretische Indizes [9, 18]. Dabei wird eine Menge mit n
Elementen in i Klassen aufgeteilt, wobei der relative Anteil der i-ten Klasse p; sei. Nach der Formel von Shannon
ergibt sich dann der mittlere Informationsgehalt als — Y0, p; log, pi.

Eine der ersten topologischen Indizes dieser Art stammt von D. BONCHEV und N, TRINAJSTIC [19] und beschreibt
den mittleren Informationsgehalt der Abstande in eincm Graphen:

dmax

(7.1.14) If =Wlog, W = 3 g;ilogai
i=1
Eine natiitliche Aufteilung der Ecken ergibt sich durch dic Bahnen der Automorphismengruppe. Sei daher p; die

Lange der i-ten Bahn (bei etwa h Bahnen) dividiert durch die Anzahl p der Ecken. Dann lassen sich folgende
Indizes definieren [6, 9]:

A
(7.1.15) ¢ = *ZP\'IOBHR
i1
I
(1.116) SIC = %
2
(1.1.17) CIC = logyp-IC

Wihrend IC den Informationsgcehalt reprasentiert, kommt SIC der Redundanz der Information niher; CIC stellt
den Unterschied zwischen der maximalen Komplexitit und der tatsichlichen topologischen Information heraus,

Es gibt viele Arien der Anwendung topologischer Indizes. Bei der Suche nach quantitativen Bezichungen zwi-
schen Strukturen und shren physico-chemischen Aktivititen (meist als OSAR abgekiirzt) verwendet man sie ofl,
um experimentelle Daten zu korrelieren und so Vorhersagen zu erméglichen (vgl. etwa [6, 7, 8, 72, 124, 130]
und S. 143). Allerdings ist davor zu warnen, sie als ,,Allheilmittel* anzusehen. Sie sollten stets nur als voriiberge-
hendes Werkzeug verwendet werden, bis dic Effekte, die sic statistisch simulieren, verstanden sind und in einem

theoriebezogenen Modell berechnet werden kénnen.
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7.2 Iterative Konstruktion

7.2.1  Allgemeiner Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir die Grundlagen fiir dic oben angekindigte Moglichkeit zur Konstruktion vorstel-
len. Die Idee ist, mit einer Reihe von Bausteinen zu beginnen und dicse gemiB der vorgestellten Algorithmen
untercinander zu verkniipfen bzw. zu verschmelzen. Die so enstandene Menge von Strukturen kann dann wie-
der mit allen Bausteinen verbunden werden usw. Auf diese Weise entstehen iterativ Mengen von immer grofBieren
Graphen.

Da die Anzahlen der Elemente dieser Mengen aufgrund der kombinatorischen Vielfalt aber schnell dber alle Gren-
zen wachsen, wollen wir die Konstruktion mit einem Zicl versehen. Das heiBt, es soll tber cine Wertungstunktion
jeder Struktur cine reelle Zahl zugewiesen werden; fiir die nichste Konstruktionsstufe wird dann nur noch eme
Teilmenge von Graphen mit den besten Wertungen verwendet.

Bei der nachfolgenden Beschreibung des Algorithmus verwenden wir die Bezeichnungen:

s eine Wertungsfunktion mit S(vy) € [0; ool; ein gegebener Graph + ist umso giinstiger, je
klciner S(+) ist

Niy-.-,1¢  eine Menge von Bausteinen

Gy die Menge der in Stufe k£ = 1,2, . . . erzeugten Graphen

Go die Menge der Graphen, mit der die Konstruktion startet, zB. Gy = {n; }

r Anteil {in %) der Elemente von Gy, die im Schritt k+ 1 als neue Basisstrukturen verwendet
werden sollen (z.B. » = 0,25)

i,k Laufvariablen

7.2.1 Algorithmus (Iterative bewertete Generierung).
i) Initialisiere k& « 1.
ii) Setze G + Q. Durchlaufe alle y € Gy _; und fithre jeweils durch:

(a) Setzei + 1.

{(b) Berechne die Menge M aller Verkniipfungen mit 3.4.9 oder aller Verschmelzungen mit 5.2.5 der Gra-
phen vy und ;.

(c) Fiige M zu Gy, hinzu: Gy « Gp U M.
(d) Fallsi < ¢, sosetze i 7 + 1 und gehe zu Schritt a.

i) Ordne die Elemente v € Gy nach ihren Wertungen §(7(*)) monoton aufsteigend an,
iv) Wiihle eine Schranke e so, da fiir r % der Elemente +*) € Gy gilt: 8(v/*)) < e. Setze

G {(vM eGe | SV < e}

v) Falls noch eine weitere Stufe gewtinschi wird, setze k + k + 1 und gehe zu Schritt ii.

7.2.2  Strukturaufklarung mittels Spektreninterpretation

Eine Anwendung dieses Verfahrens st in der Strukturaufklirung méglich und wurde in vercinfachter Form in
[133] vorgeschlagen. Die dortigen Autoren haben ein System SpecSofy entwickelt, mit dem in folgenden Schritten
vorgegangen werden kann;

i) Messung eines '*C-NMR Spekirums und Extraktion der chemischen Verschieb I itaten und Viel-
fachheiten

i) Teilstruktursuche in einer eigens crzeugten Datenbank mit Korrelationen zwischen Teilspektren und Teil-
strukturen

ii1) Zusammensetzung der Substrukturen und Verifikation der Zwischenprodukie
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{

Abbildung 7.1: Die 40 maglichen Verschmelzungen einen n-Heptan mit sich selbst itber die zusammenhingenden
gemeinsamen Teilgraphen

Die ersten beiden Schritte kdnnen von uns aufgrund fehlender Apparaturen und Daten leider nicht nachvollzogen
werden. Der dritte Schritt ist allerdings in oben beschricbenem Algorithmus enthalten. Als Wertungen werden die
Teilstruktur-Teilspektren-Korrelationen herangezogen — je niher das Spektrum der aktuellen +*) am aufzuklaren-
den Spcktrum liegt, desto besser ist dic Wertung. Das Verfahren bricht ab. wenn das gesamte Spektrum erklirt
st

In [$33] wird fr dic Zusammenscizung der Strukturen cin Verfahren beschrieben, das cine starke Vereinfachuny

der von uns genannten Verschmelzung ist. Dort werden nur kettenformige Endstiicke iiberlappt. wobei die Iso-

morphie getrennt getestet wird. Fiir das kettenformige n-Heptan mit sieben Kohlenstoffatomen geben die Autoren

sechs Moglichkeiten an. Unser Algorithmus 5.2.5 licfert 40 Losungen (s. Abb. 7.1), falls man dic Konstruktion auf
hii de g i Teilgraphen beschrianki, ten 435 Lo sen.

Es ist zu vermuten, daB durch die Kombination unscres Verfahrens mit den Spekirenalgorithmen von Will et al.
eine deutiiche Steigerung der Erklarungsrate von derzeit 80 % moglich ist. Denn vicle Moglichkeiten bieiben
vom dort verwend Z gsverfahren unberiicksichtigt. Erst die Vollstindigkeit. die unserem Ansatz
innewohnt, kann diese Beschriankung iiberwinden helfen.
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7.2.3 Inverses Problem der QSAR-Forschung

Wir haben bereits am Ende von Abschnitt 7.1 die %uche nach quantitativen Struk(ur—Aktivil:ilsbcl,whun‘gcn (QSAR)
kurz chen, die A zen Gber die physiko-ch hen und insb dere pharmakophorischen Eigen-
schaften von Verbindungen anstrebt. Auf diesem Gebict geht man oft so vor [7. 8, ]30] daBl man cinen Zusam-
menh'mg zwischen verschiedenen topologischen Indizes und der biologischen Wirkung durch eine Testreihe und

d he Analysen herstellt. Einc wichtige Fragestellung ist in diesem Zusammenhang das sog. fn-
verse Problem der QSAR-Forschung: Finde die Menge von Strukturen, die in einem gegebenen [ndexbereich liegt.
Dazu gibt es cine Reihe von Arbeiten [48, 59, 73, 74, 115], die auf verschiedenc Weisen das Problem angehen, im
Generierungsaspekt aber nicht immer effektiv sind. Wir wollen an einem Beispiel zeigen, dafl obiger Algorithmus
7.2.1 auch gut zur Untersuchung dieses Problem geeignet ist.

In [73] bezogen sich dic Autoren auf Daten iiber die Wirksamkeit von Isonarkotika (vorwicgend Alkohole und
Ester) aus [76, 91), Fine Regressionsanalyse lieferte folgende Beziehungen zwischen der Aktivitit pC' und den
[ndizes 'y und ®x aus 7.1.6 bzw. 7.1.8:

|

(7.2.2) pC = 0,396 (" +2x)~ 0,431 (’x -2x) - 0,659
(7.2.3) pC = 0,801y — 0,658

Zur Nlustration wurde nun ein enger Bereich der Aktivitat vorgegeben, der etwa dic Breite der Standardabweichung
hat. Daraus ergeben sich folgende Grenzen fiir dic Zusammenhangsindizes:

(7.24) pC€[2,22,4) = 'yxe[3,568;3,818), %y (2,621;2,814)

Fur Algorithmus 7.2.1 verwenden wir folgende Bausteine:

OH (6]
| He? c-C C-C-OH
C-C-C H Ethan: n3 Ethanol: n4
2-Propanol: ny Methanal: 7,

Wir verwenden in Schritt 7.2.1.iv nicht eine prozentuale, sondern cine feste Schranke von 100 Strukturen. Wir
starten mit Go = {m}.

Dic Wertungsfunktion trennen wir nach den beiden Indizes als § = S| + S, und geben ihr den Wert 0 innerhalb
undl 1 auBerhalb des angestrebten [ntervalls. Um nicht einen zu krassen Gegensaiz hervorzurufen, schwichen wir
die Wertungsfunktionen in einem Bereich der Breite 0.5 um die [ntervallgrenzen linear ab. Damit ergibt sich:

1 falls Yy < 3,068
—2Y% + 7,136 falls 3,068 <'x < 3,568
Si=40 falls 3,568 <'y < 3,818
2 — 7,636 falls3,818 <’y < 4,318

1 falls 'y > 4,318

Analog fir S,

Dic folgende Tabelle gibt einen Uberblick iber die erzeugten Struktren. Dabei bezeichne G, die Menge der
Graphen, dic nach der Reduktion in Schritt iv des Algorithmus 7.2.1 verbleiben und dic als Basi kturen fiir die
Stufe k # 1 verwendet werden. Zudem sei n dic Zahl der Strukturen mit Wertung 0, d.h. deren Indizes ganz in den
vorgeschricbenen Intervallen liegen.

Stufe k& 1Gx| Gk n
1 15 15 0
2 181 100 2
3 2468 100 15
4 4174 100 0

Abbildung 7.2 zeigt die 17 Graphen, die in den Stufen 2 und 3 erzeugt wurden. (Die Autoren von [73] konnten
dort nur 8 Verbindungen angeben.)

Die nichste Tabelle listet schlicBlich die Index-Werte diese Strukturen zusammen mit der nach Gl. 7.2.2 berech-
neten Wirksamkeit auf:
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Nwmnmer PC
i 3,508 2,396
2 3,808 2
3 3,508 2
4 3808 2
5 3808 2.1
[ 3808 2.

7 3808 2,

8 1719 2

9 3719 2,

10 3.808 2
1 3719 rx
12 3719 2
13 3719 23
14 31808 2,
15 3808 2
16 3808 2,
2

17 3.808
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7.3 Design von Struktur- und Wirkstoffanaloga

Im Bereich der Entwicklung von Arzneimiticln werden zur Zeit vicle neuc computergestiitzte Verfahren vorgestellt
{29. 46, 78, 79, 87, 90]. Diese basiercn zumeist auf dem Modell, dafi ein WirkstolT in Wechselwirkung mit einem
Pratein tritt und dadurch seine Aktivitat entfaltet (vgl. S. 143). Viele biologische Vorginge sind aber noch nicht
50 weit aufgekliart, dall man die Struktur des Proteins genau kennt. Daher bleibt die Aufgabe bestehen, zu enem
bekannten Wirkstoft analoge Verbindungen zu suchen, die etwa dieselbe Haupt-, aber andere Nebenwirkngen
haben, leichter herzustellen oder zu verabreichen sind. Auch in den Werkstoffwissenschafien stellt sich dieses
Problem.

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie sich unser iteratives Konstruktionsverfahren 7.2.1 hierzu cinset-
zen laBt. Dabei verwenden wir verschiedene Wertungsfunktionen. die einmal auf Struktur- und einmal auf Wir-
kungseigenschaften der Verbindungen abzielen.

7.3.1 Strukturanaloga iiber topologische Ahnlichkeiten

Um strukturelle Ahnlichkeiten auszunutzen, geben wir eine Zielstruktur vor und vergleichen verschiedene topolo-
gische Indizes (vgl. Abschnitt 7.1) von dieser und den crzeugten Graphen aus Gy. Sei « eine solche Ziclstruktur
und y*) & Gy, cin in Stufe k erzeugter Graph. Dann 1aBt sich dic Wertungsfunktion S formulicren als:

[A(7) - A" LB - B(y™*))

SG*) T Sy (G- Ct) -
M) - M), | [520) - 5264
M(y) SZ{7)
() ="xe™)] | ) x| el x|
() () %x(7)
W) - W) 10() - 106W)]
W) 1C(v)
ISI€() - SICH™M) | 1CIC() - CICH®))
SIC() CIC(7)

Im allgemeinen wird also die relative Abweichung vom Wert der Zielstruktur als Wertung verwendet. Nur bei der
Zahl der Ringe ziehen wir den absoluten Fehler heran, da bei ¢ciner Abweichung hier kaum noch von , Analogon®
gesprochen werden kann.

Wir wollen die Technik der Berechnung von Strukturanaloga am Beispiel des Pentahydroxypentan

i
C-0
0

=

==]

lo
C
|

o

¢)

==

-0

i=-J < - <R R =

8]

m

|
I
c
l
¢
|
H
XXII

veranschaulichen. Um ein breites Spektrum moglicher Analogstrukturen abzudecken, verwenden wir als Baustei-
ne:

c-C c=C C-C-OH H,C=0 H,C—-OH
Fthan: ny Ethen: 52 Ethanol: 53 Methanal: 4 Methanol: 1g
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Als Schranke setzen wir e = 0,25, aber hichs 200. Bei weniger als 10 verwenden wir alle erzcugten Verbin-
dungen. Wir starten mit Go = {m }.

Die folgende Tabelle gibt cinen Uberblick iiber die erzeugten Strukturen, Dabei bezeichne G die Menge der
Graphen, die nach der Reduktion in Schritt iv des Algorithmus 7.2.1 verbleiben und die als Basisstrukturen fir die
Stufe k + 1 verwendet werden.

Stufe & Gxl |Gyl

1 3 3
2 24 6
3 84 21
4 472 118
5 3165 200

Wir zeigen in Abb, 7.3 und 7.3 jeweils die besten zwolf (bzw. alle) Verbindungen der cinzelnen Stufen. Die Wertung
der einzelnen Graphen ist mit angegeben.

Aus der Abbildung wird deutlich, in welcher Weise unser Verfahren dhnliche Strukturen zu einer gegebenen Ver-
bindung produziert. Auch die A indung selbst erscheint in Stufe 5 in der Liste der Produkie.

7.3.2 Wirkungsanaloga

Die Wechwel\urkung von L1gand dh. Wlfk&‘loﬁ' und Rezeptor wird weniger von der genauen topologischen Struk-
tur des Ligand achlich sind es Wasserstoffbriickenbindungen, die fir die Rezep ung

veranlwunhch sind. Dabei bmde( sich ein Wasserstoffatom, das an einem elek iven Element X koval

B

gebunden ist, mit dem freien Elcktronenpaar eines anderen clektronegativen Atoms Y. Symbolisch bedcutet das:

RXS —-H¢' - YR
Ausschlaggebend ist also die Ladung; hiebung aufgrund der Elek gativiti hiede. Man bezeich
X dabei auch als P, d und Y als P kzeptor.
In der Bind he des Rezeptors | die Posi fiar W ffbriicken die moglichen Liganden. wie

etwa in (nach [79])

wo die HN-Gruppe rechts als Akzeptor und die drei Sauerstoffe links und oben als Donatoren wirken. Ein Ligand.
der zu einem gegebenen dhnlich sein soll, muB demzufolge also dieselben Méglichkeiten fir Wasserstofibriicken
aufweisen.

Um dieser Probl k bei Verfahren Rechnung zu tragen, haben wir neue topologische Indices ent-
wickelt. Sie sind abgcleitet vom Wiencr-Index 7.1.10 und beriicksichtigen Anzahl und Verteilung von H-Briicken-
bindungspartnern. Dabei verwenden wir



Stufe 1:

Stufe 2:

Stufe 3:

Abbildung 7.3: Strukturanaloga zu Pentahydroxypentan (XXII) in den Iterationsstufen 1-3

o ¥

als Akzeptoren:

als Donatoren:

.

Halogene (F, Cl. Br, 1),
Sauerstoff (sp*-hybridisiert),

Stickstoff (sp-hvbridisiert oder sp*-hyvbridisiert
ohne Wasserstoffe)

Sauerstoff (sp®-hybridisiert mit einem H) wnd

Stickstoff (sp*-hybridisiert mit mindestens ei-
nem )
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Stufe 4: )

Stufe 5:

Abbildung 7.4: Strukturanaloga zu Pentahydroxypentan (XXII) in den lterationsstufen 4 und 5

Sei wieder p die Gesamtzahl der Nichtwasserstoffatome und D die Abstandsmatrix. Dann lauten unscre Tndizes:

P P
(73.1) HB4 = # Akzeptoren + Z Z di;
¢ Aksoptor 5 Aksepter
» v
(7.3.2) HBp = # Donatoren + Z Z d, j

et Gooddt
i Donator j Donator

Diese wollen wir als Teil einer Wertungsfunktion bei der iterativen Konstruktion cinsetzen. Daneben verwenden
wir noch

e die Anzahl C' der Ringe (vgl. 7.1.3). Dieser Wert wird hinzugenommen, weil Ringe starke Auswirkungen
auf die konformationclle Freiheit eines Liganden haben konnen.

s R - dic Zahl der frei drehbaren Bindungen, Diese definieren wir als dic Anzahl aller C —C-Finfachbindun-
gen, die nicht Teil eines Rings sind.
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» dic Ladungsindizes G, G und G5 aus 7.1.13. Diese konnen nach [43, 44] gut dazu verwendet werden, die
Elektroncnverteilung innerhalb des Molekiils zu modellieren.

Unsere Wertungsfunktionen lautet schlieBlich (wobei nur die Summanden auch tatsichlich verwendet werden,
deren Nenner ungleich O ist):

1G1(3) =Gy ™| | 1Gam) - G2 | 1Gs) — Gs(4¥): |
Gily) Ga(y) Gs(v)
|HBA(y) - HBa(y'™)| + |HBo(y) - HBp(v\¥))| 4
HB4(Y) HBp(v)

= (k}
A R(f&)h Lt iet) - ety

S =

Als Ausgangsverbindung nehmen wir

Cl
Sc- 0
c=c-c-0-¢Z  Sc-c-¢7
C=C OH
XXIII: Alclofenac

Diese hat die Refercnzwerte

Gh Go Gs HB4 HBp " C
5 12,3333 2,375 8 1 5 1

Die kursiv markierten Atome C/ und O sind die beiden Akzeptoren; diese haben Abstand 6. Der einzige Donator
1st dic OH-Gruppe des Carboxylrestes auf der rechten Scite.
Da wir wieder cin breites Spektrum méglicher Analogstrukturen anstreben, verwenden wir als Bausteine:

OH (6]
I H,C-C7 c=c
GHC=G OH Ethen: 13
2-Propanol: 7y Ethansaure: 7,
e
| I c-c-cl
Cs C/C Chlor-Fthan: 75
Benzol: 74

Wir sctzen als Schranke ¢ = 0, 25, aber hochstens 200, und starten mit Gg = {m }.

Bei der Erzeugung tritt cine der grofBten Unzulinglichkeiten des bislang von uns verwendeten graphentheoreti-
schen Molekiilmodells aus 2.4.4 zutage: Die Einfach- und Doppelbindungen im Benzol-Ring sind lediglich eine
Hilfszeichnung; in Wirklichkeit sind alle sechs Bindungen gleichwertig. Diesen besonders von Benzol und sei-
nen Derivaten bekannten Effekt bezeichnet man als aromatische Mesomerie. Es existicren dabei zwei oder mehr
graphentheoretisch verschicdene Molekiitmodelle, die aber chemisch identisch sind, z.B. meta-Chlor-Toluol:

CHjy CHs
|
¢ C

& = 6 20
| i I I
c\\ /C\ * ¢

¢ Sa ~al

Daher wurde ein Verfahren entwickelt. das diese Fille herausfiltert (vel. auch [127. 128]):
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7.3.3 Algorithmus (Filterung aromatischer Mesomere).
i) Markiere alle aromatischen Bindungen.

i) Versich die Atome mit ciner kanonischen Numerierung. dic mittels itericrter Klassifizierung (etwa nach [11))
berechnet wird.

iif) Speichere die so numerierten Verbindungen mittels cines Hash-Verfahrens (vel. 3.4.9). Tritt dabei cine Kol-
lision auf und ist das zu testende Molekiil tatsachlich mit einem bereits gespeicherten identisch, so verwirf
es.

Dieses Verfahren konnen wir dazu verwenden, aromatische Doubl aus den Ergebni der einzel
Stufen zu entfernen.

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iber die crzeugten Strukturen. Dabe:r bezeichne G, die Menge der
Graphen, di¢ nach der Reduktion in Schritt iv des Algorithmus 7.2.1 verbleiben und die als Basisstrukturen fur dic
Stufe k - 1 verwendet werden, Weiterhin sei G die Menge aller nicht aromatisch-mesomerer Verbindungen aus
[+

Swfe k Gl G Gl
1 22 5 5
2 198 49 45
3 2625 200 159
4 16718 200 122
5 23078 200 127
6 22916 200 119
7 21734 200 120
8 21096 200 121
Ges.: 108387

Wir zeigen in Abb. 7.5 - 7.7 jeweils dic besten 40 Verbindungen der Stufen vier bis sechs. Die Wertung der cinzel-
nen Graphen ist mil angegeben. Dabei zeigt sich, trotz der strukturellen Unterschiede, die Nahe der Ergebnisse zur
Verteilung der Wirkzentren in XX1I deutlich — ¢in Argument fur die Wasserstoffbriicken-Indizes 7.3.1 und 7.3.2.
Um nun aus allen Stufen die besten Analoga herauszufinden, geben wir eine Schranke p fiur die Wertung vor. In
Abhangigkeit von dicser ergeben sich die Anzahlen ({y € G * S(7) < p}] als:

7 | Swfel  Swfe2  Swie3 Swlcd  Swies Swied Swie 7  Stfc 8 | Summe
010 0 i 0 [ o
0,15 4] 0 0 72 4 1 o ( #
020 o 0 0 3 8 1 O ] 12
025 0 0 0 8 12 1 0 0 21
0.30 0 0 0 22 23 2 1 1 49
0,35 0 0 0 16 37 5 2 2 82
0.40 0 0 0 47 52 1 2 2 14
045 0 0 0 il 09 20 T > 174
0,50 0 ] I 98 93 30 & 5 238

Die besten Analoga werden also in den Stufen vier bis sechs berechnet, die auch aus diesem Grunde hicr abgedruckt
sind. Dic absolut niedrigste Wertung haben dabei die Spitzenreiter aus Stufe vier.

In Abb. 7.8 sind schlieBlich die relativen Hiufigkeiten der Wertungen aller Strukturen aufgetragen. dic in den
Swfen 1-8 generiert wurden. Da die meisten Verbindungen relativ grofie Wertungen haben, erweist sich unsere
rigide Schranke von 200 als gerechtfertigt,
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Abbildung 7.5: Die 40 in Stufe vier berechneten Wirkungsanaloga mit der besten Wertung im Vergleich zu Alcl-
+ ofenac (XXIII)
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Abbildung 7.6: Die 40 in Stufe flinf berechneten Wirkungsanaloga mit der besten Wertung im Verglcich zu Alcl-
ofenac (XXIII)
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Abbildung 7.7: Dic 40 in Stufe sechs berechneten Wirkungsanaloga mit der besten Wertung im Vergleich zu
Alclofenac (XXTI1)
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Abbildung 7.8: Prozentuale Vericilung der Wertungen in den Stufen 1-8 beim Vergleich zu Alclofenac (XXI11)
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Kapitel 8 Simulationen in der kombinatorischen
Chemie

8.1 Hintergrund und Techniken

8.1.1 Einleitung

Der herkémmliche Weg. cinen ncuen pharmazeutischen Wirkstoff zu entwickeln, ist ¢s, einen NaturstofT aus Bak-
terten, Pflanzen oder Ticren zu extrahicren. das vorhandene Potential in Labor und Datenbank der Firma heranzu-
ziehen oder gezicltes Wirkstoffdesign auf der Grundlage von Mechani oder Struktur einzusetzen. Durch neue
Analyseroboter ist es moglich geworden, mehrere Tausend Substanzen pro Tag auf ihre Wirksamkeit zu untersu-
chen (zu screenen). Zusammen mit der Notwendigkeit ciner K duktion in der industriellen Forschung hat
sich aus dieser Situation der Wunsch ben, ncue Molckiile in sehr groBer Zahl verfiighar zu haben. Hier hicht
die industrielle Revolution auch Einzug in dic Synth hemic. was dic Ablosung von Handarbeit durch schnelle
und effizientc Maschinen bedeutcte.
Erst scit wenigen Jahren setzt man dazu cine neue Technik ein, die nicht das klassische Zicl verfolgt, einen Stoff
glichst rein zu synth , sondern bewult dic Vielfalt ausnutzi, um gleichzeitig cine groBe Zahl von Ver-
bindungen zu gewinnen. Diese Technik nennt man kombinatorische Chemie (24, 40. 42, 49, 119, 125). Meistens
verwendet man dabei cinen Satz von Bausteinen (building-blocks) und setzt diese s isch auf alle kombi -
risch méglichen Weisen mit cinem Grundgeriist (core) waobei die eigentlichen Reaku hemische,
biologische oder biosynthetische Verfahren nutzen. Die Menge aller resultierenden Molckiile wird als kombinaro-
rische Bibliothek bezeichnet,
Neben der hohen Effcktivitat dieser Technik gibt es noch einen weiteren Aspekt, der sic interessant und elegant
crscheinen laBt. Dicscr Zugang entspricht ndmlich den Vorgingen in der Natur selbst, als am Ursprung des Lebens
vor Jahrmillionen durch die Kombination von einfachen Kohlenwasserstoffen und Aminosauren dic ersten Protcine
und Kohlenhydrate entstanden.

Ein ganz wesentlicher Gesichtspunkt bei der kombinatorischen Chemie ist die Diversitdr (diversin, Undhnlichkeity
[65, 88, 101]. Eine grofie kombinatorische Bibliothek erfiillt zwar die Forderung nach der Bereitstellung vieler
Verbindungen: zur effizienten Untersuchung sollte aber erreicht werden, dafi nicht die einzelnen Elemente einer
Bibliothek zu dhnlich sind und daher cine pharmakologische Klasse immer wieder getestet wird. Das Ziel ist es,
daB dic Elemente ciner Bibliothek méglichst unterschiedlich sind. so daf durch das Sereening cin breites Spektrum
abgedeckt wird, ohne dafl zu viele Einzelstoffe notwendig sind.

Daher ist der Begritt der Ahnlichkeit im Zusammenhang mit der kombinatorischen Chemie von zentralem [nteres-
se [9. 64, 65. 72, 88]. Die Moglichkeiten, diese zu definicren und zu bestimmen, sind sehr vielfaltig. Es hat sich
gezeigt, dad Ahnlichkeit nicht - wic etwa dic Isomorphic - allgemein formuliert werden kann. Vielmehr hiingt ¢s
sowohl von der Struktur als auch der untersuchten Wirkung ab. was als dhnlich anzusehen ist und was nicht. Oft-
mals wird der Begriff , Ahnlichkeit* aber auch im Sinne von ,struktureller Ahnlichkeit™ verwendet: im folgenden
werden wir ebenfalls darauf zurackgreifen.

Dic Vorgehensweise in der kombinatorischen Chemie besteht also aus folgenden Sehritten:
i) Auswahl der Bausteine
ii) Aufbau der Bibliothek

iii) Screening der Bibliothekselemente auf die gewinschte Wirkung
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L Abbildung 8.1: Die 20 natirlichen Aminosiuren

Zicl emer Computersimulation ist es naturlich, diese Schritte moglichst vollstandig in Rechner nachzubilden. Im
folgenden wollen die Moglichkeiten und Grenzen einer selchen Nachbildung untersuchen.

8.1.2 Auswahl der Bausteine

Bei der Auswahl der Bausteine gibt ¢s eine Reihe von Moglichkeiten [88, 101, 113]. Thr Einsatz hangt stack
davon ab, welches Ziel mit der kombinatorischen Bibliothek verfolgt werden soll. Wir wollen hicr zwei Techniken
vorstellen. die graphentheoretische Berechnungen mit statistischer Auswertung kombinieren.

Als Beispiel dient uns dic Menge der zwanzig natiirlichen Aminosiuren (s. Abb. 8.1).

i) Topologische Indizes
Wic bereits bei der Vorstellung in Abschnitt 7.1 erwiithnt, cignen sich topologische Indizes in begrenztem
Umfang zur Modellierung von Molckiileigenschaften wie Flexibilitat, Oberflache, Verzweigtheit usw. Wir
wollen sie daher verwenden. um die Ahnlichkeit einer Menge von Bausteinen zu untersuchen.
Tabelle 8.1 zeigt cine Reihe von Werten topologischer Indizes von Aminosauren. Eine solche Vielzahl an
Werten 1st fur die weitere Behandlung unpraktisch. Ein haufig verwendetes Verfahren zur Datenreduktion ist
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die Hauptkomponentenanaivse, Dabei werden implizite Korrelationen zwischen den Werten ausgenutzt und
Giber die Bestimmung der Eigenvektoren cinige wenige. neue Variablen, sog. Faktoren ermittelt. die einen
GroBteil der Varianz der urspriinglichen Daten erkliren.

Fur die Daten aus Tab. 8.1 haben wir eine Haupt lyse durchgefithrt.” Dabei crgaben sich
drei Faktoren. die zusammen 93.2 % der Vananz erklaren Deren Rtgrequunswenc zeigt folgende Tabelle:

J2 fa h fa fa

113563  -141418 lew | -0,07249  -136088  0.,09030)

049452 050175 lys 032192 147271 002419

-0,08585 1,85784 mer | -0,10939  -0,50501 030335

A.05936 056538 phe 094399  -0,54371  -1.75631

020056 001905 0.54880 pro | 042065 024750 154562
-L00464 117446 0,44508 ser | -LOI410 044544 -0,00660
017849 -0,57497 0.49897 thr | -0,51357 0.09556 0.86045
016735 058538 0.46081 m 238110 117295 -1.23013
084670 260881 148386 tyc 138372 Q007RO  -127212
-0.10004  -1.16748 060622 val | -0.51236 -1 00835 0,02084

Man erkennt bereits hieran. da§ Strukturen, die sich nur wenig unterscheiden, auch shnliche Werte aufwei-
sen. wie ctwa Asparagin (asn) und Asparaginsiure (asp) - eine Bestitigung unserer Ausgangsannahme, daB
topologische Indizes zur Ahnlichkeitsbestimmung geeignet sind.

Bestimmt man daraus noch die cuklidischen Distanzen, also

VU - 1P (= - Py,

so ergibt sich die Abstandsmatrix in Tabelle 8.2. Diese zeigt noch starker, wie grof§ dic Unterschiede zwi-
schen den einzelnen Molekiilen quantitativ sind.

Um dicse Ergebnisse nun zur B: i wahl zu verwenden, kann man einc Gruppenaufteilung bestimmen.
Dabei sollen alle die Strukturen in cine Gruppe kommen, deren Faktoren cinen cuklidischen Abstand unter
einem Schwellwert ¢ haben. Die Grofle dieses Schwellwertes und damit die Feinheit der Aufteilung wird
durch die Anforderungen des Experiments bestimmt. Bei e = 1.0 ctwa ergibt sich folgende Aufteilung:

{ely}. {ala, ser}, {arg}. {asn, asp. gin, glu, met, thr},

{cys}. {his}. {ile, lew, lys, val}, {phe. tyr}, {pro}, {tp}
In cinem ersten Schritt kann man sich dann darauf beschranken, nur je cinen Reprisentanten jeder Gruppe
als Baustein zu nehmen, um dann nur die Gruppen genauer zu untersuchen, deren Vertreter die gewiinschte

Wirkung gezeigt hat.

i

Biniire Eigenschaftsvektoren

Zur Charakterisierung kénnen auch Listen mit binaren Figenschaften betrachtet werden. Wir haben eine
Teilmenge ven 120 Deskriptoren aus den Strukturcodes des M spektreninformationssystems MassLib
161] verwendet. wie sic auch in K. Varmuzas Programm 70SiM [110, 122, 123] cingesetzt wird. Dabei
werden folgende Typen von Struktureigenschaften beriicksichtigt:

Aromatische Verbindungen (z.B. Teilstruktur Phenyl)

Verzweigungen in Ketten und Ringen (2.B. Kohlenstoff mit drei C-Nachbarn, die selbst nicht Teil eines
Rings sind)

Cyclische Verbindungen (z.B. Scchsringe)

.

Doppel- und Dreifachbindungen in Ketten und Ringen (z.B. Doppelbindung in einem Ring)

Iilemente (z.B. Heteroatome)

.

Funktionelle Gruppen («.B. Aldchydgruppe)

Spezielle Klassen von Verbindungen (z.B. Methylester)

“Fir die Rectimungen wurde das Programim SP8S in der Version 6.0.1 fur Windows verwendet.
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i Abbildung 8.2: Verteilung der Verbindungen in multidimensionaler Skalierung der Abstandsmatrix 8.3

Viele dieser Eigenschaften sind tber Teilstrukturen beschreibbar, so daB ciner der wichtigsten Algorithmen
zu deren Bestimmung die Teilstruktursuche ist. Hierbei wird ¢in Verfahren aus [11] verwendet. Andere
Figenschaften werden nach (14, 71, 131] berechnet.

Zur Auswertung verwenden wir den Tanimoto-Koeffizienten [134], der die Ahnlichkeit zwischen Bitstrings
mift:

2C;;
E +E;
wober C;; die Anzahl der Eigenschalten ist. die die i-te und die j-te Struktur gemeinsam haben, und E;
dic Gesamtanzahl der Eigenschafien der #-ten Verbindung ist. Damit ist T < {0, 1], mithin | bei vélliger
Ubereinstimmung und 0 bei vélliger Unahnlichkeit.
Wir bestimmen daraus wicder eine Abstandsmatrix D mit d;; = 1 — T%;. Diese ist in 8.3 dargestellt. Aus
dieser Matrix wurden mit Hilfe einer Multidimensionalen Skalierung A im Raum berechnet
Die geometrischen Abstande zwischen den Strukturen werden dabcei so gewihlt, daft sie zu den paarweisen
Abstanden eine so enge Beziehung wie moglich aufweisen. Abbildung 8.2 zeigt die Anordnungen der Struk-
wren 1m Raum. Auch hier kénnen dann wieder, dhnlich wic bei den Hauptkomponenten der wpologischen
Indizes. eng benachbarte Verbindungen zu Gruppen zusammengefalt werden (wie durch die Ellipsen in der
Abbildung teilweise angedeuter).

I; =

Mit der Konstruktion der Bibliothcken werden wir uns im néchsten Abschnitt beschaftigen.
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8.2 Aufbau einer kombinatorischen Bibliothek

8.2.1 Einstufige Verfahren

Fiir den Aufbau ciner kombinatorischen Bibliothek aus gegebenen Bausteinen haben wir mit 6.2.2 schon eine
geeigneten Algorithmus bereitgestellt. Denn hierbei befinden wir uns gerade — graphentheoretisch gesprochen—in
der Situation, dai} folgende Daten gegeben sind:

« cin Reaktionsschema ({(m1, x1), (72:x2), 2).
« ein Grundgerist (v, 8). das & Teilstrukturen isomorph zu (7, x1) mit k > 1 enthilt.

# cine Reihe von Bausteinen (71,31, .- ., (Yn, Bn ), die jeweils genau eine Teilstruktur isomorph zu (12, x2)
enthalten.

Es gilt. unter Berlicksichtigung der Symmetrie des Grundgeriistes alle wesentlich verschiedenen Anlagerungen
(vgl. 6.1.3) der Bausteine zu finden, etwa von der Form

iy Yiz

Yia Tis

{Dabei setzen wir voraus, daB jeder Baustcin fiir jeden Platz zuldssig ist. Andernfalls milssen zusatzliche Regeln
formuliert werden.)

Fiir die Praxis relevant ist noch, daB die Haufigkeit des Vorkommens eines bestimmien Bausteins restringiert
werden kann, daB also etwa ein (+,3;) in allen Verbindungen der Bibliothek mindestens r und héchstens s mal
vorkommt. Dies kann durch einen zusitzlichen Test in 6.2.2 zwischen Schritt iii und Schritt iv erreicht werden und
ist auch in NEXTOR so implementiert,

Experimentel] kann diese Restriktion durch eine geeignete Modifikation der Vi hshedi ingehal
werden.

Als Beispiel wollen wir die kombinatorischen Bibliotheken aus [24] betrachten. Die Autoren verwendeten als
Bausteine die zwanzig natiitlichen Aminosi (siche Abbildung 8.1 auf Seite 128) und als Grundgeriiste ver-
schiedene Sdurcchloride (s.u.). Durch die Reaktion der starren Geruststruktur in Losung mit einer Mischung kiei-
nerer Molekiile an den Ankniipfpunkten werden Bibliotheken erzeugt, in denen alle Verbindungen eine ahnliche
raumliche Gestalt haben (bedingt durch die Form des Genists), aber ein breites Spektrum von Wirkungen zeigen
(aufgrund der funktionellen Gruppen der Bausteine).

Die Geriistmolekiile waren

c__o
a e a_.o 0.0

6]

0
o o
Cl Cl
! = . XX o a
XXIV ¥ XXVI
ein Cubanderivat (Struktur XXIV), Xanthen (XXV) und ein Benzoltrisaurechiorid (XXVI).
Das Reaktionsschema besteht aus den Teilstrukturen
3 3N 40
(Z‘i\cL ‘. |
i

207 _Lc_cllz_o.'p
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und der Matrix

o 0 1 0 0
p= 0 0o 0o 0o o
- -0 —00 —00 —®

dh. die Reaktion spaltet das Chlor ab und bindet den Kohlenstoff an den Stickstoff des Amins.

Das Cubanderivat XXIV ist dic Struktur mit der groBten Symmetric, also der grofiten topologischen Automorphis-
mengruppe (induziert von der Symmetriegruppe des Wiirfels ohne Inversionen). Diese hat die Ordnung 24. Da bei
jedem Automorphismus auch die reagierenden Teilstrukturen aufeinander abgebildet werden, ist |[P,| = 24. Daes
sich nur um vier Platze handelt, also P, < Sj, folgt Py = Sy (vgl. 2.2.3).

Das Xanthen XXV hat cine Automorphismengruppe mit vier Elementen. Davon beinhalten zwei die Vertauschung
der Methylgruppen am Kohl fibriickenatom, so daB | P, | = 2. Neben der Identitéit ist dies die Spiegelung der
Ringe an der senkrechten Symmtrieachse.

Das Benzoltrisdurcchlorid XX VT hat cine cyclische Symmetrie. Daher ist P, gleich der cyclischen Gruppe Cs und
hat drei Elemente.

Auch wenn nur bei einem der drei Grundgeriiste die Symmitrieverhaltnissc etwas komplizierter sind. so zeigt sich
doch daran der Vom:ll des mathematischen Konzepts hinter 6.2.2. Durch den allgemeinen Ansatz mit einer belie-
bigen P uppe und der bek maficn effektiven Ordnungstreuen Erzeugung (vel. 1.3.4, 3.3.2 und
5.1.4) konnen so dic B|b|1o|heken in allen drei Fallen schnell generert werden.

Angaben tiber die Grofien der Bibliothcken geben wir in Abschnitt 8.3. Die Abbildung 8.3 zeigt jewcils acht
Strukturen fiir dic drci Fille.!

8.2.2 Mehrstufige Verfahren

Es gibt auch die Moglichkeit, mehrere Reaktionen hintereinander ablaufen zu lassen und so die Produkte der
einen als Grundgeriste der anderen Reaktion zu verwenden. Die mathematische Situation ist dabei jeweils wie
im letzten Unterabschnitt: aufgrund der Verschiedenartigkeit der Grundgeriiste bleibt auch die Redundanzfreiheit
gewihrleistet.
Als Beispicl wollen wir eine Siebenkomponentenrcaktion aus [120] betrachten. Ausgangspunkt ist Pyridin-2,6-
dicarbonsaure

HOOC_ _COOH
(o}
[
C\C’/C
XXVl
Hier tritt abermals die Unzulanglichkeit des henthcoretischen Molckiilmodells aus 2.4.4 zutage (vel. Abschn.

73.2): Die Einfach- und Doppelhmdungcn im Pyridin-Ring sind lediglich eine Hilfszeichnung; in Wirklichkeit
sind alle sechs Bindungen aufgrund der aromatischen Mesomerie gleichwertig. Wir kinnen das Verfahren 7.3.3
dazu verwenden, aromatische Doubletten aus der berechnum kombmamnschen Bibliothek zu entfernen. Der Fin-
fachheit halber wollen wir aber im folgenden von einer topologischen Aquivalenz der beiden COOH-Gruppen in
XXVII ausgehen. Dann umfaft P, zwei Elemente.

Die Reaktionsstufen sind im einzelnen:

1) In der ersten Stufe werden vier Amide hinzugefugt:

Die Plazicrungen wurden wieder mit MOLGEN automatisch erstelll. Hier mgcu sich dic gegenwirtigen Unzulinglichkeiten bei der
At dung dieses worithmus [ 14, 112] fur kemb ische Riblioth
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l Abbildung 8.3: Ausschnitte der kombinatorischen Bibliothek zwischen den Strukturen XXIV. XXV sowie XXVI
| und den natiirlichen Aminosauren aus Abb. 8.1
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NH, 1\‘1}1; 1\‘71-12 ITHe
C C C C C
! \C \C// \C C& \N
| | | I | I
e | %o | #Oet | St
\ |
C
C C
Das Reaktionsschema besteht aus den Teilstrukturen
20H
,Czi HaN—
\03
und der Matrix
1
p=| -0 |.
0
Dafiir gibt es 10 Moglichkeiten,
ii) Die zweite Stufe nimmt vier aromatische Aldehyde als Bausteine:
H\C//O H\C//O H\C//O H\C¢O
f |
0/ \\C C//C\N S/C\\C //C\C
\ o/ [ \ I
C/C-C C\\C/C Cc=C # \\C/C

Das zugehorige Reaktionsschema verwendet die Teilstrukturen

*NH H_
,C*~1CHy—
0? 0”7

—”
L
und die Matrix

000
p=| 100 ].
000

aus 1) als Grundgerist, so erhilt man zusammen 136 Struk-

Wahlt man nacheinander alle 10 Verb

turen.
iii) Die letzte Stufe besteht im Hinzufiigen von vier Isocyaniden (wobei die Ladungen als zusiizliche Beschrif-

tung aufzufassen sind, durch dic die Valenzen entsprechend gedindert werden):
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Hierbei lauten die Teilstrukturen des Reaktionsschemas (die der Eindeutigkeit halber etwas grofer gewshlt
werden)

H
,40‘30,7N,20H,cl\<

1eB=2NB_
g e N
N}
und die Matrix
—o0 1
-0 0
-o0 0
p=| - 0|,
= 0
-0 0
-o0 0

die auch die Neutralisierung des Stickstoffs mit dem Proton am Kohlenstoff 1 der zweiten Teilstruktur im-
plizieren moge.

Bindet man diese Bausteine gemiB des Schemas auf alle wesentlich verschiedenen Weisen an die Geriste,
die in Stufe ii berechnet wurden, so erhilt man eine GesamtgroBe der Bibliothek von 2080 konstitutionell
verschicdenen Verbindungen. Beriicksichtigt man noch die Stereoisomerie, die sich etwa mit [127, 128)
berechnen 1aBt, so ergeben sich 8256 Produkte.

Einen (zufallscrzeugten) Querschnitt von 15 Molekiilen zeigt Abb. 8.4. Als Reaktion im Labor laufen diese Stufen
ab; nach Auss in { 120] 1st davon auszugehen, daB ein Grofteil der theoretisch (d.h. etwa mit obiger
Vorgchensweise) erzeugten Strukturen auch tatsichlich als Produkt im Experiment gebildet wird.




Abbildung 84: Ausschnitt mit 15 zufallig gewahlten Molekilen aus der mehrstufig erzeugten Bibliothck nach
[120]
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8.3 Abzihlen und Screenen einer Bibliothek

Wir haben in Lemma 6.2.1 1, dafl dic tlich verschied Moglichkeiten der Belegung einer
Gertiststruktur (v, 3), die Gber k verschicdene Reaktionsplitzen verflgt, mit n Bausteinen einer Transversale der
Bahnen von P, auf n¥ entsprechen. Daher kénnen wir fiir die GroBe dieser Transversalen folgendes Ergebnis

festhalien:
8.3.1 Satz. Gegeben sei eine Geriiststruktur (y, 3), die iiber k verschiedene Reaktionsplitze verfiigt, Aut(y,8)

induziere die Permutationsgruppe Py, < Sy, auf den Plitzen.
Weilerhin sei eine Menge von n verschiedenen Bausteinen gegeben. Dann har die kombinatorische Bibliothek, die
sich mittels des entsprechenden Reaktionsschemas aus der Geriiststruktur und den Bausteinen bilden lift,

1 G
lnkf Py = = ¥ ns(m)
‘PT‘ TEP,

Elemente.

Beweis: Folgtaus 6.2.1 und dem Lemma von Cauchy-Frobenius (s. etwa [67]).
m]

8.3.2 Beispiel. Wir betrachten wicder das Beispiel aus 8.2.1 (entnommen aus [24]) mit den Geriisten XXIV, XXV
und XXV1 und den natiirlichen Aminosauren (siehe Abbildung 8.1 auf Seite 128) als Bausteinen.

o Dic Gruppe P, fur das Cubanderivat (XXIV) enthilt 24 Elemente bei k& = 4. Dann folgt aus 83.1:
nd/P,| = &(n* +6n° + 11n* + 6n)
o Bei Xanthen (Struktur XXV) ist k = 4 und P, = {1,(12)(34) }. Wir erhalten mit obiger Formel:
4P| = 3 + )
® Beim Benzoltrisaurcchlorid (XXVI) ist k = 3 und dic Gruppe P, = {1, (123),(132)}. Fiir die Anzahlen
& In/Py| = §(n* - 2m)

Folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber dic GroBen der Bibliotheken in Abhangigkeit von der Anzahl der
Jewetils verwendeten Bausteine:

n XXIV XXV XXVI
T BT T 1
2 5 10 4
3 15 45 1
4 k5 136 24
5 0 325 45
6 126 666 76
7 210 1225 119
8 330 2080 176
Y 495 3321 249
10 715 5050 340
" 1001 7381 451
12 1365 10440 584
13 1520 14365 741
14 2350 19306 924
15 3060 25425 1135
16 3876 32896 1376
17 4845 41905 1649
18 5085 52650 1956
19 7315 65341 2299
0 K855 80200 2680

Trotz gleichem & ergeben sich bei XX1V aufgrund der hohen Symmetrie deutlich kleinere Bibliotheken als bei
XXV,
o]
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Etwas komplizierter ist die Situation bei mehrstufigen Verfahren wie in 8.2.2. Wir betrachten das Hinzufiigen der
Bausteine als Gesamivorgang, so als ob alle Baustcine gleichzeitig angefugt werden. Fiir die Konstruktion einer
Bibliothek ist diese Sichtweise weniger sinnvoll, zur Abzihlung ist es indessen notwendig. um die Abhingigkeiten
der einzelnen Ankniipfpositionen richtig bewerten zu konnen.

Damit ergibt sich folgende Skizze:

@ @ (1 (1) (2 _3)
Ty Y, Ta Vi Via Vi
li

3 (2 1 1 2 3
A alf i ait Al

Bei unserem Pyridin-Geriist aus [120] ist dies

R® 0O 0 RO

H | | I |

C ‘/N\\C/ f \C/N\
| N P |

c N
0 RO C\C/’C R 0

H

O

]/N\ /C\V/ ~

RG RO

Es sei wieder k die Anzahl der verschiedenen Ankniipfpunkte. Ferner sei k = (K1,...,&m} = k cine Partition von
kund k; 1= 37, _q %, (it ko := 0) die kumulierten Eintrage der Partition, Die Ankniipfpunkic seien entsprechend
den Bahnen der Automorphismengruppe von -y partitioniert, d.h. wir setzen fir P, voraus:

YEEP, S8t ki<r<hii k< Sk firi=0,...,m
Wir bezeichnen mit ¢, (7) die Anzahl der Zyklen von o € P, auf der Menge {k;, ..., kip1 — 1}

Die B: ine seien El der Mcengen Ay, ..., Ap, mit iA,| =: n;. Damit ergibt sich fiir die Grofien der
Bibliotheken:

8.3.3 Satz. Seien Grundgerist und Bausteine wie oben gegeben. Dann existiert eine Bijektion von der kombinato-
rischen Bibliothek zu Bahnentransveralen der Operation von Py, auf den Abbildungen

$i=ny " x ... X Nyt

Fiir die Anzakien der Elemente der Bibliothek gilt:

, 1 -
[#/Py) = == 3 T[ni™
1Py wEPpi=1
Beweis: Folgt wieder aus 6.2.1 und dem Lemma von Cauchy-Frobenius sowie obigen Definitionen.
a

8.3.4 Beispiel. Bei der Bibliothek aus der Multikomponentenrcaktion aus [120], dic wir in 8.2.2 konstruiert haben.
stk = 6,5 = (2,2,2) und P, = {1,(12)(34)(56)}. (Das heifit in obiger Molekilzeichnung, da jewcils die
Positionen fiir die Reste R, R(?) und R'® untercinander vertauschbar seien.)
Damit gilt:

|8/ Py| = dinlnind + ninang)

Dig folgende Tabelle gibt Werte zu dieser Formel. Dabei ist ny vertikal und n, horizomal aufgetragen: der Wert
ng = 4 ist fest. Der Eintrag fur (4,4) gibt uns die bekannie Grobe 2080 fiir jeweils vier Bausicine (s. 8.2.2).
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niynz |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
) L 3% 7 136 210 300 406 528 666 820
2| 36 136 300 528 820 1176 1596 2080 2628 3240
R 300 666 1176 1830 2628 3570 4636 5486 7260
4113 328 1176 2080 3240 4656 6328 8236 (0440 12880
5| 210 820 1830 3240 5050 7260 9870 12880 16290 20100
6 | 300 1176 2628 4656 7260 10440 14196 1832 23436 28920
7| 406 1596 3570 6328 9870 14196 19306 25200 31878 39340
§ | 528 2080 4656 8256 128%0  1RS2§ 25200 32896 41616 51360
9 1666 2628 5886 0440 16290 23436  3IX7R 41616 52650 64930
10| 8200 3240 7260 12880 20100 28920 39340  S1360 64980 80200
&
Auch im Fall. daB man bei Einstufenverfahren nichi jeweils alle B: ine auf alle moghichen Weisen vertel-

len. sondern die Anzahlen der emnzclnen emschriinken will. 146t sich die Grofe der Bibliotheken kombinatorisch
abziihlen. Das Werkzeug dazu haben wir mit der gewichteten Abzahlung bereitgestellt.

8.3.5 Satz. Gegeben sei cine Geriiststruktur (7, {3), die iiber k verschiedene Reuktionsplitze verfiigt Aul.(quﬁ}
induziere die Permutationsgruppe Py << Sy auf den Plizen. Weiterhin set etne Menge von n verschiedenen Baw-
steinen und eine Verteitung f € n¥ der Bausteine gegeben,

Damn ist die Anzahl der Elemente der Bibliothek, deren Verteil, i (ben Inhalt ¢( f, ) haben wie f, gleich
dem Koeffizienien des Monoms [ yvt(f’"" im Polvnom
; 5 ogn e
w511 (Sx)
wePyi=1 \r=1

im Polynomring iber den Unbestimmien yy, ... yn.

Beweis: Folgt aus 6.2.1 und der gewichteten Form des Lemmas von Cauchy-Frobenius (s. [67]).
(#]

8.3.6 Beispiel. Wir betrachten wie oben das Beispiel aus 8.2.1 (entnommen aus [24]), und zwar dic Gertiste XXV

und XXV1 mit den natiirlichen Aminosduren als Bausteinen.
Dann liefert 8.3.5 folgende Formeln:
« Bcei Xanthen (XXV) erhalten wir als Polynom
%((yl +... ‘yn)g“ (yl'z +... er:)'z)
Fiir den Fall n = 4 gibt das die Summe
B yivs + 6ayi +6wdus + ] v — 43 byl + Suiyduad
6Tuzys + 6uTyaps + Oufuaya + Gudysus | 2u10d 1 2yapi
2y19f+ 20t - 20iny — 2vive +40fd - dudui
Ayfys + 2uays + 202 + 2030 + 20due + 40305
dyaus + 2ysu + 2uve + 45yl +6u1teuE + Buivayi+
12y1wayays + BUayive + 6v2uavi
Will man beispielsweise nur die Bibliothekselemente, die den ersten Baustein genau einmal enthalten, so
entspricht dies den Summanden

Sy iyine + 6yivani - 6uiydys + 6yiudya + 2uid
23143 + 20y~ 8uweys + 6mysy; + L2nyavam

Es gibtalso genau6 1 6 +6 + 6 + 2+24 24+ 6+ 6 + 12 = 54 derartige Elemente.
e Beim Benzoltnsiurechlond (XX V1) gelangen wir zum Polynom:
i toovwa)® 20 1+ 9d))
Bet drei Bausteinen ctwa lautet dies dann:

Y buive + YYs 003 + 20iveys + 0183 F 8+ yiys +veyd vl
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Zum Abschlul unserer Betrachungen zur Simulation kembinatorischer Bibliotheken wollen wir noch den dritten
Schritt untersuchen, den wir in 8.1.1 zur Vorgehensweise in der kombinatorischen Chemie gezihlt haben: Dus
Screening der Bibliothekselemente anf die gewiinschte Wirkung.

Dieser Aspekt ist der schwierigste. Nach dem heutigen Stand der Forschung ist ein rein virtuelles Screening, d h.
nur im Computer und ohne Experiment, aufgrund der dazu notwendigen Rechenzeiten und Rechnerkapazititen fur
dic Praxis nicht relevant.

Viele biologische Mechanismen, dic man kennt, beruhen auf der Ligand-Rezeptor-Wechselwirkung (s. etwa [78,
79] und 7.3.2). Diese Wechselwirkung hangt qualitativ und quantitativ entscheidend von der raumlichen Struktur
der beiden Partner ab.

Eine mogliche Strategie ist, mit Hilfe quantitativer Struktur-Wirkungs-Bezichungen (QSAR) etwas Licht in das
Dunkel zu bringen (s.a. 7.1). Dabei verwendet man i.a. eine Testreihe von Substanzen, um c¢inen (oder mehrere)
Wirkungsparameter zu bestimmen. Aus dieser Testreihe kann man dann statistisch eine Korrelation mit berechen-
baren Strukturcigenschaften herleiten, dic man anschlicBend zur Extrapolation auf eine grisBere Menge von Ver-
bindungen (wie etwa in etner kombinatorischen Bibliothek) verwenden kann (vgl. etwa [3, 6. 72, 130]). In unserem
Fall heifit das, daB mittels QSAR die GréBe der Bibliothek u.U. cingeschrinkt werden kann und die Simulationen.
die wir in diesem Kapitel beschrieben haben, eine akkuratere Vorbereitung fir die Synthese ermoglichen,

Hiher eniwickelte Techniken verwenden 30D O8SA4R [77. 79]. darunter etwa die vergleichende Molekiilfeldanatvse
(CoMFA4) [33, 77]. Dabei werden die Bibliothekselemente zunichst zu dreidimensionalen Strukturen konvertiert
unter Verwendung eines entsprechenden Computerverfahrens [1, 34, 62, 102, 1097 (vgl. Abschn, 5.4). Die entschei-
dende Anforderung, die ein solches Verfahren erfiillen muB, ist, daf# die berechnete Konformation des Liganden
zur Bindestelle des Rezeptors passen mull. Denn die Gblichen Softwarepakete erzeugen meist nur Konformationen
der Strukturen im Vakuum oder in Losung; diese konnen sich aber stark von der Gestalt des an das Protein ge-
bundenen Liganden unterscheiden. Anschliefiend wird bei der CoMFA eine Uberlagerung des Liganden und der
Bindestelle berechnet entsprechend den physikalischen Feldem (sterisch, elektrostatisch etc.) der Molekiile, um
die Wirksamkeit des Liganden abschadtzen zu konnen.

Somit bedeutet virtuelles Screening und damit virtuelle kombinatorische Chemie heute noch keine Konkurrenz zu
Screening-Robotern, die einen Durchsatz von mehr als 10.000 Substanzen pro Tag haben. Angesichts der vielfilti-
gen Entwicklungen kann es indessen schon morgen die Realitat darstellen.
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Kapitel 9 Verbesserung der Eingabe eines
Isomerengenerators

9.1 Makroatome und Goodlist

In diesem Kapitel werden wir untersuchen, wic sich unser Verschmelzungsverfahren 5.2.5 im Zusammenhang mit
einem klassischen [somerengenerator cinsetzen laft.

Sowohl aus der Graphentheorie als auch aus der Chemie ist das Problem bekannt, zu ciner Menge von Punkten mit
gegebener Eckengradfolge, d.h. gegebener Valenz, alle Graphen bzw. Konstitutionsisomere (vel. 5.4.1) 2u kon-
struieren. Verschiedene Ansitze wurden dazu vorgestellt [25, 26, 36. 41, 50, 68, 89]. doch erst mit ausgefeilteren
mathematischen Methoden [53, 55, 96] konnten Softwaresysteme entwickelt werden, die eine schnelle, vollstindi-
ge und redundanzfreie Losung ermoglichen. Eines davon ist MOLGEN. vom dem oben (S. 59 und 75) bereits die
Rede war.

MOLGEN erzeugt alle molekularen Graphen zu einer gegeb Bruttof 1, vorgeschrict oder verb
Teilstrukturen und weiteren Nebenbedingungen.

Die verbotenen Teilstrukturen werden in der sog. Badiist zusammengefafit, die wic ein Filter angewendet wird:
Der Generator iberprift jede erzeugte Struktur, ob sie cine der verbotenen Teilstrukturen enthilt, und verwirft sic
gegebenenfalls.

Die vorgeschriebenen Teilstrukturen sind in zwei Gruppen aufgeteilt:

o Makroatome: Diese sind Teilstrukturen, die untereinander nicht iiberlappen durfen. Sic werden vom Gene-
rator als fiktive Atome gehandhabt, was zu einer Verkleinerung der Bruttoformel und damit zu einer Effizi-
enzsteigerung fuhrt.

o Goadlist: Diese Teilstrukturen diirfen sich untereinander Uberlappen. Der Preis fur diesc Freiheit ist, dal
ihr Vorkommen — dhnlich wie bei der Badlist — erst nach der Erzeugung jedes einzelnen Isomers Giberpriift
werden kann.

Bei umfangreicheren Bruttoformeln kann es vorkommen, da Millionen von Strukturen generiert werden missen,
aber nur einige wenige den Test auf die Goodlistbedingen bestehen.

9.1.1 Bemerkung. Nach der Erzeugung von Graphen mit Makroatomen miissen diese auf ihre tatsichliche Grilie
expandiert werden. Dabei ist zusitzlich auf die Symmetrien unter den Ankniipfstellen und innerhalb der Makro-
atome zu achten. Es zeigt sich, daB dicser Vorgang eine weitere Anwendung des Homomorphieprinzips 1.3.1 ist.
Da in den bisherigen Beschreibungen [14, 69, 131] dieser Aspekt weitgehend unbeachtet blieb, wollen wir kurz
einen Blick darauf werfen.

Gegeben sei ein generierter Graph -, der ein Makroatom und p weitere Ecken enthalte. Das Makroatom sclbst
bestche aus k Ecken. Dann sind die zu betrachtenden Mengen

3! 2]
0 = mBEE" ynd €, = mBiT,

Die Abbildung
i fallsi < p

#: &k%p—'—l’iﬂ {p+1 sonst

wird zur Definition des Epimorphismus zwischen beiden Mengen verwendet:

on: =+ Qv F mit5({i, }) = v({(i), ¢(5)}).
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Da dic Makrostruktur erhalten bleiben soll, missen wir als operierende Gruppe auf der einen Seite G ~ §p, x
Aut py verwenden. wobel Autye die Automorphismengruppe der Makrostruktur sei. Die Gruppe G ist demnach
eine Untergruppe der Younggruppe S(g_-l__E") mit A = (p, k).

Auf der anderen Seite operiert G2 ~ S, % S;. Damit ergibt sich der Epimorphismus o5 : Gy -+ G2 als die
natiirliche Einschrinkung, und auch die Vertraglichkeitsbedingung ist klar.

Folglich liefert uns Satz 1.3.1, daB bei cinem 2 € £2; und zwei expandicrien Strukturen vq,v; € ) mity{" =4
dieses gy € G nicht beliebig ist, sondern aus dem Urbild des Zentralisators von -y, stammt:

91 € 06 (o, (v2)) > Nawrprny (72 \ {p + 11/ Cautton (72 \ {p+ 1}) x Autp

Dic Bestimmung des Urbildes o ' (v2) erfordert dann die Berechnung der Doppelnebenklassen A\S,./B. wo-
bei dic Makrostruktur r freic Valenzen, also Ankniipfstellen nach auBen, habe, A dic Teilautomorphismengruppe
dieser Stellen im erzeugten Graphen und B die Teilautomorphismengruppe der freien Valenzen im Makroatom
seien.
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9.2 Vermeidung der Goodlist-Filterung

Wir wollen nun diskuticren. wie dic in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen fur die Verbesserung der Einga-
be fiir den Isomerengenerator genutzt werden konnen. Dic Grundidee ist, mittels unseres Verfahrens 5.2.5 alle
Uberlapy der verschied Goodlist-Eintrage zu konstruicren. Diese konnen dann jeweils als Makroatome

g
verwendet werden, wodurch der Aufwand fiir das komplette Erzeugen mit nachtriglicher Filterung wegfllt.

Da auf diese Weisc nicht sichergestellt ist, daB dic verschiedenen Generatorlaufe nur nichtisomorphe Ergebnisse
liefern, wird auf dic G der Resul bschlicBend noch cin Isomorpk zur El ierung doppel
Strukturen angewendet.

Diesc Vorgehensweise wollen wir an einem cinfachen Beispiel veranschaulichen:

9.2.1 Beispiel. Gegeben sci die Bruttoformel CgHy; NO. Dazu erzeugt MOLGEN 13982 Isomere. Als Teilstruk-
turen seien vorgeschricben (die leeren Platze seien freie Valenzen):

Tragt man diese in di¢ (.;uodhql ein, 5o ergeben sich 71 Lésungen.
Die A dung des Versch lgorithmus 5.2.5 auf ny und 7, unter Beriicksichti der T he, daB es
sich um Tcrlsl.mkmren handelt (vgl. 943 1 ll i und 5.2.2), liefert zwei Losungen

OH OH
11 N [ ]
HgN'C=C—C*(‘:* SC=C-0~=C
|
H,N H
m T2
Verwendet man diesc sowie das Paar {1, 72} als Makroatome, so erhalt man folgende Anzahlen von L

Makroatome | Anz. Isomere
T 22
72 14
{m,m} 32

Unter diesen insgesamt 68 Strukturen sind 63 nichtisomorph. Dies steht in offensichtlichem Gegensatz zu den 71
Strukturen, die sich bei reiner Goodlist-Behandlung ergeben.
<

Das Beispicl zcigt, daB die Ersetzung von Goodlist-Eintridgen durch Makroatome nicht so einfach ist, wie wir oben
annahmen. Das Problem sind Bindungen, die die zwei Teilstrukturen untereinander ausbilden konnen. Wurden
die beiden zu einem Makroatom verschmolzen, so sind nur noch Bindungen nach aulien, nicht aber 2wischen den
Atomen der Makrostruktur zuldssig, wie dies in unserem Fall notig ist.

Wir brauchen also ¢in weiteres Verfahren, das red: frei alle Verbind der freien Valenzen innerhalb
cines Makroatoms erzeugt. Dieses Problem ist unserer Konstruktionsaufgabe 3.1.1 so dhnlich, dall eine Jeichte
Modifikation des entsprechenden Algorithmus zu einer Losung fithrt.

9.2.2 Konstruktionsproblem. Gegeben sei ein Muitigraph ~ € mP™ als Verschmelzung zweter Graphen ny €
mt und me m¥™ . Zusérzlich habe jede Ecke i aus  noch freie Valenzen, deren Anzahials FV (i) € {0,... val;—
1} gegeben sei. Besti) alle nichii: phen Graphen, die sich durch Hinzufiigen einer Kantenmenge ¢ ergeben,
fiir die gilr:

Jye:pxp-2{01,...,m},

ii) d; + €(i, 7) < val; und d; + €(i, j) < val; firalle (i,5) € PXP



— 148 —

i) €(i,3) < min(FV(z), FV(3)).
iv) €(i, 3} = 0 falls v({1,5}) # 0 oder die Ecken i und j beide aus my bzw. 13 stammen.

Zur Berechnung wandeln wir die freien Valenzen von  wieder wie in 3.1.2 in fiktive Ecken um. Dann konnen
wir die Losungen ordnungstreu erzeugen. Da wir hier nur ziemlich kleine Falle betrachten, verzichten wir auf eine
surjektive Auflosung nach dem Homomorphieprinzip wie in 3.2.1, halten aber ausdrucklich fest, daff cine solche
A 1 auch hier lich ist.

Das Verfahren zu Erzeugung aller Graphen gemif 9.2.2 verlauft ganz analog zu 3.3.2, wobei als Gruppe die von
Aut(#) induzierte Teilautomorphismengruppe auf den Zeilen und Spalien von € opericrt. Der Test, ob an ciner
Stelle ein Eintrag gesetzt werden darf (vgl. 3.3.1), beinhaltet zusiitzlich die Einschrankungen aus 9.2.2.i-iv. (Auf
cine detaillierte Beschreibung wollen wir hicr aus Platzgriinden verzichten. )

9.2.3 Beispiel. Wir betrachten wieder die Strukturen aus Beispiel 9.2.1.

i) Bei v ergibt sich nur eine Moglichkeit fiir eine zusatzliche Kante, da das zweite Kohlenstoffatom der Dop-
pelbindung beiden Ausgangsgraphen gemeinsam ist.

|
¢-C-0H

I
HoN-C-C-
"
i1) Fiir y, erhalten wir zwei Losungen:
o g
I 1
HgN—C-(ll—OH HzN—C—(ll'*OH

H

H _y"

7 3

Fiur die Anzahlen an generierten Losungen gilt dann:

Makroatom { Anz. [somere
75 5
T2 5
kel 0

4" fihrt zu keinen Isomeren. da sich die restlichen Atome nicht mehr geeignet daran binden kdnnen.

Insgesamt erhalten wir aus allen Makroatomen {m, 92}, 1. ¥{. 72 und 44 cine Gesamtmenge von 78 Isomeren,
unter denen genau 71 nichti ph sind. Ein g Vergleich zeigt, daB ¢s sich dabei um dieselben Strukturen
handelt, dic man auch bei der Generierung mit zwei Goodlist-Eintriagen erhilt. In Abb. 9.1 sind die ersten 40 der
71 Ergebnisstrukturen abgedruckt.

Mit unserer Vorgehensweise miissen also statt 13982 nur 78 Molekiile generiert werden — ein Gegensatz, der die
Vorteile dieses Ansatzes deutlich werden EiBt.

<
Prinzipicll ist auch eine Ausweitung dieser Methoden auf drei und mehr Goodlist-Eintra oglich. Eine g
Diskussion wiirde aber den Rahmen wieder einmal bersteigen. Bereits durch zwei grofere Strukturen 1aBt sich
aber auch oft dic Zahl der zu untersuchenden Is in iiberschaubare Grof3 d bringen.
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Abbildung 9.1: Die ersten 40 Strukturen der 71 Losungen zu Beispiel 9.2.3
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