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§1._Einleitung

{iber einer emdlichen,nichtleeren Punktmenge, die 0.B.d.A-
als N={1 9“.91'1} gew#hlt werden kann, werden wie in [13]

Relationssyeteme R =<N, B\, {1 o R0V L R

betracktet. Dabei habs die Relation R{'’ dis Stellensehl i,

wihrend j als Unterschelidungsindex dient. tt‘-['ﬂ”“ogm] gei
. der Typ von R . ® und R ° mit gleichem Individuenbersich N

und gleichem Typ T heillen isomorph, wenr eine Permutation

Te Tn existiart, welche jedes Réi) in ¢as entsprechende

Rgi)a
iberfilart. Geswcht sind asymptotisch avswertbare Pormeln

fiir die Anzahl S(n.t) der nicht-=isomorphen Felationssysteme
iiber n-elementigem Bereich N mit dem Typ T . Dieses Strukiur-
gahlproblem ist bereits von CARNAP 1950 asufgeworien wordan”g
aber nur filr den Fall m=1 behandelt woréen. Es soll hier gelfs

werden filir sog. reine Relationssysteme, 4.r. fiir Systeme mit

Relationen nur einer Stellenzahl € . Ein solcher Typ soll ab-

%) Vortrag, gehalten am §2.August 1966 toim Internationalen
Kolloquium tber Logik und Grundlagen der Mathematik der
. DVMLG in Hannover. Erscheint demndchet ir den Proceedings
des Hannover-¥Kolloquiums.
1) InBﬂv S, 124.




kiirgend mit T =<6',jur>hezei¢3hnat werden. Die Carnapache
Problemstellung is®t von R.L.Davis 1953 sufgegrififen worden®’
mit dem Resultat einer .(asymptotiach nicht direkt auswertbaren;
Strukturzahlformel fir S(n,<6;1»). HARARY exkannte 1955°), das
dieses Resultat als Spezialfall der allgemeinen Abzdhlungsthec
rie von PCLYA (193?)“5\1 deuten ist, einer Theoris, die in
letzter Zeit von de BRUILJN?’ fortentwickelt worden ist.

HARARY geb 1958 ohne Beweias) die asymptotische Beziehung
2
S(n,¢2,17)~ 1. 2"

Methoden zur genaueren Abschitzung finden sich bai W.OBER-
SCHELP 19667’. Als Ergebnis sei z.B. gensnnt

—t(320%=1708n7 28802 14940

1 n° 1 .2
S(ng<291>) = ﬁTaz (1"’ ;ﬁ(zn “2n)+ 2 n
5
‘{?-0(%)‘:
In dieser Arbeit sollen unter Benutzung der Theorie wvon Polya
asymptotische Anzahlformeln fiir S(n,(s-pﬂ,:.) bei beliebigen &
und ﬂrgegeben werden. Debei werden die Ergebnisse interpreiiert

als Aussagen {iber die mittlere Grife der Automorphismengrupps

reiner Relationssysteme ®. Piir Stellenzahlen 621 erweisen eich
fast alle solche Relationssysteme als starr, d.h. sie besituen
nur die triviale (einelementige) Automorphismengruppe.

Sei 2(n,T) die Zahl der Relationssysteme fliber N vom Typ T
ohne Identifikation isomorpher Systeme. Z(n,T) ist gleich der

2) vgl.[5]. 5) vgi. [1] und[2].
3) vgl. [8]. 6) vgl. [9].
4) vgl. [i1] . 7) vgl. [10], § 4.
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Zehl der Zustandsbeschreibungen (state descriptions) von

CARNAE®), Trivialerweise gilt die Pormel
o €

'E., R
Z{n,T) = 2°° i wenn‘c=[/-1po“cﬂw] .
Fir die durchschnittliche Zahl s(n,T) zueinander isomorpher

Relationesysteme gilt fermer

S(n,T)
Die Automorphismengruppe 'snvon R, eine Untergruppe der symme-
trischen Gruppe Tn mit der Ordnung g, zerlegt die '3:1 in %’

Nebenklassen. Alle zueinander isomorphen verschiedenen Rsla-
tionssysteme entstehen aus einem durch Ausiibung je einer Per-
mutation aus genau einer Nebenklasse auf dieses eine Relations-
system. Mithin gilt fiir die “mittlere Ordnung” g(n,t) von

5’2 die Formel

gn,t) = m%e)- - Da icg(n;v)en! ist, so gilt

‘%’@"z(nﬂ) % S(n,t) & Z(n,t)-

Die oben erwidhnte Starrheit fast aller Relationssysteme im Fall
671 zeigt man, indem man nachweist, daB hier fir noewdie asymp-
totische Bez{ehung g(n,T)~1, also S(n,T)~ 1+7(n,T) gilt.

Es sei moch erwdhnt, daB unsere Uberlegungen aufgefaBt werdsn
kSinen als eine quantitativ-finite Variante von Bestrebungen der
modernen Meta-Mathematik, welche sich ¢as Aurlfinden von Modellen

mit grofBer Automorphismengruppe zum Ziel gesetzt ha‘neng)o

8) %.B. in [4],§18A.
9) Man vergleiche %.B. [6']
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§2. Anwendungen des_Folyasschen Satzes su’ das Anzahlproblem

e T O G as ks -

Man kann ein reines Relationssystem % von Typ ‘C'=<6*9/4>
einer p-zeiligen und n®-spaltigen Inzidonzmatrix in den
gahlen O und 1. Die Zeilen entsprechen d:n §-stelligen Rela-
tionen Ry,.-. ,R/,,L aus ®, die Spalten den €-Tupeln f£,ce., (I
von Zahlen aus N in irgendeiner fasten lexikographischen
Anordnung. aik=1 bedeute, da8 die Relation R, auf das k-te
6-Tupel zutrifft; entsprechend bedeute a . =0 das Nicht-Zutref
fen. Bei dieser Darstellung erscheint ein reines Relations-
system als eine Folge von sog. Elementarionfigurationen;
in diessm Palle vou Spalten. Unter der §:firke einer Spalte
pei die Komponentsnsumme verstanden, unter der Stérke eines

Relationssystemes die Summe der Stdrken naller Spelten:

T o o (=]

1 ‘f mC‘
:; a

Ru

Das Elementarpolyncm ist eine (formal bis Unendlich erstreck=-
bare) Potengreihe <0

E(z) = &vzvg der:n Koeffizienten e

V=0
die Anzahl der Mdglichkeiten angeben, eine Elementarkonfigu-

ration (Spalte) der Stirkevy herzustellen. Da diee offenbar

auf () Weisen gsht, gilt o
A
E(z) = Z (’:)z" = (i+g) o

V=0




.

Da sich jedes reine Relationssystem mis n¥ golcher Spalten
bestimmt, wiirde sich ohne Riicksicht auf somorphie-Identifi-

kationen ein Polynom
o0
6 g s
. n n v M.
Angt(z) = E(z) (1ez)MB = vZo e 2z mit aY--(/“v ) ergeben,
wobel a,, die Zahl der verschiedenen Relaiionusysteme der Stircke

v angibt. Wir interessieren uns hier jedcoch iiir die Zahl dar

Isomorphie-Klassen der Stirke v, d.h. fiir dsz Polynom

W o o oo oo dh e . 6D

o0

B, (z)e= Z 8 (ngt)zvg sobei S_(n,T) dis Zehl der nicht-
»T v=og Y AR T T T e e e

isomorphen Relationssysteme ilber N vom Typ T mit der Stédrke vy
angibt. Allerdings coll hier das asymptotische Verhelten

0)

dieser Zahlen selbst nicht untersucht werlen' , sondern nur

die Gesamtzahlen ﬂ!l&

Stare) = By (1) = T 5,(0,0)

sind Gegenstand disser Untersuchung.

Durch Ubergang zu einem isomorphen Relaticissystem vermige
einar Fermutation Tl:e'ﬂ; erfolgt ein Austausch gewigser Spalten
von 0 , also eine Pemutation-[r iiber einer Menge von 0¥ Elemen-
ten. Diese Permutationen bilden die sog. €-Tujelgruppe ’J'g 0
offenbar wie die Tn eine Permutationsgruppe der Ordnung n!.
Zur Anwendung der Polyaschen Theorie hat man den sog. Zykel-
index der 7: zu batrachten. Unter dem Zykelindex z(y) einer
Permutationsgruppe '5 dexr Ordnung g iiber n Elemanten versteht

man ein formales Polynom in n Variablen i’? N R 9:rm

By P
Z(E)s #Jé—% £4 ..,.fnn

=

10) Vgl. niersu im Falle T=<2,1> noch [10],§5.




Debvei ist Py die %ahl der Zykeln von T mit der Linge 1.
Fiur die der Permutation T zZugeordnete Parvition der Zahl n,

n
geschrieben als ’gf,"ltjsz(p.lgo.ﬁgpn)ggilt also Pi ipg=n. Fir

das gesuchte Polynom By . (z) liefert nun die Polyasche Theorie

im Pall reiner Relationssysteme den

B51f B g uy(s) = 2Ty [1/E(s)] -

Die in eckigen Klammern angedeutete sog. Polyasche Einsetzung
ist dabei so zu verstehen, daB filir jedes Vorkommen von fr im
Zykelindex Z(’Jg) der & -Tupel-Gruppe das Polynon E(z¥) eingu-
setzen ist. Damit steht auf der rechten Seite tatsichlich ein
Polynom in z. Da E(z) durch die angedeuteie triviale Elementar-
Koembinatorik sceben explizit angegeben woerden ist, steht und
£811t die Auswertung der in Satz 1 gegebencn Formel mit der
numerischen Berechnung vonr Z( '3':).

Beim Heweis von HARARY”) Pir Satz 1 wird die Polyasche
Kombinatorik fiir =olche Problemkreise wie den vorliegenden

aufgezchlossen. Pir die Gesamtzahl der Strukturen (ohne Riick-

z F(P +oeotP e-}

Kozollar: S(n.<&p7 = Z(’J:) [f'r/2F]= lT'“' {14

sicht auf Stdrke) gilt das

BEe ist ndmlich s(m(ew)) (1), und }:~’.(1I")=2)'t

Il 1 L& MY
Die Partition ‘p(“’)sa(l’”.u.gl’no.) ﬂu“-eTng also das Schema
der Exponenten im Zykelindex Z(’Eg) entstent aus ~g>(1r)=(p‘”g,“c.ppﬁ.g

in leicht iibersehtarer Weisa, die in [’il{) 12) beschrieben wurde.

1) vgl.[7]-
12) In §2.
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. §3. Ausweriung cer Polya-Formel fiir reine Rsletionssysteme
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Bz soll jetzt das asymptotische Verhalten von S(n,T) fir
nves untersucht werden. Dabei filhren die Fille &=1 und 6>1
zu wasentlich verschiedenen Ergebnissen. Zundchst soll der
weniger triviale Fall 671 behandelt werden.

Die grtftmbgliche Ordnung T(n,t) einer Automorphismen-
gruppe von R ist natiirlich n!, unabhiingig vom Typ T von n .
7.8, hat ein Relationssystem, welches nur aus Allrelationen
vesteht, die volle T, der Ordnung n! sle Automorphismengrup-
pa. Andersrseits gibt es stels Relationssysteme mit der iri-

. also die kleinstmdgliche Ordnung K(ng‘c)ﬂ iat. Beispiele
nierfiir 1iefern z.B. Relationen vom Typ einer Ordnung im
Sinne von ¢ Uber N. Fir die mitilere Ordnung derxr Autoﬁora
phismengruppe kzon man also sunéchst nur i¢g(n,T)&n! aussegsn.

Zur genaueren Berechnung von g(n,v) wird das Korollar won
Satz 1 verwendet: Der Anteil, der auf die einzelnen Te ’H:
antfdllt, ist sehr unterschiedlich. Den Lowenanteil in disser
Saymme stellt die identische Permutationg , den nichst-griferen
stellen diejenigen -ﬂ_ , welche durch Verftauschungen T nur
zweier Elemente der Tn induziert werden (sog. Transpositionen. .

g) Die identische Permutationic?n mit ¥ {e)=(n;05000,0) indu-

siert die identische PermutationT (£)e Ty mit R()=(n50:...0)

an®
Der Beitrag zur Summe im Korollar von fatz 1 ist also g—-ﬁ-!——.,
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. b) Die .Kl%l.‘:ll Prenspositionen T der 'Fn mit 'g(z-}=(n-2,1,09”,0,i

induzieren T(t'}elfmit 70(.")=( (naz)&,%(n‘f'm{naz)e) 90p00ee0)s
Denn diejenigen &~Tupel, welche nur die n-Z nicht permutierten
Elemente aus N enthalten, bleiben bei ]I unverindert. Dies

sind gerade (n-2)% Stiick. Alle enderen 6-Tupel liegen in
Zvkeln von-ﬂ' der Linge 2. Der Beitrag aller §-Tupel ist also

(n-2)°+ F(0%=(n-2)%) = $(nf+ (n-2)7)

%(n’-u- n®- 2en® 14 4-6-’-(%11 2 8(§)n€“3 teos)

= 0% - 61 + 6(6-1)n""2(1 + (6'=-2)0('_%))°

Insgesamt ist alsc der Anteil der Transpcsitionen
pe(s-1)n-2(1+(-2)0(1))

2‘“: a(g=) 2 . Fierbei hat O(x) die
< oY e
folgende Form:
! =1 o ( )23 6-"5-4%(6)24' St (6325 §-54...)

26(6-1) (6-2)n

6=3 _ 2(6-3)(6-4) (6-3)(6-4)(6-5) 51,
. % 15n ) 6! (;I)

c) Sei Zx , derjenige Teil der Summe im Korollar, der zu ellen

9
'n— gehirt, welche von irgendwelchen teTn mit Py (R)=n=-%® indu-
ziert werden (0<®<n). Es ist also Z o,n der unter a) behsndelie

Term; ferner ist Z 1m=0, und 22,n ist der unter b) behendelis

Term. Wir untersuchen jetzt fiir %> den Term

1 N'(P;i'@‘ooa'ﬁ'P a-)
xat " BT L

T(u)n’ﬂ"

. Q)= (w-x,)
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i) Die Anzahl derT mit g('rt)=(n—rpp2,”°-,.pm) ist bekanntlich'~’

e e e e e e E e A S O S e S S

n! Z n!

= = n_ ! °

P P
(nw'Z) !2 2'[)2! eeoll npn!

2) Die Anzahl der Partitionen der Zahl n in der Form

'3=(n-tgp29“.,pn) ist kleiner oder gleich 2xa Denn alle diesa
Partitionen miissen einer Partition8=(0.-; Pyssoeo ,pn) von 3¢ ent-

sprechen, und devon giDt es bekanntlich weniger als o%
3) Piir die Summe der Exponenten gilt
&
#P L P o+ 1(2? 43Ps40..4n®*P ) = P, + i(Jz'le'u-P ) = %(nf+P.)
3 & Py *Pl\ehgtotgees gt = T8 1 z jie

Nun ist eber P,=(n-%)°, denn wie in b) sind diejenigen 6-Tupel,
welche bel ]r unverindert bleiben, gencu diejenigen (n=:e)¢ Stlick
welche nur die n-=¥ bei ¥ nicht permutierten Elemente aus N

snthalten. Also ist
&
r c = €=°] g ] =
#Pi £ %(n'+(n—=x) ) =n —%ine L ﬁ%w—-l ns “ &% noo)

Aus 1), 2) und %) folgt o

s" =2 6.———- 6‘“ o oo 0
3 - . P(n " %ns 1+ %!..S‘g_ !) n 2 re )
Z,ln’ﬁrc =72 -2 f
?

e ' 2 0=1) 172 5L
_ oD oy n-1 a-%s1_ 5% 2”‘ ®
T n! C ue . 6-1° ug -1 me &-1"7 °
F” T Ba &n
e P 2
Demnach ist Z‘x,nn
e € ®
<2 28 . 2 e
- i " | ¢ —] [ ¢ o
n' e_gns‘ 1_;;,“‘,(%1 n® ﬁ; " ;éf-n T(140(1))
2 L9

wobei die o-Komstante noch u.a. von ® aunndngen kaan.

13) vgl. [12], s. 67 {1).
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Wir benttigen aber noch eine gleichméBige Abschdtzung

in %. Der Exponent im Nenner lautet anders geschrieben

: 2
BE ST WXL % (61 )(622) § ...
n

!
pie Klammer, deresn Wert mit K bezeichnet werde, hat die Form

n 29 n 0 %5 ok
- (1 = ﬁ-) B ﬁ('i = (1= =ﬁ} ). Es 501l gegeigt werden,

daB K grifer ist als eine von® und n unabhingige Konstanie,

nédmlich -%-5-..,

n 16-1 1
a) Ist Q< T 80 wird K;1=;T_?

(8-1) (6-2)
3

i 6-1) (6-2) (5= 1 1 . L
"';‘go - 04 m--o)‘i‘?‘ﬂ’ﬁ“‘z’“é“ooo ='EE>O¢

n n o ) .6
p) Seix> < Zun#ichet ist wegen 2 > 1: K > ;(1—-(% 3) e

Nech der Formel (i- -g-)y £ e % filir ypx>0 gilt wegen n>e>0

®\n - e no% -G% 1 ﬂ.y%
(1=g)" 477 aleo (1-g) ~ L e . Also 18t K2 2(i-e ).
-ex Py
2> n . =3
Da %F‘ 2 %9 so 18t e nﬁ_ e 1; algo 1-e > - il

Damit kBnnen wir die obige Ungleichungsketie fortsetszen:

i l - 3"'1 1 ='1 1 . 1 o
X > G'“ e )>ﬁg denn es gilt e L. Damit iat Krwg allge

=1

mein bewiesen.

lnsgesamt gilt, daB der Expcuent im Nennsy der Abschiatzung

Tur ngn nicht kleiner als %nt"“ ist fiir alle ®mit O<w<n.

&
T R . ,
Also 1is% ann £ wm—{—;;;-;?) » Damit stenht die Abhingigkeit

o

der Abschitzung von % “ganz auBen”.
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Up nun die Restsumme aller Z"n fiir 223 abzuschitzen, tellsn
wir sie (unter der Annahme, daB bereits n>és iet) in gwei Teile:

n 46
Z z?t z z‘ x--lfcﬂ Z”’n °

%=3

Rir n;nﬂo(ﬁ',’a.) is%t wegen 6> 1 dann ";g'ILT"' ; 80 daB der hintere
2

Teil gleichmdBig in 2¢ durch die geometrische Reihe abgeschitzt

werden kann:

n & &
5 7 U on jaewi 1 20 2,288t 1,061
= ! F=1 5. n! ° -1 -1
n=4e+1 w0 T R s 1- ' en
e 3 JUR A

Pl

= S, 1‘._.'..0(1)a Dieser hintere Teil ist also von kleinerer
e

GréBenordnung als der Term nach b).
Die endlich vielen Glieder der vorderen Summe sind einzeln
ebenfalle von geringerer GréBenordnung als der Term nach b).

Tenn nach der Anfangsabsehatzung fiir Z‘ ™

Z-x ; < _2%? y ‘“1(2!1) , wobei die O-Konstante von % (und ¢ )
g ' 23!‘.%2!1‘ {1-!’0(5))

abvhingt. Dawe>3, so ist dies von kleinerer GrtBenordnung als

der Term @ po(e-1)n° 2 (14 (6-2)0(1))
2: Bip=1) 2 nach b).
n:

2,‘-"!16- =1

insgesamt gilt also

g1+(6’ 2)0(-—)

& - f&'(ﬁ' -1)n®
S(n,<&,py) = 2’m 2 (14 oig=) s . (1+0(1))
n

mit 0(F) = - & .3.;2 + (6‘-—4)0(«--)

Im Sonderfall =2 ergibi sich damit
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== | =

I"j

Setz 3:

S(xl.,d!.?f,'pu‘?)

-—-—T’(I +

nin=- ﬁ!o2 (146{1)
2,0

Netiirlich ist es leicht miglich, diese Abschiitzungen welter zu

verschirfen, indem men z.H, 2'

3.n noch
¥

explizit

beriicksichtigt,

und die Restabechdtzung erst bei =4 heginnen.lﬁﬁt. Aber auch die

hier entwickelte Approximation ist schon enorim genau.

ces z(?f:) arprechnet worden,welche schon friher

o . e 0 B o S

14)

angegeben wor-

den sind. Die relativen Pehler sind schon bei kleinen Argumenten

gering. Im Fall ¢=3,r=2,n=4 z.B, unterscheidet sich schon die

erste Approxime tion erst in der 17.Stelle vcm wahren Wert,

1 S(n,¢2,1%) 2 om Zout Zw __% Zom T, Z,,.)
! 2 2 > | i

2 10 8 0 lo,8000 |1

3 104 | 8,5333.40" 1901330102 0,8205 |0,9743

4 3 044 | 2,7307.10° |2,9867.10° |0,8970 |0,9812

5 291 968 | 2,7962.10° |2,9054.10° [0,9577 |0,9951

6 96 928 992 | 9,5450.107 9,6848n107 0,9847 |0,99916
7 112 282 908 928 | 1,1170.10"V[1,1227.10" " |0,9948 | 0,99991
& | 458 297 100 061 725 | 4,5751.10 %|4,5829.10"% |0,9983 |0,99908
9 6,6666.10'8 6,6630.108|6,6665.10'%0,99946 | 1,00000
10 3,4939.10%° 3.4933.1027|3,4979.10°° [0,99983 | 1,00000
11 6,6603.10°5 6,6600.1028(6,6603. 10°C |0,99995 | 1,00000
12 4,6557.10°% 4,6557.10°%|4,6557.10°% |1,00000 | 1,00000

374

n S(n,€2,2%) 131 : Z,ﬁ Z.,.,* ZM‘ % Z,‘.“ 5[7., ZQ
i 4 4 :

2 136 128 1726 0,9412 1

3 44 224 | 4,3691.10% |4,42027.10% [0,9879 |0,9995

4 179 228 736 | 1,7896.10° |1,79219.10° [0,9985 |0,9999

5 9 383 939 974 144 | 9,3825.10'2|9,383971-0 90,9998 | 1,0000

14) Vgl. [ao], §3.




. n' S n;42,%») 1375 2:.;-,,.“ ‘Z,,“*E,L,
: T T el 3 8
2, 2 080 2 048! 2 080
3 22 366 176 | 2,23396,10'  |2,238601.:0
4 11 708 294 650 6:4 | 1,172812.10%° |1,17283924.10%°
5 314 824 619 911 446 167 S:-2 fi,14828,43,1020|3,14E§246'1984a1020
B ooz i . :
n 8n,¢3.17) g 5 Do ™ 2 an
) 2 2 2
2 1586 128 136
3 22 377 984 |2,27636.137 2,237781.10"
4|768 614 354 122 710 232)7,666143354.10' 7 7,6661435358.10" 1
5354 450 798 875 987 863 |3,5:4607938759775.10°2] 3,5446079887598386"
749 270 670 915 141 632 05
n $(n,%3,23) 1376 2o
1 4 4
¢ 2 32 89¢ 32 768
3 5 002 309 885 B85 440 | 3,002399751.70'°
4| 14 178 431 955 039 103 827 | 1,4178431955039102644.10° 1
204 “44 901 417 762 B16
n 5(n,84,15) \317 2
1 2 | 2
2 3; 896 | %32 768

3| 402 975 273 205 975 947 935 74¢ | 4,02975273204876. 1025

Die Auasage, welche dis Sitze 2 und 3 fiir die mittlere GroBe der
Automorphismengruppe machen, ist klar: Die triviale Abschitzung
1<g(n,T)¢n! L4Bt sich jetzt wesentilich verschirfen. Mit gin,T) =
nE! E?.;nr:ttj‘)' ergibt sich wegen Z(n,’t)==2"m'r gerede g als (er Wert der

Klammer in cen SHtzer 3 und 4; und dieser Wert ist asymptotisch gle s

. 1 wnd niherd sich numerisch sehr scemell diesem Wert.




. §4. Auswertirg der Fulya-Pormzl fiir reine Relationssysimme mit

TR A . —

—

g=

Das esymptotische Verhalten von S(u,T) fiir nee isgt im Fallie
einetelliser Systeme (mog. Carrap-Systeme) von (IAIRM.I""iS-'l bera2it

elementer behandelt worden. CAENAP =srhielt

§QE?-&;&= E‘ (n ?<1 9,‘1'«} . {né-zf'&u'i ) :
M1
2
Demnach g:lt die asynptetische Gleishheit S(n,<1,ﬁﬂ-( o) X
e =-1)!

Satz 4 ergibt sich auch in der hier entwickelten Theorie, da
Tl =% 10t una da bekanntlien'®’ z(’l‘;l)['fr/m} (B (84100 (Ton=1)
i8t. Pir <=2 erhdlt men das Cernapache Ergebnis,
PFiir die mittlere Grole der Ordnungz der Automorphismengruppe
". gilt also o

gn,t) = —-. Die gréBtmdzliche Ordnung ist
nach wie vch‘(ngt)an!, und diese wird g.H. angenommen fir die-
jenigen Cernap-Systeme, welche sus Lauter All-Prddikaten bestehen.
Hingegen gibt es fiir hinreichend groBe n keine Carnap-Systeme mit
der trivielasn Automorphismengruprps. Vielmehr kann men fir die
kleinpstmigliche Gruppenordnung'xfn,v1 die folgende =zsymptotische
Abschiitzung geben:

-1 P )|

'VL-H}”' ) 4

A
(3

Beweis: Die Automorphismengruppsn von Carnap-Systemen sind
direkte Produkte von symmetrischen CGruppen, die iiber den sog.
Q-Pridikatsn P1p--oaP2F_operierenp welche durch die Prddikate

=3 ES en e s SN ES IDER SV

. R“...,Rj,_ induziert werden: Ein Q-Pridikat ist dabel definiert

15) Vvgl. |4, S.138, 735-1d
16) vel. fidl ; 8.71, (8)




durch eine Konjunktion Pyi= (m)Rjacc.a(-i)Ry, wobei die 2P Mog-
lichkeiten, die durch Klammern angedeuteten Negationen zu setzen
oder nicht zu setzZen, gerade zu den ol O=Préddikaten fiihren.

Jede Zahl aus N liegt in genau einem Q-Pridikat. Haben die Q-Pré-
dikate die Kardinalganlen Qqee229d,0, 80 hat die Automorphismen-

gruppe’ﬁ die Ordnung g=qy'-++Qu!, vnd diese Zahl £Hllt minimal
aus, wenn alle aj m8glichs®t gleich groB sind. g ist ein sog.
OrdnungsmefB (degree of order) im Sinne Carnaps‘7)a Ist n=r.2Ms

mit Q§s<2F9 ao gilt fiir die kleinste Gruppenordnung der
- . M~
Hilfssatz: Y (n,T) = (r!)zr"((r+1J!)° = (x1)? (re1)®.

Die "gleichmiBigste" Verteilung der n Individuen auf die ZrLBaaiaw
mengen bestent ndmlich darin, 2l-a Basismengen jsweils r Indivi-
duen, den restlichen s Bas.ismengen aber r+1 Individuen zuzu-
éeilen.

Nach der Stirlingschen PFormel ergibt sich aber bei festem s

fir neew (und é¢amit auch fiir rae ) aus demn obigen Hilfasatz

N in -1 ks
X(n t)"\’ r L—:)— 8 _(ar)y = (n_s)n+ .!—)—-—_—
&= ot el o

=1 -1 A=
,, (.’ll...)'“':-"Il 4(1_ E)n+2"“1aﬂ,ﬂ£_ i (!'@_..)m'z“t .&L‘L_
o =

=9
Denn (1- & 8\1 gstrevt gegen &~%, und (1- -~)2"l strebt, de s

besehrﬁnkt ist, gegen i,

17) vgl. 37, s.1-2.




Hiermit ergibt sich nun, daB bel der Abschitzung

b (n :'b‘}f-_s (n, rC)f'_T‘(ns'C':'=n!
die Zahl g(n,T) stets echt zwischen den beiden Randschrenken
liegt. Genauver, die Quotienten % t:md'%~ gehen gegen Unendlich,
)

allerdings der erste wesentlich langsamer als der zweite. Man

rechnet leicht aus, daB

52l 3 5 (2l s
i aths- RSN ol

E.—2

=sal f(n,ru}.

- a .
(2P 3
T s o -
L@y -2 — o f 2 u:ff .Pla,n)s
Hat 2 =1 Pf‘ p2 -1 Fr- = /“)

Durch Logarithmierung ergibt sich

108.;56 = log -i/_,_+ %(2F—-1)10g n + o(1) = 0(log n), dagegen

105-%1 » logpr +f.,(1ag 2)en -(2"'-1)105 n + 0(1) = 0(n).

Natiirlich ist ebenfalls log E= 0(an). Demnach liegt g tetsdchlich
wesentlich niher bei 3 , als | bei ‘df liegt. Diese Tatsache kann
man els einen schwachsn Freatz fiir das starke Ergebnis im Falle

&)1 ansenen, nach dem dann g exskt in der Ndhe von 3’ liegt-

n! (n+2'r‘=-1 )

o8
Zehlenbeispiele: Die Zahlen g(n;T) = 2] una

-------------- Tt
x(ngt) = (r!)zf‘(r-e-'i)“ sowie T'(ng'c')an! und die Vergleichefunkiion

el

r.

berechnet worden. Der rslative Pehler der asymptotischen Ab-

..f(n,r..) gind filr einige Zahlenwarts bis zu/A=5 und n=1000

schdtzung geht wesertlich langsamer gegen O als bei den Zahlen-

beispiclen #»', sc schon Werte um n-10 sehr genau waren.




Hiermit ergibt sich nun, daB bei der Abschitzung

¥ (n,T)¢g(n, )% | (n,T)=n!
die Zahl g(n,T) stets echt gwischen den beiden Randschranken
liegt. Genauer, die Quotienten % und—% gehen gegen Unendlich,
allerdings der erste wesentlich langsamer als der zweite. Man

rechnet leicht aus, daB
&2_-" | g 1 i
o2l 4 (21‘*;1) M4
E. 2 i .n’é = of -E( ) =3l f(n,’-n.).
=1 1 ol M
(2Por) *

T.."N Poyy-2 ____.._,,
e - s oo

Dureh Logerithmierung ergibt sich

log % = log a'?,."' %’(2Pﬂ1)1ﬁ‘8 n + o(1) = 0(log n), dagegen

103%1 = logFr +}~(log 2).n —(2";1)105 n+ o(1) = 0(n).

T
Natiirlich ist ebenfalls log -~ = O(an). Demnach liegt g tatsdchlich
wesentlich niher beix , als | bei :{ liegt. Diese Tatsache kann
man als einen schwachan Ersatz fiir das starke Ergebnis im Falle

891 ansehen, nach dem dann g exakt in der Ndhe von 8‘ liegt.

i n+2/-1
Zahlenbeispiele: Die Zahlen g(n,T) = g und

‘(n,'t.’) = (1! )ZF(I‘-H)S sowie T'(n,,'r:)=n! und die Vergleichsfunkiion

d.r.f'(:'t,r.) sind fiir einige Zahlenwarte bis zup=5 und n=1000

berechnet worden. Der relative Fehler der asymptotischen Ab-

schitzunz geht weserntlich langsamer gegen 0 als bei den Zahlen-

beispielen #31, so schon Werte um n=10 sehr genau waren.




1"
a -

( fw,e) T ) 4 |a -fr-,,:;v":cfb
psn) % (we) | 3" % P ! ]
(135) 2 22,5 120 .88 | 1,78 95,1
(1;10) | 1,44.90% | %,90,10% 3,63, 10° 2,7 | 2,52 [92,8
(1520) | 1,32.10"> | 4,87.10"% | £,43.10"® 3,70 | 3,57 96,5
(1550) | 2,41.40°? | 1,38.10°" | »,04.10%¢ 5,73 | 5,64 (98,5
(15100) | 9,25.10"28 | 7,44.10'%9 | ¢,35.10"%7T | 8,04 | 7,98 99,3
(1;200) | 8,71.10273 | 9,87.10%7® | 7,80.1077% | 11,3 11,3 [99.6
(1;500) | 1,05.1098% | 5.87.10988 | 1,22.10'"%4 17,9 |17,8 [93.8
(131000} | +,49.102268 3 75,10%269 | 4,02.102%%7} 25,3 |2s5,2 |99,9
(2;5) 2 6 56 120 3,28 1,89 57,7
(2510) 144 990 3,6%.10° 6,87 | 5.35 (17,9
(2;20) | 2,07.10% | %,92.107 z,4>.:0'® | 18,9 |15,2 [s0,2
(2;50) | 8,80.10%% | 5,62.10%8 | 3,04.10%% | 63,2 |59,9 94,7
(2;100) | 5,76.10790 | 1,035.10'3 | 9,32.10"37 |1,77.102|1,69.0%5,5
(2:200) | 8,5¢.10277 | 4,20.10%0 | 7,89.10%7% 14,90.10%|4,79.0997,7
(2;500) | 1,26.10877 | 2,40.10840 | 1,22.10"774|1,91.10%|1,89.0799, 1
(231000) | 1,05.10'979 5,88.10"%73 | 4,02.10%7%7|5,38.10%|5,35.0799,5
(355) i 2.90 120 2,90 c,365 12,6
(3;10) 4 65.9 3,635,105 | 16,5 | 4,13 25,1
(3;20) | 2,07.10% | 1,87.10° 2,435.10'® | 90,4 |a6,8 |5 .8
(3:50) | 3,54.102% | 5,63.1027 |3,04.10% }1,50.10° 19a6au%7:gs

Fortsetzurg D.w,




=18=

(psm) ¥ L) glu,z) T e v) 3_2 i e p) &i\f:t‘
(3;100) |7,91.107% |1,19.107® | 9,33.10"°7 | 1,51.10% | 1,31.10% | 86,6
(33200) |3,35.102°" |5,54.10200 | 7.89.10°74 | 1,66.10° | 1,48.10° | 89,4
(3:500) | 1,52.10%97 |5,70.10%97 | 1,22.10"134|3,76.10° |3,65.10° | 97,1
(3;1000)| 1,53.10'%74 6,67.10'68 | 4,02.102967| 4,23.107 |4,13.10" | 97,8
(435) 1 1,71 120 1,77] 5,92.107% 0,0
(4510) u 10,8 3,6%5.10° 10,8 | 1,07.10"" 1,0
(4320) 16 6,55.10° 2,43.10'% |4,09.10% | 1,94.10' | 4,7
(4;50) |4,51.10%% [3,03.10'® | 3,04.10%% |8,70.10% |1,87.10% | 21,5
(4;100) |1,25.10%° |8,66.10%° |[9,33.10'57 |6,92.10% |3,39.10° | 49,0
(45200) |6,26.10"47 |5,32.10'%% | 7,80.10°74 |8,49.10% |6,14.10% | 72,2
(4;500) |4,53.10°48 |3 15,1070 | 1.20.10'734|6.87.10""5,92.10'"| 86,2
(431000)| 2,30.10782| 2 £3.101396 | 4 02.102967| 1,15.10"4]1,07.10"%| 93,6
(5;5) 1 1535 120 1,35(4,26.107| 0,0.
(5:10) i 3,61 | 3,63.10° 3,61]1,98.10°%] 0,0.
(5520) i 149 2,45.10'% [1,49.10% [9,15.107% o,0.
(5:50) |2,62.10° |5,35.10"" 5.04.10%% |2,04.10% |4,35.10% | 0,7
(5:100) | 2,04.1027 |3,15.1037 |9,33.10"%7 |1,55.10'%|6,25.10% | 4,0
(55200) |1,57.10%8 2,03.10112 |7,80.10°74 [1,30.10%%|2,90.16'%| 22,3
(5:500) |6,46.104"Y [4,86.10%" |1,22.107'34|7,52.10"%(4,26.10"°|56,7
(5;1000)| 2,10.10'997|5,66.107 121 | 4,02.102767| 2,70.10%4| 1,98.10%4| 73,2
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