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DIE HALBGRUPPEN DER ORDNUNGEN < 7 ~
27¢7

d. Jirgensen und P, Wick E;S \

Vorgelegt von §t. schwarz

In dieser Arbeit werden zwei Halbgygruppen als dgquivalent
bezeichnet, wenn sie zueinander isomorph oder antiisomorph
sind, Reprisentanten fiir die iAdquivalenzklassen der Halb-
grupven der COrdnungen £ 6 wurden 1935 von Poole ({ol, kom-
mutative der Ordnungen <£4), 1949 von Carman, Harden und
Posey ([1], Ordrnungen £4), 1553 von Tamura ([10], ord-
nungen 2 und 3), 1954 von Forsythe ([23, ordnung 4), eben-
falls 1954 von Tamura ([11], Ordnung 4), 1955 von Motzkin
und Selfridge (L€¢], Ordnungen £ 5), ebenfalls 1555 von
Tetsuya, Hashiroto, Akazawa, Shibata, Inui,und Tamura ([12],
Ordnungen € $), 1966 von Plemmons ([7,{], Ordnungen < 6)
und 1976 von Gabovid ([3], linear geordnete der Ordnungen
£ 4) bestimmt. Eine Variante des von Plemmons benutzten
und von ihm in [83 beschriebenen "back-track"-Algorithmus,
allerdings mit einigen im Hinblick auf die Rechenzeit we-
sentlichen Anderungen vcrsehen, wurde von uns zur Bestim-
mung der Aquivalenzklassen der Halbgruppen der Ordnuang 7
eingesetzt; die entsprechenden Computerprogramme wverden
von urns normalerweise zur Konstruktion von Beispielen von
Halbgruppen nicht zu groBer Ordaung mit vorgegebenen Eigen-
schaften der Cayleytafeln verwendet [4].

Eine Katalogisierung sdmtlicher Aquivalenzklassen der
Halbgruppen der Ordnung 7 in gedruckter Form verbietat
sich wegen der gewaltigen Zahl -~ es sind, wie die Rechnung
ergab, 836021 -~ von selbst; aber auch bei anderer Darstel-
lung, etwa Speicherung auf Magnetbéndern, wdre der Xatalog

wegen seines duBeren Umfanags praktiscn unbenutzbar. Wir
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haben daher (vorldufig) auf eine Konservierung der einzel-
nen berechneten Reprédsentanten (Cayleytafeln) verzichtet
und stattdessen die Halbgruppen nur gemdB einer feineren
Klassifikation nach einfachen Eigenschaften der Greenschen
Relationen gezdhit - in der Hoffnung, aus der Kenntnis der
Eigenschaften und der Anzahl der nicht-dquivalenten Halb-
gruppen mit der jeweiligen Eigenschaft alle Reprdsentanten
leicht(er) rekonstruieren zu konnen, Diese Daten geben
wir in den Tafeln 1 und 2.2,1 bis 2.7.7 wieder.

Tafel 1 gibt die allgemeine vergleichende Ubersicht
iiber die Anzahlen und ist fiir die Ordnungen 2 bis 6 mit
der Tabelle von Piemmons identisch, Die Tafeln 2.i.j mit
i=2(1)7 und j=1(1)i enthalten die Angaben iber die Halb-
gruppen der Ordnung i mit genau J idempotenten Elementen;
es sind jeweils die abelschen, reguldren und inversen
Halbgruppen gezdhlt sowie die Halbgruppen mit bestimmter
D -struktur; letzteres ist in der Form

as D/d1 r, 11/d2 r, 12/...
notiert; dabei ist a die Anzahl der nicht-dquivalenten
Halbgruppen mit dieser Struktur, D die Anzahl der D-~Klas-
sen, dk die Anzahl der Elemente, 1 die Anzahl der (R-XKlas-
sen, 1. die Anzahl der X- Klassen der k-ten o@—Klasse, es

werden nur die o) -Klassen mit d > 1 angefiihrt, die nicht
angegebenen sind trivial.

Wir sind uns dariiber klar, daB die beriicksichtigten
Bigenschaften sicher nicht optimale Information iiber die
Halbgruppen geben; ihre Auswahl erfolgte zundchst auch nach
gewissen algorithmischen Aspekten und bedarf sicher einer
Uberprifung.

Es sei bemerkt, daB ein Versuch, die Ordnung 8 in &hn-
licher Weise zu behandeln, derzeit erst dann aussichtsreich
erscheint, wenn grundsdtzliche Verbesserungen am Algorith-
mus vorgenommen werden konnten. Es wdre sicher giinstig, bei
der Konstruktion der Halbgruppen vorgegebener Ordnung n die
Kenntnis der Halbgruppen der Ordnungen < n auszunutzen (ein
entsprechendes Programm wird gerade getestet); fiir die Ord-
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nung 7 diirfte dies praktikabel sein und zu einer Beschleu-
nigung der Rechnung flhren, fiir die Ordnung 8 ist das Ver-
fahren wegen des groBen Speicherbedarfs vorldufig undurch-
fithrbar. SchlieBlich sei noch auf die von Kleitman, Roth-
schild und Spencer :3] angegebene Abschdtzung der Anzahl
aller Halbgruppen vorgedgebener Ordnung (ohne Beriicksich-
tigung der Aquivalenz) hingewiesen,

TAFEL 1. T
Ordnung I 2 2 4 5 6 7 UY ’////
Gesamtzahl 4 18 126 1160 15973 836021 h_—-——i%b \ L//r/////
Abelsche 3 12 58 325 2143 17291 2)k7 5 =
Reguldre 3 9 42 206 . 1352 10168 ”____, T V//’
Inverse 2 .5 16 52 208 50 S S -L//
1 Tdempotent | 2 5 19 132 3107 623615 i, 9 ;2# ;L77%i7’
gldempotente 2 7 37 216 1780 32652 L7<G
Idempotente| 6 44 351 3093 33445 | }6‘5 {
4 Idempotente 76 396 ZTS7T— 53145
5 Idempotente 135 2961 56020
6 Idempotente 875 30395
7 Idempotente 6749

TAFEL 2,2,1.
Anzanl: 2 /abelsch: 2 /invers: 1 /reguldr,nicht-invers: 0O

1= 1/27% v/ 1: 2/

TAFEL 2.2.2.
Anzahl: 2 /abelsch: 1/ invers: 1 /reguldr,nicht-invers: 1

1¢ 178 8 1/ 1: 2/
TAFEL 2,3.1.

Anzahl: 5 /abelsch: 5 /invers: 1 /regulér,nicht—invers: 0
1t 1/3 1 1/ o 2/2 11/
ot 3/
" TAFEL 2.3.2.

Anzahl: 7 /abelsch: 5 /invers: 2 /reguldr,nicht-invers: O
1% af9 2 3/ o: 2/2 1 1/

L 4: 3/
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Anzahl: 6/abelsch: 2/invers: 2/reguldr, nicht-invers: 4
1t 1/3 3 1/ a'/e ey
2: 3/

Anzahl: 19/abelsch: 16/invers: 2/regulédr, nicht-invers: 0
2: 1/4 1 1/ 34 213 %+ 1/
5: 3/21 1/ 10: 4/

Anzahl: 37/abelsch: 23/invers: 4/reguldr, nicht-invers: 1

1:1/4 2 1/ 2: 2/31 1/
2: 2/2 1 1/2 1 1/ 3: 3/2 2 1/
12: 3/21 1/ 17: 4/

TAFEL 2.4, 3,
Anzahl: 44/abelsch: 14/invers: 5/regulédr, nicht—invers: 4

2: 2/3 3 1/ 4: 2/e 2 1/2 1 1/
17: 3/2 2 1/ 3t afe 1 4/
16: 4/

IAFEL 2.4.4.
Anzahl: 26/abelsch: 5/invers: 5/reguldr, nicht-invers: 21

: 1/4 4 1/ 180 %74 & &f
4: 2/3 3 1/ _ 3s /a2 fa gy
2: 2/2 1 2/2 2 1/ 105 8/ &%/
5: 4/

TAFEL 2.5.1.

s

Anzahl: 132/abelsch: 62/invers: 1/regulédr, nicht-invers: O

1t 1/5 1 1/ 5: 2/4 1 1/
6: 3/31 1/ 27: 4/2 1 1/
93: 5/

TAFEL 2.5.2.
. Anzahl: 216/abelsch: 106/invers: 6/regulidr, nicht-invers: O

4: 2/4 1 1/ 2: 2/4 2 1/

2: 2/3 1 1/2 1 1/ 12: 3/3 1 1/

2: 3/2 2 1/21 1/ 132 3/2 1 1/2 1 1/
65: 4/2 11/ 15: 4/2 2 1/
101: 5/

72
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TAFEL 2.5.3. :
_ Anzahl: 351/abelsch: 93/invers: 14/reguldr,nicht-invers: 6

54 gfn 9/ 3: 2/31 1/2 2 1/
1: 2/4 2 2/ 5: 3/3 11/
8: 3/211/21 1/ 2: 3/2 2 1/2 2 1/ E
9: 3331/ 27: 3/2 2 1/2 1 1/
99: 4/2 2 1/ 60: 4/2 1 1/
134: 5/

TAFEL 2.5.4.
Anzahl: 326/abelsch: 49/invers: 16/regulédr,nicht-invers:28

3% 2/4 4 \/ 6: 2/3 31/21 1/ ;
2] Big o af 38: 3/3 31/ F
191 /7 & me S 21: 3/2 2 1/2 11/ ]
184 afer /e 3 1/ 145: 4/2 2 1/ ]

16: 4/2 1 1/ 68: 5/ f

TAFEL 2.5.5.
‘ ahl: 135/abelsch: 15/invers: 15/reguldr,nicht-invers:120

1: 18 5.8/ 6: 2/4 4 1/
B B s ey 6: 2/3 3 1/2 1 2/ :
4: 2/4 22/ 19: 3/3 3 1/ ]
iy sfa sz 2/ 16: 3/2 1 2/2 2 1/ ;
39: 4/2 2 v/ 15: 5/ ;
TAFEL 2.6.1. E
Anzahl: 3107/abelsch: 342/invers: 2/reguldr,nicht-inv.: O E
3¢ 1/6 1 1/ 2: 2/5 1 1/ 4
16t 3/4 1 1/ 31: 4/3 1 1/ :
2481 5/9 1.1/ 2813: 6/

TAFEL 2.6,2.

Anzahl: 1780/abelsch: 544/inv.: 12/reg.,nicht-inv.: 1

1: 1/6 2 1/ 2: 2/311/3 11/
2: 2/5 1 1/ 8: 2/4 1 1/2 11/
28: 3/4 1 1/ 5: 3/2 2
8 8/8 8 1/ 16: 3/3 1 1/2 1 1/
:3/211/211/21 1/ 73:4/311/
121 afg 8- 1/2 1 1/ 72: 4/2 1 1/2 1 1/
180: 5/2 2 1/ 437: 5/2 1 1/

‘.;8: 6/

73
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TAFEL 2,6, 3.
Anzahl: 3093/abelsch: 582/ inv,. : 28/reg.,nicht—-inv.: 17

1: 1/6 3 1/ 8: 2/4 1 1/2 2 1/
2: 2/4 2 2/2 1 1/ 8: 2/421/21 1/
10: 3/4 1 1/ 2: 3/221/2 1 1/21 1/
6: 3/212/221/2 1 1/ 28: 3/4 2 1/
23: 3/31 1/2 2 1/ 9: 3/311/2 1 1/
7:3/211/2 1 1/2 1 1/ 10: 3/2 2 1/2 2 1/2 1 1/
3: 3/4 2 2/ g0t 43 1 1/

183: 4/2 2 1/2 1 1/ 109: 4/2 1 1/2 1 1/
18: 4/2 2 1/2 2 1/ 68: 4/3 3 1/

701: 5/2 2 1/ 6362 542 1 1/

1201: 6/

TAFEL 2.6.4,

Anzahl: 4157/abelsch: 422/inv.: 53/reg.,nicht—inv. : 67

2: 2/4 2 2/2 2 1/ 1¢e2fL 2 20 4 3/
5: 2/4 2 1/2 1 2/ 50°8F8 3 1/31 1/
7t 2/4 2 1/2 2 1/ 2¢ 803 31/8 2 1/
25: 3/4 4 1/ 192°8302 2 1/2 1 1/2 1 1/
5: 3/212/21 2/2 21/ 620343 3 /e 1 1/
10: 3/4 2 1/ 182 848 1 1/ 2 1/
12: 3/4 2 2/ 63 348 ¢ 1/2 2 1/g a1/
16: 4/3 1 1/ 33: 4/2 1 1/2 1 1/
112: 4/2 2 1/2 2 1/ ©331: 4/3 3 1/
391: 4/2 21/2 1 1/ 81: 4/2 1 2/2 2 1/
1713: 5/2 2 1/ 315: 5/2 1 1/
986: 6/

TAFEL 2.6,5,
Anzahl: 2961/abelsch: 200/inv. : 60/reg. ,nicht—inv. : 237

2: 2/4 2 2/2 2 1/ 5: 2/5 5 1/
7: 2/4 2 2/2 1 1/ 12: 2/4 4 1/2 1 1/
87: 3/4 4 1/ 70: 3/3 3 1/2 2 1/
212 3/21 2/2 2 1/2 1 1/ 47: 3/3 3 1/2 1 1/
54: 3/3 3 1/2 1 2/ 28: 3/2 2 1/2 2 1/5 1 1
27: 3/4 2 2/ 415: 4/3 3 1/
334: 4/2 2 1/2 2 1/ 115: 4/2 2 1/2 1 1/
276: 4/2 1 2/2 2 1/ 1073: 5/2 2 1/
60: 5/2 1 1/ 328: 6/

74
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TAFEL 2.6.6.
Anzahl: 875/abelsch: 53/inv.: 53/reg.,nicht-inv,: 822

1 476 38/ 1: 1/6 6 1/

11: 2/4 4 1/2 1 2/ 9: 2/4 2 2/2 2 1/

6: 2/3 3 1/3 3 1/ 8: 2/5 5 1/

14: 2/4 4 1/2 2 1/ 4: 2/3 31/31 3/

40: 3/4 4 1/ 80: 3/3 3 1/2 21/

32: 3/2 2 1/2 2 1/2 1 2/ 60: 3/3 31/2 1 2/

182 3/4 2 2/ 18: 3/2 2 1/2 2 1/2 2 1/
100: 4/3 3 1/ 136¢ 4/2 2 1/2 2 1/
110: 4/2 2 1/2 1 2/ 174: 5/2 2 1/

53¢ 6/

TAFEBL 2Pe7¢1s
Anzahl: 623615/abelsch: 3435/inv.: 1/reg.,nicht-inv.: O

17t/ % 1/ 7: 2/6 1 1/
78 53/8 1 11 91: 4/4 1 1/
2555 8/3 % 1/ 6420: 6/2 1 1/

616830: 7/

TAFEL 2,7.2.
Anzahl: 32652/abelsch: 3380/inv.: 10/reg.,nicht-inv.: O

4: 2/4 1 1/3 1 1/ 4: 2/6 1 1/
9 g/6 2 1/ 2: 2/51 1/2 11/
14: 3/3 1 1/3 1 1/ 12: 3/5 1 1/
2: 3/3 31/31 1/ 4: 3/4 1 1/2 2 1/
1¢ 3/4 2 2/2 1 1/ 4: 3/3 1 1/221/2 11/
59: 3/4 1 1/2 1 1/ 2: 3/3 1 1/211/21 1/
5: 4/2 1 2/2 1 2/2 1 1/ 188: 4/4 1 1/
59: 4/2 2 1/211/2 1 1/ 4: 4/2 1 2/2 2 1/2 1 1/
46: 4/4 2 1/ 110: 4/3 1 1/2 1 1/
o8: 4/2 1 1/2 1 1/2 1 1/ 522: 5/3 1 1/
142: 5/2 1 2/2 1 1/ 506: 5/2 1 1/2 1 1/
6204: 6/2 2 1/ 4075: 6/2 1 1/ ‘
20653: 7/

PAFEL 24743+
Anzahl: 33445/abelsch: 23773/inv.: 53/reg.,nicht-inv.: 9
3: 2/4 2 1/3 1 1/ 3: 2/6 2 1/
L 3: 2/511/2 2 1/ 4: 2/6 31/
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2: 2/4

5: 3/5
62: 3/4
30: 3/4
4: 3/3

8: 3/3
1112 4/2
69: 4/2
245: 4/4
143: 4/3
11: 4/4
689: 5/3
1233: 5/2
1352: 5/3
6827: 6/2
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2/3 11/
1/
1/2 2 1/
1/2 1 1/
1/2 2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 2 1/2
/21 1/2
1/
1/2 11/
2/
1/
1/2 1 1/
1/
1/

TAFEL 2,7.4. ' -
Anzahl: 53145/abelsch: 3360/inv. : 131 /reg.,nicht-inv, : 118

1: 2/6

4: 2/6

20: 3/3
23: 3/3
422 3/4
18: 3/4
21: 3/3
49: 3/4
28: 4/3
124: 4/2
364: 4/2
80: 4/2
350: 4/3
41: 4/3
662 4/4
315: 5/3
31643 5/3
1043: 5/2
19447: 6/2
14267: 7/

mr\)w—lr\)—\—-\—ammwm—am—lwwwu

2/
1/
1/2
1/2
1/2
2/2
1/2
1/2
1/2
1/2
1/2
2/2
1/2
1/2
2/
1/
1/
1/2
1/

—

RS T \V]
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2/2
1/2
1/
1/
1/2
1/
1/
1/2
1/2
1/2
2/
1/

1/

\G]

1
1
1

e

1/
1/
1/
1/

1/
1/

1/

1/
1/
1/
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8:

2:

4z
59:
135¢
63:
166:
102:
6
1538
171
7341:
13037:

12
13

8:

23

6:
40
50:
37:
255:
323
58
523:
221:
45:
59:
5243
773:
649:
5664 :

e I S R

17y 4
3/4 2
3/4 2
3/4 2
3/4 2
3/4 2
4/4 1
4/2 1
4/3 1
4/2 1
4/2 2
5/2 1
5/2 2
6/2 2
7/

2/4 1
2/4 2
3/4 2
3/3 3
3/3 3
3/4 2
3/3 3
3/4 2
4/4 4
4/4 1
4/2 2
4/3 3
4/4 2
4/2 1
4/2 2
5/2 1
5/2 1
5/2 1
6/2 1

1/3
2/2
2/2
1/2
1/2
1/2
1/

2/2
1/2
1/2
1/2
2/2
1/2
1/

1/3
2/3
2/2
1/3
1/2
1/2
1/3
1/2
1/

1/

1/2

AN e A s
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3

el AT il D) el

1/2 1

1/

1/2
1/2
2/2
1/2
2/2
1/

-
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1/
2/
1/
2/
1/
1/

/2 11/
1/ _
1/2 1 1/
i 8/
17

1/

1/
1/
&/
1/
211/
74
il
74
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1/
/21 1/
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1/
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TAFEL 2,7.5
Anzahl: 56020/abelsch: 2178/inv,:

8: 2/4 4

2: 2/6

9: 2/4
33, 374
4% 374
44: 3/3
159: 3/4
35: 3/4
5: 3/3
453 3/4
632: 4/3
1732 4/2
399: 4/2
39: 4/4
499: 4/3
232: 4/4
60: 5/3
§7504 578
4384: 5/2
22083: 6/2
7487: 7/
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TAFEL 2.7.6
Anzahl: 30395/abelsch: 943/inv,:

3: 2/6 3

7: 2/6
1331 3/4
80: 3/4
72: 3/3
169: 3/4
121: 3/4
1294: 4/4
557 4/2
341: 4/3
3183 472
@537 4/2
4379: 5/2

NN W= DD LWDD O

JURGENSEN und WICK

1/3 1 1/

2o/

1/3 1 3/

&/:2 1/

/a2 1/

/21 1/2 1 1/
1/2 1 1/

i~ -4

3/2 1 2/2 2 1/
W28 v/
/22

1/2 1 1/2 1 1/
2/2 2 1/2 1 1/
1/

/22 1/

2/

1/

3/

wWwapa/

2/

2/

1/

4/2
2/2
173
/8
1/2
1/

2/2
1/2
1/2
1/2
1/2

T LT ST TR AR TR

AN W=

D PN

1/
2/
1/
1/
1/

2/2 21/
1/
1/2 1 1/
1/2 2 1/
1/

77

11: 2/4
4: 2/4
4: 2/4
23: 3/3
74+ 3/5
50: 3/4
16: 3/3
38: 3/3
21: 3/3
16: 3/3
1186: 4/4
85: 4/2
1162: 4/3
103: 4/3
481: 4/2
98: 4/2
3959: 5/2
1552 5/2
36411 5/2
1811: 6/2

262 /reg, ,nicht-inv, :2022

3: 2/4
19: 2/5
87: 3/3

119: 3/3
210: 3/5
44: 3/4
51: 3/3
1864: 4/3
2551 4/2
1448: 4/3
300: 4/4
3897: 5/3
6662 5/2

2

O oA A DN S We, D WS W=DV W DN

2

N W N = =W = oUW W

1/3
2/3
2/3
1/2
1/

2/2
1/2
1/3
1/2
1/2
1/

2/2
1/2
1/2
1/2
1/2
2/2
1/2
2/2
1/

2/3
1/2
1/2
1/2
1/

2/2
3/3
1/2
2/2
3/2
2/

1/

1/2

3
3
1
2

1
1
1
2
1

1
1
2
2
2
1
1
2

3
1
1
2
i
3
2
2
2

1

232 /reg.,nicht-inv,: 581

1/
1/
1/
1/2

1/
2/2
1/
1/2
2/2

2/2
1/
1/
1/2
1/2
1/
1/
1/

1/
1/

/2 1 1/ 4
1/2 1 1/

1/
1/
1/

1/

1/

1/2 11/ d

1/

1/
2/

1/

1/ ]

o
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3686: 5/2 1 2/2 2 1/ 7960: 6/2 2 1/

262: 6/2 1 1/ 17882 2f

TAFEL 2,7.7.

Anzahl: 6749/abelsch: 222/inv,: 222/reg,,nicht-inv.: 6527

1:1/7 7 1/ : 74 2/6 3 2/

12t 2/4 2 2/3 1 3/ 18: 2/4 1 4/3 3 1/

22: 2/5 5 1/2 1 2/ El1e 8/4 4 7/3 3 4

12: 2/6 6 1/ poOE 2/9 3 1/2 2 1/

147: 3/4 1 4/2 2 1/ Bos '8f4 @ /e 1 2f

123: 3/3 3 1/2 1 2/2 2 1/ By B3 13 38

97: 3/3 3 1/2 2 1/2 2 1/ B2i 3/99 1/

186: 3/4 4 1/2 2 1/ B2 378 3 e afe vt
54: 3/3 1 3/3 31/ 287: 4/4 4 1/

705: 4/3 3 1/2 2 1/ 480z 4/3 4 8/0 1. 8fe 8 1/
541: 4/3 3 1/2 1 2/ $3: 4/4 2 3/
237: 4/2 2 1/2 2 1/2 2 1/ SEE: 5/3°3 v/
917: 5/2 2 1/2 2 1/ 789t 5/21 5/ 54 )
883: 6/2 2 1/ 222: 7/

Herrn D.D, Miller, B.M. Schein und Y. Zalcstein danken wir
flir Literaturhinweise.

(]

(2]
(3]
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