iber die Bernoullischen u. |
AN LR

(Von Herrn J. Worpitshy. Y., 4 A

'. L"I ] .'-"‘7
!1.

l)lt']l ‘nigen Notizen iiber die \m“ew]m Jive ({t‘s. hl.el’“‘fll
B Gegenstandes: “welche ich voranschicke, bvanqnn{hon keuqr"

:ir:"iﬁt'll' der Vollstilfidickeit. Sie  diirften jedoch mane luff ‘
{ I :
de erwiinscht sein, weil es bei der Zerstrentheit der lil‘l
i \ul Zeit und Miihe erfordert, das Material /llwlfll}lll“l

Hge Sicherheit, w3]1“11}“-\ nicht iibersehenzu halien. . 8
T Es war Jm-dg ernonlli: in seiner | Ars conjectandi, ]a_ 1e
B bei der Summation gleich loher Potenzen der natiirlic ]u*m

",Hshe Zahlen anfmerksam geworden, fiir welche
AMiseellanea analytica. 17304 eine Form des | .unmnuwmr/%.

Bedeutsamkeit Euler in <cinen

ZUCrst 11’ "t I

F
I
i HARBEIN
:lerml alleemeinere
i L :
Blilerentialis: 1755  dadurch ‘ins. Licht  stellte, ([g“ or|

fhcen zu 1Ilf?én m anderen analvtischen Gebilden ]\]z{xh-gu-.

diicken fiir D~ - Die Werthe 'des letzteenannten 1 ;_

Mientol) fiir d.w wl&hu denen » hat man sicl
' Fulersehe A(rhleu zu nennen, wihrend man nach dem Viorg
lv (fp tht: ch'mnma ~Bernoullisclie /ﬁi]nlvn" tiic, die von J. Bé
: Ecl\ten belhvludt Ieh werde mir erLuﬂwu im Anschluss an dle

g‘Jn mcmcm Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, l‘ s
oy als Eulersche Zahlen zu h

in' neuerer  Zei ooe

w-' = u,. aueh die I) REC 3 = u,,

U sie emcw&!ts ebentalla bei Ewler vorkommen und .uulurb

“hh
_engﬂ Béﬁ.whung stehen; so wie ‘sehr ilmlichen Relatione i
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dieses Journals. 'S. 11, aus "den er'huflngen l'uh.n ;nnT Ii’uf/~~ /uumi
; gt-sﬂ'”t. l[iL‘jl‘llig‘{:ll der! 62 ersten Bernoullischien Zallen theilt Adams il § .
p. 269 ff. mit.  Die Anzahl der Recursionsformeln zn deren Bereelnuig j8 |
allmiihlich stark angewachsen, da diec meisten Relationen. in denen Bernowll
sehe Zahlen auftreten, E\Hl'l\"% zar-\Vermehrung derselben bieten: nenerdiugs 1
noch liegen Public atiotien dieser Art von Seidel. Radicke und Lucas vor) g8
Meine Abgicht ist nicht quf dasselbe Ziel gerichtet. <ondern auf die Ablei 8
fung von llllh|u ndenten ’\ll\l]lllil\t o tiir die fumuu//r-i hen und !‘u/uw ]lu.
Zahlen, indem ich darunter solehe Ausdriicke verstehe. welehe jene Vel
vermittelst der Operationén der gempeinen Rechuungsarten villlig darstellengd
ohune hinterher noeh 1liv‘ \utliiﬂlmu von  Gleichaneen -oder  Determinantd (g
ziw verlangen. 15 \unlzli\um h dabei nebenher aunch Recursionstormeln e
aehen: sollten neue unter ihmen vorkommen. =0 leee ich darant Kein G
wicht. sondern nur auf|ibhren /nwnnmnhuw mit anderen Nelationen . a8
Sdenen sie werade t']lT-‘-IlIlII;_‘l!I. \\n mir ihr erster Entdecker bekannt 2
werde 1eh ithn angeben. | |
Die erste i ulnmln Simne independente Formel se ]Y\ it - veon L9
cefunden zu sein _\vl':_';l. Lacroixr: Traité des diftérences, Paris. 1500, p. ]11{"

niimlich die Formel (3.} dieser -Abhandlung.  Lacroix leitet sie aus (i

Theorie der Differenzen|ab: Grunert Mathematisehe Abhandlunoen, Altoud

1822, 8. 69--93) reproducirt sie mit veriinderter Ableitung. desgleichen :

vierte Band des Kligelschen Wirterbuchs (S.608), wo aber der Bewigs

_;j\.',, vermittelst divergenter Reihen gefiihrt wird.  Dann bringt Seherk sie wicin

‘%m Frinnerung in sciner \lrlmmllunu .Uber ecinen :l”"‘l'llll‘IIlt'Il dic Berupu ]
dien Zahlen und die ( (idh( ienten der Secantenreihe zuglei o darstellenimm
‘, .Aumll‘ngj_,_k” vom Jahre 1829 (dieses Journal, Bd. 4, S. 299 304, und leiEgss
~du hier unter (88.) und {(83.) fiir », und w, , anfgefithrten Formeln ‘
" nachdem er bereits vier Jahre: frither<Mathel atisehe. Abhandlungen. e ki, JT,
t-xlunr dargestellt hatte, ]mem
anderen Hc weis fiir die ﬁ'c/mr!nc hen. Formeln giebt 1846 Seklonulech, nilut'-

L1820 die Secantencoefficienten u, , indep

"..

R Journ., lnl. 32. S. 360. | 'Ferner sind mir noch bekannt ceworden CHNge
gt schr l'“m]'l]i(?il'f(‘ ill‘lt'l"\?'l*kﬂlfc Formeln fiir die Bernoullischen Zahlen, w .l-]p[“;i -'
' '.HJS(’u/nhr aut dem \\'Ct"q'*tlcl‘ Induction gefunden hat (dieses Journ., IRH.&
v Bd. 28, S. 193 — 28 Entwickelung der Functionsweise der ])Jf‘l'lu‘nl/{t.'\l'llt:yl: b

ahlen.) Sie gehiren zur Gattung derjenigen -Ausdriicke. welche sich a
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den nachfolgenden herden ¥

tionen in unbeschrinkter Aﬁz:ﬁnl Tlden TRReer e A
... Von dieser Zeit an tritt ein neuer (vesichtspunkt fiir dic Beliandi s
s Gegenstandes  auf, indem Raabe dicjemige  einfachste :11;:&*111‘:ti5
jon, welche bei den  ganzzahligen  Werthen der Variabeln i 8
\ iche  Summenformel iibergeht.  einer cingehenden  Untersue i
unteeWirft (Die Jacob-Bernoullische Function.  Ziivich, 18480 und die
',

summen  und bestimmten Integrale auf die Jacob-Bernoulliscl 't netiow

wonnenen Resultate in einer. zweiten Abhandlung (Zuriicktithrung ein

1851, Dhieses Journal. Bd. 42, S. 345--376.) wesentlich ergiinzt,  Hicri
stellte. Sehlomilch (im 1. Bande der Zeitsehrift fiir Math, und Plvsik. I RHGEE 4
S, 193 die Berroullischen  Funetionen als Specialwerthe  von  Difterentiad= ﬁ

‘ L"

quotienten dar — bei uns die Formeln (27 und (28) und  leitete (e

3
wichtigsten Resultate der Untersuchungen Raabes mit hivehster I legany :l-ll'
diesen Ausdriicken ab. - Auf die Ausdriicke fiir w,, und u von . Laplaee' 38 o |
und Scherk kommt er aber dabei nicht zuriiek. -

Seitdem hat die Literatur ii}lt'!' die Bernoullischen' und I'.'u/f'rm'hvn'l‘
Zahlen, ‘abgeschen von neuen  Recursionsforneln und  von Bezichungen §
zahlentheoretischen Charakters, meines Wissens keine  wesentliche  Bereis
cherung erfahren. '

Wenn ich nun einen so vielfach behandelten Stoft: wieder: in . die
Hand nehme, so brauche ich mich wohl nieht zu entsehuldigen, dass el
manches nicht Neue von nenem vorfiithre, dagegen anderes wnerwiihng lasse,
was micht iibergangen werden diicfte, wenn es sich umeine  Geheralbe-
arbeitung unseres Gegenstandes handelte.  Das Erstere wird jeder Leser.
dem das Thema von verncherein weniger nalie liegt, verlangen, um im Zu-
:ia!llllll‘llhiill;_."t' erhalten zu bleihen: aueh ist es hitufig grade der Zusammen-
hang zwisthen den Einzelresultaten, auf den ich das Gewieht lege.  Auf @
manches hier Uebergangene gedenke ich a. a. O. zuriickzukommen,

1. Der Gedanke, von welchem sich Raabe hei der Creivung der
Bernoullischen Functionen leiten liess, ist — wie gesagt dieser: die ein-
fachste algebraische Function zu discutiren, welehe fiir die ganzen positiven
Argumente in eine Summe gleich hoher Potenzen der ganzen Zalilen nach -
threr natiirlichen Folge iibergeht.

Als Vorarbeit hierfiir fand ‘er vor die Erweiterung der Bernoullischen
Summationsformel auf die Stmme der .-rf.ﬁ‘?.ﬁ Potenzen der Glieder einer ariths

Journal far Matbematik Bd. AV. Heft 3. 21
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metiSENGn Rethe mit de q leﬁlgcn Intterenz k, welcle suf ey G U des
des différences von Lactgiz — unter Kiirzithe der Schreibweiso ¢ Lo

i 2_’]'_‘"' —

i 2 fmE1N L 7/t ¢, ,, ]
'— 4 (m+ Dhar - (T B R o Gy . PRI
¢somit ob, diese Formel unter der Subktitution vou 4 =1 so

HEWie man vom un_lwsrimmtm:_ Integral zum bestimniten iiberoelt
und daber die untere Grenze zweckmiissig auszawiihlen,

Er that dies so, dass die Funetion*)

) / n n— n n—2> n H— { 3
Bz, n) = z"—in. 1|-(.,)-b’1..r - 4)-!)’_,..1* Sl )B. . x

\ b/

fir @ = 0 verschwindet, indem er die Bestimmung traf, dass das letzte Glied
dieses Ausdrucks dasjenige sein soll, welclies entweder oder &' enthilg,

Die Bernoullischen Zahlen B, B, B, ..:bezeichnet Raabe ehenso,
wie es in (1.) geschehen ist, schreibt aber B'(x) oder B'(r) fiir unses
B, w) 2w, je nachdem| » einen graden oder ungraden Werth it **,

Sehlomileh schreibt***) gz, n) fir unser B(z,n), worin ieh hic micht g
i e? F

tolge, um ¢ als allgemeines Funetionszeichen frei zu behalten. and xai'_j;lcirg_
um durch das Zeichen B jan die Bedeutung der Function zu erinneri, %

Die Form (1.) der| Function B(r,n) soll dic Raabesche Form der #
Bernoullischen Functionen heissen, trotz der aus praktischen Griinden (zuers
von Schlomileh) vorgenommenen Abiinderune.

Sie setzt voraus, dass man ausserdem -ein Mittel kemne. dic Ber-
noullischen Zahlen B, zu lerechnen, etwa die Recursionsformel : ;

9, ’ SR Veyud it )

T I s 1 A ma Y

f.-gl'y'f\l / e ()
NS AT ;

(—1)-

durch welehe das Bildungsgesetz der B, von Moivret) zuerst fixirt worden ist

4

S

“F4wei Jahre frither (1846) hat Arndt (Bd. 31 dieses Journals. S. 244 Ent
wickelung der Summe der »*" Potenzen der natiirlichen Zahlen nach den Potenzen des
Index vermittelst des Taylorselien Satzes.) diese Function ebenfalls darzestellt aber wicht
discutirt.
_ **) Vergl.: Raabe, ,Di¢ Jagob oullische Function. Zitrich. 15484 und. dis
FAbhandlung vom Jahre 1851, dieses Journ AP Wi Sies K867,

%) Zeitschrift foedath. ynd Pits. 1856, Bd. I, S. 193, und in scinem Compendinm

der hoheren Analysis, , .'

+) Moiere. Miscellinea mr:_if‘\'t"i'!':i_ 1730
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e
it der Berroullischen' Summationstorniel ®
'u|-p|||nn||4 hen Weg der Ableitung obiger Formeln wnu:ftl*hh
cagmmation von Differenzenréihen wollen wir hier nicht nachochion b
er wenig Anlass zu neuen Bemerkungen bietet,

Die mit jenen Hiilfsmitteln gewonnenen Resultate werden ime Fol
genden nirgendwo als Grondlage  der Deduction diencen.  Die Anfzihlung §
der Formeln (1.) bis (4. kounte aber nicht umganesen werden. wn den
Gegenstand der  folgenden  Untersuchungen wnd ihrer Resultate mit dea
fritheren gehirig zu wdéntificiren.

2. e Raabesche Form der Bernoullisclien Funetionen Bir. n) vee:
SWankt ilire Fatstehung  im Gronde der l':mu'ic'lu_'lung‘t.un 2" i cine
SPotenzreihe unter Anwendung des binomischen Satzes. '

Man kann auf cinem ehentalls canz elementaren Wese noeh andere ¢
Formen dadurel cewimen, dass man " durch solche algehraisehe Fune- 8
tionen ausdriickt, welehe sich leieht summiren lassen, sobald » die Reiki
x, r4+1, 42, a+3, ... durehldntt; z B, durch Tieffunetionen, . svélelod
im oberen Index den Summanden = haben.

Wir wollen eimige Ausdriicke dieser Art nither bhetrachten. «

Zuniichst is ex klar, dass die » Constanten o, o, e,
eigneter Weise bestimmt werden ktnmen, _damit die Gleiehung

" "

, i .:'—?1) N ol 'L 2 | s L4 il
%\ [ \ 1 \
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tiir jedes & gelte. Denn da beide Seiten dieser Gleichung durch @ olinged
Rest dividirt werden kinnen, so enthilt die Gleichung 5., naeh Potenzend

von @ geordnet, n Coefficienten, welche siimmtlich = 0 sej miissen.  Diesls

Bedingung ergiebt fiir die Bestimmung der » Zalilen ¢ senat ehen so vielol

simultane, einantter nicht” widersprechende wund von einander unabliineo
(1 lclchungon '

‘i) fﬂcob Bernoulli. - Ars eonjectandi.  Basileae.
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Y+ x, m) = :r—(\ /l——

1 T 4 S .
3-_,\'”-‘ --,.('D f] 2,)-1:‘..1:"

S5 B 2t

wo aber, wenn » = 2r éine grade Zahl ist, das letgte Glied dem hier .-':':
gegebenen  Bildungseesetz nicht folgt, weil in (1) das (:Ilul r"ﬁf) B ,
fehlt: so dass B Y42, 2r) mit'dem Gliede ' %

(=1 )( ity )

F‘W
sehliesst, wie es ja auch (ll(' Formel (45.) verlanort.

|
!

’ N

i 1

Fiir o = — + ergeben sich hieraus in Verbindung mit (55, wnd SERT
Relationen fiir #, oder B, wd fiir u, .. \\th-lw aber kein

Anspruch nehmen diirften, weil. sie sich -auch aus friilicr

UTOSNeS lll[t'['l'*St
schon ¢ NnEw e I\l I-I
ten Relationen leieht ableiten lassen und im Ve releich mit jenen we niger
einfach sind. .*]’

e ’k!
" >

Z13. Wir wollen uns nmh mit den'sZ8M8n o otwas niiher W 50l
‘iﬁfmn *n aus den Formeln des 9. Abschnitts 6in nicht unwichtices Iu 'Sl _
i

- abzuleiten.

o — L™

Iis ist bercits in (72)) constatict worden. ditss a, == n! sei, wes hillj
nach (18,) .?

(B2)

sein muss,  Daher folet ans (19.):
|

0, = (m=1). a

und durch Summation des Gleichungssystems, welehes hieraus entsteht. wenm#
man z der Reihe nach durch 1. 2. 3. . n ersetzt:

LY

7]

(93) " 0l = (Op

Verfiihrt man in dlhl]ﬂ"(‘ Weise mit der ans 1Y.) folgenden t.‘I(-i{-l,m,;_,‘-‘_i_

n

an_ ) — ‘{:'& =3 2‘,.
S0 ergiebt sich:

(94.)

In dhnlicher Weige folgert man:
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(96, 0, et = 105"
w's.
oder hei einer etwas veriinderten Zusammentassgny:
' ‘ l’l' . 2.(}-: ¥ j/.nr-f I\
\ " 1 gl
! o AN s T ated
. 8. W.
bie Aufstellung des- allgemeinen Gesetzes fiir die Bildungsweise vou
in-dieser Form ist leicht.  Wir sehen hier von il ab, weil sic gms leeinen
Nutzen bietet. : _ £
Betrachtet man nun den  ersten Ausdrick (63.) fiir « 8 B kel
man ohne weiteres, dass nachdem mit » ausmultiplicirt 14t ]l
Summandén ganze Zahlen werden, <o lange » - 8 ist, weil sich alann dea
Nenner jedes Coefficienten ‘der a gegen einen Faetor des Ziihlers hebr
Maeht man » =9, so gilt dasselbe von allen einzelnen Summiarides

ausser dem  drittletzten

r

)

weleher nar dann eine ganze Zahl ist, wenn 2 in

’7 SHPLES : IS o Lo '
" s }(|\ L0 TR0 4 IR o 1L TR
aufeeht.  Da dies zutrifft, so ist anch e, eine ¢anze Zahl.
Dass &, bis v, incl. ganze Zahlen shul, erhellt aus (63, \\imiu}

unmittelbar, weil die Nenner der Coefficienten der a sich gegen  cines
[Factor des Zihlers heben.
Damit »,- eine ganze Zahl sei, muss 2° in a, aufeehen: was dees

Fall ist, weil aus (94.) folgt:

1 33 3
O B - 03.31.15416.11.31.
Fiir v,s bis. ey, inel. bleibt dann wieder Kéin Dedenken.

Man erkennt, wenn man auf dem eineesclilagenen Weee woitereeht. dasss
- i,,‘,q_-r- ) ~ = v 3

es iiberhaupt nur dasaad mimt, ob a,_, fiir r=— 2" durch 2" theilbar s
it 30*

'%._‘u :-"*n","\ "




Nun ist aber nach (94

\,

Zr4-1 :
B 4 5= e r(dr' 2 @)
was ' fiir v
()n I_ ll' S ‘
.
14 gL
libergéht; und die Division mit 27 eroieht eine cange: Zahl mit ih-m'-* {
\ . 3 v - o 7 R 1 B P
Theiler 2° = 4, i :

A

Alle Summanden des Ansdrueks (63.), nachdem vollig ansmu W) IPRE

"r‘r:;a"_)“‘_‘ l Y

ist. werden ersichtlich grade Zahl Ausnahie des letzten . weleher

e,
i

chen so offenkundie ungrade ist. DaWer..ist e, selhst ungrae,

I

Nimimt man noel; hinzu, dass m: als eine odanze Zahl <1i\[m ia
R 5'

Abschnitt 10.), so erlailt man demnach f _'3 ﬁ lgenden Lehrsaty
Die Zahl

. sl gans, ungrade wnd dureh Jeden ungraden Theiler von theilbar. - !h
--__'/ah/ wy st durch die (2r—2— p)t Lo Ofgns “ron 2. aber durch keine /m!fuw
M'r//mr. wenn 2" die hichsie 'Potens 48 bedeutel. welehe in p aufgehd.

Die neun ersten Werthewemee sesindigs
vo=1 w03=3, oj=17. v =031, el = 3.691.
o= 2000017, | v, = 9.743.43867
Uebrigens lassen sich fiir die Zallen raus den bei uns ancemerkten
fiir B, anch leicht Recursionstformeln autstellen 2 1
‘ﬁll;_l"l’. wenn man zu (4“/ lli{: (_”L‘il‘llllll;{ 3«‘*.} ;_ltff[il'f'. Inwlufrlu l]!:l]l i|] i

g letzteren r um 1 erniedrigt hat:
O 5 ‘21’ \
E"\‘-,.) 0. E*( 0 ,.rl'"".--- o “l; :
Sund ans (41.) in Verbindung mit (39.) ergiclit sich

7 ‘:t’ 9.) v~ .l_ ’ (2!‘) v, 1+ ‘l} . (ir) et 0% it

Die Zahim Wy 1 tnd  sammtlich ungrade. wic nun clu' gl OTme; I

't

slihine Wclteru zeigt, weil man simmtlic the Glieder dieser | mnn-l- nm;,
fahme des letsten duareh 2 theilen kann. '

Berlin, October 1882,




