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AVERTISSEMENT.

Cet Ouvrage n’a rien de didactique. Ce n’est pas non plus
un simple formulaire. Je me suis efforcé seulement d’exposer,
non la théorie, mais la suite des calculs qui se présentent
naturellement lorsque dans une fonction uniforme on se
borne a donner a la variable des valeurs entiéres. Il n’est
pas possible d’éviter de constater qu'une classe remarquable
de fonctions est ainsi pratiquement déterminée si I’on admet
que les fonctions périodiques, introduites logiquement par
le calcul, peuvent étre systématiquement éliminées dans le
seul but desimplification. Ce postulat une fois accepté permet
d’employer des méthodes élémentaires, d’'une commode uni-
formité. J'ai d’ailleurs intentionnellement laissé de coté les
considérations de convergence car il s’agissait ici, non pas de
démontrer des propositions mais de les rattacher les unes
aux autres d’une maniére aussi étroite et aussi claire que
possible.

J'ai introduit des le troisieme chapitre la notion de fonction
réciproque. L’avantage correspond a celui que 'on retire
de 'emploi de la fonction f(— «) dans I’étude de la fonc-
tion f(x). L’autoréciprocité est une sorte de parité.

Les coefficients des développements en séries des puissances
de log(1— z) reviennent dans toutes les formules, surtout
ceux des puissances 1 et —1. Ces derniers sont utilisés
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exclusivement dans les formules sommatoires et non les
nombres de Bernoulli.

Le calcul des sommes alternées est fondé sur une opération
spéciale et je ne sais si j'ai été précédé dans cette voie. J'y
ai insisté dans la mesure ou le permettaient la dimension et
le but de cet Ouvrage. Les formules employées sont d’ailleurs
plutot des moyens d’interprétation des séries divergentes
que des procédés de sommabilité.

La fonction I' revient sans cesse dans les calculs en raison

de la maniére simple dont elle est rattachée a - Dans le

=

chapitre spécial qui lui est consacré se trouve une expression
du reste de Stirling qui est convergente et se préte au calcul.
J’ai donné aussi une nouvelle expression de la fonction entiére
qui figure dans le développement de I'(s). Elle est maniable
et ne renferme qu’une seule transcendante qu'une générali-
sation facile rattache au logarithme intégral.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude d’un groupe de
combinaisons des valeurs f(o), f(1), ... qui paraissent
jouer dans les facultés un role analogue a celui des différences
ordinaires dans les polynomes. Ils permettent au point de
vue formel le passage d’une série de Newton a la série de
facultés qui lui correspondrait. La solution compleéte est liée
4 Pemploi des séries divergentes. J'ai indiqué aussi tres
sommairement un procédé d’utilisation de ces coefficients
pour le prolongement des termes de certaines séries et le
calcul d'une valeur logique de leur somme. L’exemple
indiqué — a la vérité trés particulier — d’une somme obtenue
avec quatre chiffres exacts pour une série dont on ne
connait que huit termes dont l'addition ne donne que le
premier chiffre conforme, et cela sous des hypothéses admis-
sibles, m’a paru de nature & attirer I'attention sur cette
méthode. Je suis convaincu d’ailleurs que I'on peut espérer
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arriver par une étude approfondie de ces coefficients i
reconnaitre la nature d’une série de factorielles et peut-étre
a séparer les éléments entiers et fractionnaires.

Je n’al pu éviter quelques notations nouvelles et je m’en
excuse. Beaucoup trop de mots en mathématiques ont des
sens différents et beaucoup trop d'idées trés précises n’ont
pas d’expressions suffisamment concises. Peut-étre au fond
n'y a-t-il de véritables progrés que ceux du symbolisme.



LES CALCULS FORMELS

DES

SERIES DE FACTORIELLES

CHAPITRE 1.

LA SERIE DE NEWTON.

1. La série de factorielles la plus simple est la série entiére
p P
appelée série de Newton pour laquelle nous adopterons la notation

@

- N -
(1) fimfiXi—fi%—.. =¥ £X,,
n=0
X,L:'T(I—'l‘)'"<n_—1—'t), oy
1.2...1n

Sur Paxe réel une série de ce genre est en général convergente
au dela d’un point critique z,. Elle définit une fonction f(x) et
inversement toute fonction f(z) remplissant certaines conditions
est développable en série de la forme (1).

D’autre part, il est évident que les coefficients / peuvent étre
calculés de proche en proche au moyen des valeurs que prend
J (x) pour une suite de n 1 entiers supérieurs a x,. Nous ferons
le calcul au moyen du tableau suivant.

Inscrivons dans une premiére colonne les valeurs f(o),
J(1), f(2), ...; dans une seconde les différences S (o) —f(1),
J(1)—f(2), ..., et ainsi de suite, le coefficient frde 1a
(7 -+ 1) ligne et de la (p + 1)*™ ¢olonne étant formé en retran-
chant dans la colonne précédente du coefficient de la méme ligne
celui de la ligne immédiatement au-dessous. Le tableau sera done

SER )
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rectangulaire et non triangulaire comme on le construit quelque-
fois.
Nous aurons dans ces conditions

(2 fle+p)=fo—riXi—fiXs—...,

et si nous désignons par N, considéré comme fonction de n, le
symbole désigné plus haut par X comme fonction de z, les coeffi-
cients de la série précédente satisferont aux relations

g i :f([’>‘—N|f</7 *‘*1>—---—an([7+”)a
flr+p)=fo—Niffi—...—NafP,

dont nous uatiliserons plus loin la symétrie.

9. Pour éviter toute ambiguité, nous appellerons différence
ordonnée et nous désignerons par le symbole A f la fonction
) )

flz)— f(x+1)= Si— 2 Xi— f3Xo—. ..,
car on a évidemment
AX‘,:O, AXIZX”::—17 AX,L: Xn,.l.
D'une maniére générale, la différence ordonnée d’ordre 7
correspond a la série
(3) A”.f:./"L_L/‘/lﬂ‘lxl——,/‘ll\‘zxﬂ_—‘"~
et I'on a d’ailleurs, ) représentant un nombre entier ou non,

(4) flo+y)=fz)—YiAf—Yabtf—...,

Y,, Y., ... ayant le méme sens que DG i

La somme ordonnée sera définie comme opération inverse de la
précédente, mais en ajoutant la condition essentielle que la fonc-
tion obtenue sera nulle pour z = o. En adoptant le symbole £
pour définir la somme ordonnée nous aurons

X U)X, eR ey
BFCH = X [ fa ket oy

Les sommes ordonnées successives se détermineront de la méme
maniére mais en ajoutant chaque fois la condition supplémentaire
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que la somme ordonnée d’ordre n sera nulle pour n — 1, de sorte
que

(%) Q”f(-l'):—<foxn+flX/L+1+f2xn+-:+---)

sans ambiguité.
Ces formules se modifient lorsque l'on considére les valeurs
négatives de z. Posons

fl@)—f(z +1)=Af(z)=¢(a),
et nous aurons

(36is)  fl—a)— f(1—2) = 9(—2) =—Af(1—2),
(56is)  Qp(—2)=f(1—2z),  Qo[—(z+1)] = f(—z).

3. La suite des polynomes X peut étre considérée comme
formée des sommes ordonnées successives de X,, c’est-a-dire
de —1. Il est ¢évident que le groupe des équations (5) permet
d’exprimer les X au moins formellement par des développements
ou figurent linéairement les sommes ordonnées successives de la
fonction arbitraire f(x).

Le calcul se raméne a celui des coefficients de la fonction
inverse (au sens habituel du mot) d’une fonction donnée, ces
fonctions ¢tant supposées développées toutes les deux en séries de
puissances de la variable. Posons en effet

(6) —Xo=gof +£1Qf + g2 f+....

Les autres polynomes X s’exprimeront a 'aide des mémes
coeflicients par des sommations ordonnées successives. Une simple
substitution dans la série de Newton qui représente J(z) donnera
donc les relations entre les coefficients J et les coefficients
inconnus &

(7) Jogo=1, .fpé"u"‘fp—lé"1+~--**foé"l’:0-

Or cette série de relations est la méme que celle que I'on
obtient en posant

(,/'..—é—j}:—4—'/'22-2—!—...)((.';'04—5*1:+g'._)z‘-’+-...): i

Faisons tout de suite une application treés simple qui aura
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Pavantage d’introduire des constantes dont nous ferons un usage
particuliérement fréquent. Considérons les fonctions (VI—6)

WF—<M+fT+—T

ui sont les sommes ordonnées successives de 2
I
=i

Les coefficients ,, i, ... du développement
N= l.an‘f— ilYll+l =t 172'.'11—&-2"‘"- ..

seront ceux de la série ordinaire

log(;— z)

. ; i
=g+ U3+ 1las%+...

(8)

1 —z >
0g<[_ ) ot dont les coefficients

inverse de la série qui exprime

figurent dans y. D’autre part on aura, d’apreés le systeme (7), les
relations successives

. : i Ty
Ty=—T1 e L R
) ) P o P

qui déterminent les coefficients ¢.

4. Les calculs du tableau fondamental s’appliquent a la déter-
mination des coefficients de la fonction /' = z” et 'on a ainsi

(9) 2P =— (1 Xi+paXo+.. .,
9 D= o?—N; 17— NyoP—...— NpnP.

Lorsque p est un entier positif, le développement est limité et
I’on obtient

z?= X;— 2X,
St SO S e o 6y
b= X, — 14X+ 36X;— 24Xy,

z5= X;— 30X, +150X3— 240X, +120X;5, ....
On peut remarquer que le coeflicient pi de X, dans la ligne &
peut se calculer par voie de récurrence au moyen de la relation

k—1

/)2 = h(py —[1//1":' 2

cette méme régle s'applique d’ailleurs aux puissances nulles ou
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négatives de z

1 =X, - Xo+ X3+,

i =X|+<1+ £>X2~:~<1+3—|—i>xg+....
x ) 3 3

5. La résolution du sysiéme qui précéde (9) nous donnerait
I'expression des X en séries de puissances de z. Mais on arrivel
plus rapidement au résultat par la voie suivante qui introduit
deux systémes de coefficients, lesquels jouent un réle important
dans toutes les séries de factorielles.

Partons de la double égalité
(10) 1—(1—2)=zXi+ 22X+ 23X3+...

1 z2

o
= —log—— — — log?
11 %872 oil=sl

I—23 3! 1—3

Il suffit d’identifier les coefficients de z dans les deux derniers
membres pour avoir le résultat cherché.

Inversement, nous aurons U'expression des puissances de z en
série de Newton en identifiant les coefficients de ¢ dans 1’égalité

Tl bt

(r1) —<‘—!+T+-3—!—+...>:X.(1

: el)+ Xo(1—et)2 + Xy(1—et)d +....

6. Nous sommes donc conduits & étudier les coefficients de la
série

(12) _leogs

A %y (s) + za1(8) + B2as(s) +....
Il est trés facile d’¢tablir des relations linéaires, en nombre
d’ailleurs illimité, entre les coefficients o.
Nous ne retiendrons que celle que 'on obtient en écrivant

1 1 22 33
logs+1 —— = logs A — 4 = ...
8 1— 2 sy 2+3 ]

et qui se traduit par

a(s) _’_a.(s)_; _f_aL(S)

13 e =
a3 selrand) n—+1 n e

ce que nous éerirons

% %y On—
dpn=—0 + = —),
(¢ n A

relation qui permet d’exprimer les polynomes o(s) Supposés
développés en séries de Newton par voie de récurrence.
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On obtient ainsi

SR8 S8 R,
L= 25 2—-? 47
L BB S Lo Se 3B i 8
SR e T R sl T AT
"5 Sy 1S, 17S; Si S;
e e B S

Les valeurs que prennent ces polynomes pour s entier, positif
ou négatif, jouent un role important. En particulier pour s = —1,
on retrouve les nombres ¢ de la formule (8) au signe prés.

Si nous posons maintenant

(14) t=s(et—r1)s= Bo(s)+ tBi(s) 4+ 2Pa(s)+. ..,
nous aurons de méme pour déterminer les séries 8 la relation de

B
eoigl B ol ey
£ [(iz+1)!+/l! o]

d’ou par suite

récurrence

8, = St Ea Si77 8y
i 9’ F2 6 4 ’
Sy S, S; Sy 58S, S; Ss
B:zz———-.—%—ﬁ, = o e o = — —
24 6 120 550 8 16

Sy S, 'Z_S_'i S S;

2% o0 /45+ 961 D e 352

Nous retrouverons aussi les valeurs que prennent ces polynomes
pour s entier; en particulier pour s = —1, ce sont les nombres de
Bernoulli, a un facteur pres.

La comparaison de la formule générale (16) indiquée plus loin
avec celle déja obtenue (9) nous donne une expression simple
pour le cas de s entier

(15) Bk = bp'f{ow_N, TR R

En introduisant les coefficients « et 3 dans les formules (10)
et (11) nous obtenons finalement les expressions générales impor-
tantes

& x? an
X, = zxn_l(l)»ﬁ — ap—(2) b g (—r1)t oc',(il)}i!—,

(16) %
:;L-! = Ba (1) Xy — Br—e(2)X, -

e+ (—1) 1B (1) Xy,

-
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et les tableaux joints permettent de former les premiéres équations
du groupe (16). En particulier

; 7 x? i Z x2 z3
Xeg=———, Xy= o —— —_ .
) 2 3 2 6
s % @, [ ge oy a,
7 1
X q 7
o PR S A B ¢ Eet ), = ——— = (8]
3 6 6 720
) 3 1 1 1
O e s I —— - o =
9, ) 240 180
I 1 I
D e 1 —1 — 0 —— —_—
12 240 240
1 I 1 19 3
BT i 1 —— —_— s —_— —_—
0 12 24 720 160
O S ts 1 0 () o o 0
I I E I
3 i S S I e = 5= fory i
) 3 4 55 6
11 5 137 7
L TG R 1 1 S = -
12 6 180 10
3 3 ) 15 20 469
ShnEe s I - -z - - —=
9; 4 8 15 240
/I 1 92 I_z Z 9()7 8_()
........ 6 z 518 =
§ Bo B B B B Bs
§) 1 1 1
=gl i —1 — —_— —
12 12 240 720
I I I
S RS IR e i S P o] —_— 0
2 12 720
(DR AN I o o o o 0
1 1 I I I
B s I - - — s
9, 6 24 120 720
7 I 31 I
DRSS AT B 1 1 -t = — =
12 4 360 40
3 : 3 0] 3 43 o3
e R = 7 7 = =
) 29 ; i
e e 1 ) 13 2 8_1 L
6 3 8o 59
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7. La premiére des équations (16) montre que les dérivées des
polynomes X dépendent des nombres . On obtient facilement la
formule générale en dérivant s fois I’égalité

(1) exlosii—z =1 zX;—z*X,...,

ce qui donne

(—1)’—1log* :
e

et 'on a par suite expression de la dérivée d’ordre s de X en série
de Newton

(18) (—1)ps L X = oy (8) —tp—gg X1 —oo . — 2o (8) Xpiy.

On peut résoudre le systéme qui préceéde et exprimer inver-
sement X, en fonction des dérivées X, Pour y parvenir rapide-
ment, on peut remarquer que, dansles équations de ce systéme, les
coefficients figurent de la méme manicre que dans les équations
du type (6) et que par conséquent ces coefficients et ceux du sys-
teme des solutions correspondent a deux fonctions inverses, en
Pespéce

I
zlogs ——, zslog ,

Sy S

de sorte que nous aurons
(18bis) (—1)* X), = an(—8) X+ otp—1(— ) XE) ...+ ap(—s) Xy

En particulier pour s =1

X
o n—1
X
I
I X X
g pon b L Ot R
n =1 o2
5 . . ; Lo
N h— 0y 4\,1 - ilp—a X’Q—L D 1] }\/n

les coefficients ¢ étant ceux de (8).

8. La dérivée de f(z) a donc pour expression

/! +...] e [fz—.L ig =5 i — Xi—+....

2 2 5

(19) ./‘.L-=—[,ﬂ+ é He

Quant aux valeurs des dérivées successives a l'origine, elles
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s’expriment facilement au moyen des nombres o pour s positif
;
_.fn

; "
20) / o

o d

,—,I(;/: fs—-'r-j—)"v,"*...

et inversement, les coefficients f s’expriment en fonction des
dérivées a 'origine au moyen des nombres 3

: 1t B 1 :
f\—.ﬂ:fﬂ—u L i S

(20 bis) i e fr ﬁfg+.
3
_./3: /(’;—L —)'f:‘,-‘*
Comme application simple prenons le développement
I = E
(21) _ =5 —E5Y —5Y.—...,
T )i
ou l'on a posé
Criaa=1)d

(D9 e >
% > o (Z+D (2 . Azt 0)

On obtient immédiatement

; I I I I
(23) (z - 1)3252+;E::+§S;-'— —i’:_':,-?— ;
T Est 51+2’5)+
(x+1)* 12

et ces formules suffisent a montrer que le role des coefficients o
et 3 s’¢tend aux séries de facultés.

9. Si Ponintroduit quelques conventions qui ne sont artificielles
qu’en apparence, on vérifiera que l'intégration conduit aux mémes
calculs que la dérivation. En posant

‘f P _—,f Xoadx,

| 0

,\ Pil= [ do [ Xuds,
\ i 0

& (s=1)  drx
\ Pn-r.\-— Pn+s~—| dz

S==1
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et en intégrant s fois la formule (17), ce qui donne

1—zX,— 352 Xo=logs(1—xz) [P — 2P, — 22 P, —. .. ],

on trouve
(25) (=1 PP = 20(—s) Xugs+ 21 (— ) Xpppg—1 +. . .= 20 (— ) X,

formule 1dentique a (18 bis).
En particulier
B P,

—Xu=Pp+ R e e 1)
2 n

Pn = [.n—l Xl el IIIL~:: X‘_‘+ vt [‘0 xll

et nous voyons aussi que les coefficients ¢ déja rencontrés peuvent
étre définis par la relation importante

1
(26) (i :f X, dz.
0

Nous aurons aussi

s
: f X, dx =20, — 1‘//—17
0
f X et oy e
0

En résumé, si nous posons
ax
ff(.z-)(l.c:;a(z)—;(o):_;,Xl_;2x2~,..,
0

nous aurons les denx développements indéfinis

P — [‘(l‘/l//—l == 1‘] .f// == l"z‘/‘u—i—l Staiess

(27) e Pr-gx ~;

5 = Pr+2
ST AT ¥n S Ry i B

2 o

10. Remarquons dés a présent que les relations (27) qui pré-
cédent peuvent se généraliser. Posons

‘ l'/,fo—*l— "h—&—lfl o= Ph,
(28) "

-6

h D h+1
ComlEE e o
e 5

=
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JSn et ¢, élant les coefficients de deux séries de Newton dont la
seconde est 'intégrale de la premiére, nous aurons

‘ pu:L.O (]/l+’/‘([n—l S L.n—lqu
(28 bis) o D1 pa
( togn = _,7 —r;;-__—l—:'-...—ﬁ—])/t

et ces relations s’étendent d’'une maniére analogue a deux suites
qui satisfont aux relations (6).
Les premiéres des relations 28 bis auront la forme simple

R, i Py

—_— 1 I — I 1
Prz=iaadedt ool e =g Ples I,
20 ot sl e 1
Rirad st g 9 GRS A e e

11. On peut évidemment permuter les différences et les déri-
vations, mais par suite de la comvention faite pour la somme
ordonnée, on aura

(29) of—of =10 flm=—[f+ L+ 2],

ou sous une autre forme

: g - & /s s .fl i? : @

(2,9 blS) ‘.l(/—' Qf dr = — ‘/‘(]'*_‘;_‘_ 3 s SRy ¥ X|.
D’une maniére générale la différence

./‘J'Q“Lf(x) d.z;—Q’”‘/‘rf(.L') dx

sera un polynome de degré m dont on déterminera les coefficients
par les valeurs du premier membre pour o, 1, .... Par exemple

/‘xﬁf(x)(/.n—-Qfmf(,L-)(/.t:.KfIQf(lx,

puisque les deux membres s’annulent pour o et 1. En dérivant et
en remplacant f par f’ on trouve

(30) lef/dx—'r-[Q’f}l:O:__fo,

0
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ce qui correspond a une identité. Mais en prenant pour limite de
U'intégrale z et 41 on obtient la relation

e f'vﬁgf(x)dx +_/0dj'(x)(/<p :folgf(x)f/x

2

d’une application facile. Par exemple pour f=log(1+ x) on
trouve

X
/ logT' (1 + z)doz = (z +1)log(z +1) — (2 = 1)+ log /2=,
formule bien connue.

12. Les calculs relatifs a la multiplication et a la division
reposent sur I’emploi de la formule

z X, =mX,,— (m —+1) X044,
On a d’abord

(31) B = UL Rl R

On en déduit le développement de (z -+ ) [ et ensuite par simple

identification celui de L En particulier
Dt ),

Tl Jo+fi Jorb e e,

m—fr‘-—g——xl—-n— < X
(32)

1 Xy X,
s
r —+1 2 3

Pour y = o, on peut utiliser la formule

e S G S e G
x

et en posant

—fomfir b b

.
e e
2 o

on a la formule générale

f(»ﬂ;f(()) :pr_(fbhi-fl)xl_(fbdﬁf,-g_ IL—’)X:—...,

2

La .considération des fonctions réciproques des polynomes X
(Chap. III)) permet de simplifier les formules de ce genre. En
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remarquant que pOl.lI‘ X > (6]

— X —X;—...=o0

b

on peut supprimer le terme f/, et écrire

(33) f-————-—(o);ﬂ't) = /1 Xi+ <f1+ i}) Xo+ <fm‘— é’ —+ §5>X:;+..-.

Le méme procédé peut étre utilis¢ pour simplifier le dévelop-
pement de f(z —1). Dans le cas ou la limite

He=n) = fort i fo o
est convergente, le calcul formel donne
fle =0 = f=1)— X[ fl—1) = fo] — X[ f(— D= fo—Sfi]—.".
et par conséquent pour z > 0
(34)  Sfle—nD=fiXi+(fo+f) X+ (fotfitS1) Xat....

Cette 6galité peut d’ailleurs subsister sous la réserve indiquée,
méme si la limite désignée par f(— 1) n’est pas finie. Par exemple
la formule qui précéde donne

(34 bis) %:X|+(1+%>Xg+<1+:+;)X;;+....

13. Le symbole X, peut étre généralisé et envisagé comme une
fonction de I'indice n
'(n—x)
(35 X, st el Ll
9 ) n l‘(}ll+l)r(‘——«l‘)
(ou T désigne la fonction eulérienne) qui se développe en série de
Newton
i (x+1)(z+ 2
Xp=No+ (2 +1)N,+ -—'—L(‘——_'_—'-)‘Ng“r‘...,
commode pour les valeurs X, (— ).
Les nombres ¢ peuvent ainsi étre considérés comme des fone-
tions de n définis par la formule (26)

1 1
i :f X Mf/,
A ; ieaben sER (G
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Cette expression peut étre transformée. Partons du dévelop-
pement classique
B ~*—  L = N X‘F‘\‘ax-)%*---.
F'(z+1)T(n-+1) s 2l 4
qui devient, en prenant les différences secondes par rapport a la
variable z,

F(z+n-—+1)

=—X,+X; N (o No—+-. ..
T'(n—+3)T(x—1) 2+ Xy Ni+ Xi N,

Intégrons de o a 1 par rapport & z nous obtenons d’abord

f‘ T'(z+n-+1) b Us —= 13 Ny -+ 13 Na4
e sanlealily W s St i
f l(llfd)l(-l«_l>

D’autre part si nous faisons le changement de variable z —1 — y

nous trouvons aussi

1 A 1 , A
'z —+n-+1) 'in—+2—y) i
3€ o hi— S 1y = — 'S
9 ‘[ E(n-+3)T(x-1) 2 /(: PR a9 = DlGcy) e

et nous obtenons par suite le développement de 7,,. en série de
Newton de la variable n

37 Lnpe = lo—i13 N1 — iy’ No—.. ..

On voit que iy, satisfait a la relation f(n) = f,, et que par suite
les nombres ¢ d’indice supérieur a 2 forment une suite autoréei-
proque d’aprés la définition donnée plus loin. Comme consé-
quence i, , est susceptible de développements de forme spéciale
tels que

25 i.u—l—? ==

ou les indices des X sont tous pairs.
En développant le premier terme de (36) d’apres la formule de
Stirling on trouve que pour n trés grand

A % 1
T — —/ ——dr =— = f x(x—1)n*dx,
S e ) ni :

p- désignant un nombre compris entre le maximum et le minimum

I : s 4
de ——— dans l'intervalle d’intégration.

I' (x +1)
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D’autre part

1
f z(x—1)n*dr =—
0

n—1

log2zn

Dl

logn

et I'on voit que ¢, devient pour n trés grand infiniment petit

CONPPAE =
n log*7

BTN ¥
e e B AT
n

< I
I+ - —+..
£

1 . % . i
—+ D'ailleurs la série qui a pour terme général

et qui s’obtient par intégration de (34 bis) est divergente.
Les nombres ¢, sauf 7, sont tous positifs et forme une suite

décroissante qui a pour somme l'unité. Voici leurs premiéres

valeurs :

I I 1 19 3 863 275 33953 8183
Sy TEY S wTAL 720’ 160" 60480’ 24192’ 3628800’ 1036800’
3250433 4671 13695779093 24466579093
449001600’ 7884’80’ ‘,),615348736000’ 5230697 472000



CHAPITRE II.

LES FONCTIONS ELEMENTAIRES.

1. Certaines formes des polynomes en X correspondent a des
combinaisons intéressantes. On peut les obtenir, soit par un calcul
direct, soit plus simplement en général par application des formules
de somme ou de différence. Nous nous contenterons d’indiquer ici
quelques groupes simples

< 18 @ Ra il
X0 g L BRT)
2
X Ax Xl 2 ) () ()
2 IR T AL S5 )
(a) % 2 4!
XH"_ N1 X/z—}—l—- . o P Nu X2/1
Zl—=x)...kns—1—2 ) (1) .. (n-x)
= (2m)!

On vérifie facilement en formant le tableau fondamental relatif
au premier membre qu’il correspond a un polynome nul pour
0,1, ...,netaussi —1, —2, ..., —(n—1)

B - B
X()—Xl = I 4\0,

%X X iy

9
2

()

R MR T T O Xi)
9

Ces polynomes sont respectivement les différences des précé-
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dents :

Xs—2 X+ X5= ‘E(I_I'?'(‘l-——.v'-),
N 5%

U ) (12 500)

Ces polynomes sont les sommes des polynomes (a) :

| a
o < z?
Xj—a2Xo=2—,

I
; g - 2 2(1— 2?)
() P ey o X e e (14! s
\,-—1X,~3X»-—)M:212(12_1‘H)-—l-)'
{ 4 3 6!

Chacun des coefficients est la somme de celui situé immédia-
tement au-dessus et de celui a gauche de ce dernier.

e. Les formules suivantes dont nous n’écrirons que les pre-
miéres introduisent un groupe de coefficients compliqués que nous
retrouverons a propos des séries intermédiaires :

Xi— 2X,=X3,

Xo— 6X;3+6X,=—X3,

Xy— 12X, + 30X;—20X; = X2,

X, —20X;+ 90X, —140X; + 70 Xy =— X3,

2. La fonction log(1 -+ ) s’exprime en série de Newton
(1) log(t+2)=— (L X+ L Xo+ 1 X5+...)

et les coefficients /,, l,, ... auront pour valeur d’aprés le tableau

fondamental
1 [ 1.338
l,:log;, l,=log = I,:]o.;m,

On peut facilement les exprimer au moyen des nombres ¢. 11
suffit de considérer Péquation qui précéde comme obtenue par

SER 2
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intégration de

et d'appliquer les formules (27) du chapitre précédent. On obtient

ainsi
@ iy iy
(2> b= — + — — ;
n i1 =2
(3) Tailes Aeel RO L
n Di 3

Ce groupe se compléte par
formules (28) et (28 bis).

D’autre part nous trouverons

il
SR ) Tty
Lo b b
st

=—0C,

I

—+ —>»

une application appropriée des

plus loin la valeur des séries

mais les séries analogues qui prolongent ce groupe ne paraissent
pas avoir des valeurs que on puisse formaliser sous une forme

simple.

Nous rencontrerons d’ailleurs d’autres séries formées avec les

nombres /. Par exemple :

l ; {g Ly

22 3% o

Les nombres [ décroissent lentement en valeur absolue

0,693 147,
0,287682,
0,169899,
0,116655,

0.087127,

0,068664,
0,056 167,
0,047 218,
0,040532,
0,035370,

et leur suite diverge comme logo.
3. Le développement particuliérement simple

(1—a)y=1—aX —a*X,—...,

correspond a une série de Newton convergente lorsque

LS
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D’autre part on a aussi
at=1—(1—a) X, —(1—a)2 X, —...

et I'on peut remarquer que le coefficient f, de I'une de ces deux
r . . I
équations correspond a la valeur f(n) de 'autre. Lorsque a — =

les deux équations sont identiques. Les coefficients de 2~ corres-
q q
pondent donc a la propriété f(n)= f,.
Pour @ =1 nous avons I’équation remarquable

ort=1—X;— Xo—.. .,
qui est nulle pour toutes les valeurs positives de x sauf pourz — o.
Pour @ =— 1 nous avons le développement limite
(5) 28 =14+ X; — Xo+ X3—....
Pour @ >1 le second membre de (4) ne correspond plus a la
valeur du premier que pour les valeurs entiéres de 2 a moins de

convention particuliére.
Sous cette réserve on a

(—n)r=1—2X;—22Xy,—....

1 ; : e g
Pour a = S on obtient une fonction qui joue un role fondamental

au point de vue de ce que nous appellerons plus loin I'autoréci-
procité. On peut aussi noter dés a présent la correspondance que
I'on peut établir entre les valeurs de 27 et les séries divergentes
qui correspondent aux valeurs négatives de z dans (5).

I

) o By e B R

2

4. On obtient immédiatement au moyen des formules générales

Aar=(1—a)—(1—a)2 X;—(1—a)? X,—. ..
Qart=— X; —(1—a) Xo—(1—a)2X,—...

3

et 'on en déduit

(6) Aa*= a*(1— a), Qar=2__2

I
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Ces formules ont un sens quel que soit @. D’ailleurs la pre-
miére tout au moins peut s’établir par un calcul direct.
Pour @ = o on peut écrire

Aor=1— X, — X, —...= o7,
Qort= —X;—X,—...=0%—1,
et pour a —1
A1*=o0*—1, Qrr = —X,.

5. Les développements des fonctions trigonométriques se
rattachent aux précédents par la relation habituelle

e2%ir — cosaax -+ L sin2ax
)

de sorte que si nous posons
(7) 1— e?i%=p(cos 3+ rsinjB),
ce qui entraine
g =2 sino 2(a—3)=(2k+1)=,
nous aurons les deux formules

cos2az =1—pcosBX;—p2cos 23X, —. ..,
sin2azr = —psinB3X; —p2sin2BX,—.. .

(8)

dans lesquelles il faut supposer les expressions cosnf3 et sinnf des
deuxiémes membres exprimés en o.
On aura par exemple

cos2ax =1— psinaX;+ p2cos2aX,~+ p? sin3a X,

—ptcosfaX,— pisinfaX;—....

Les expressions obtenues sont compliquées. Il n'y a d’ailleurs
convergence quesi p est plus petit que 1 en valeur absolue. On peut
supposer o compris entre — et 4+ © et méme entre o et de

sorte que la condition se raméne a « << o et Pon peut alors se
0

8 T
borner pour 3 a la valeur o — =

On peut dériver et intégrer soit par rapport a x, soit par rapport
a o et obtenir ainsi des relations plus ou moins intéressantes. Par
exemple en dérivant sin2az par rapport a x et faisant 2 = o, on
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ST PR b
29 = p SN —;—1 —}—-;smiz Z——x ghesay

N

obtient

et en intégrant la méme équation de o a 1

I—CO0S22% . iy i he
—————— —=qpsin( = —a )+ 7,p?sin2

—a) ...

159

o 2

D’ailleurs, pour 20 =1, la valeur de

est plus petite que 1 et par suite les développements directs

cosx =1—cC X1 —Cr Xog—. ..,

sine = — (s Xy + 5 Xo+...)

sont convergents .

Pour o= % les formules se simplifient. On a par exemple
2 COS %L =1—Xi+ X, — X7+ Xy 0— Xy3+. ..
+ V3[(Xo— X3) — (X5 — Xo) + (X3 —Xy) —....]
et des relations telles que

3 ’g > ’ .

' 12 2] f ls lg . lg
v =—f— =+ =+l = — = —— = ...,
2 2 P 2

a
(&1
N
N
N

v

D’autre part, si nous reprenons les relations (8) en introduisant
dans le premier membre la variable 3 nous obtiendrons cette fois

cos(m—opB)z =1—pcosX;—p2cos23X,—. ..,

sin(z—2B)z= —psinBX,+p2sin2BX,+...,

avec comme condition 2cos3 < 1.

Nous pouvons vérifier que le calcul direct au moyen du tableau
fondamental conduit au méme résultat pour deux fonctions telles
que cos(m — 283)x et cosm cos2 Bz dontla différence s’annule pour
toutes les valeurs entiéres de . 1l suffit d’ailleurs de substituer
une valeur quelconque non entiére pour écarter une fonction
impropre, sous la réserve naturellement qu’on n’aura pas introduit
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précisément dans cette fonction impropre une constante corres-
pondant a la valeur de vérification.
En particulier, les deux fonctions

cosnx, (—1)*=cosnz + isintx

se représentent par la méme série de Newton divergente.

6. On obtient facilement les formules de différence et de somme
ordonnée des fonctions trigonométriques. En partant de

: : i(-z oc.::—-‘—“+a)
Ax eriv — ezm.n(l_eﬂxi) = ioie 2

on trouve

Arcos2az = 2sin2(x —+1)xsina, Agsin2ax =—2cos(22 1)z sina

et, lnversement,

sin(t—2x)a 1 ¥ cos(1—ox)a cos
Qrcos2ar = ————— — — Q. simoas — — e, G
2 SIn'a 2 2 sina 2 SINn o
Pour o« — - les formules se simplifient
2
COSTX — 1
(9) Acosmz = 2¢08nz, QicoSTli— by

et I'on en déduit les expressions intéressantes
Az cosnma f(x), Qpcosmx f(z)

relatives a une fonction f(z) quelconque, au moins formellement,
de la maniére suivante :
Nous avons d’abord

A(1—a)rcoszr =(1—a)*(2—a)cosxz .z,

; I—a)*costax —I
Q(1—a)*cosnx :( ) : )
2—a

et en développant suivant les puissances de @ les deux membres de
cette derniére formule et en égalant les coefficients de @ nous
obtenons le groupe important de relations

X X X I I
Y | o Sl e
(10) Qcosn.L.X,,,._cosmL< b i S e e
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En portant ces valeurs dans I'expression de f(x) et en posant :
p P

ag= el S
(11) 2,”:./;,”;_&:1_;_[,*,?_2_ :
2 22
on trouve finalement :
(12) Qcosnz f(x) =—t)+ cosma(ty— ty Xi— 6 Xo—. . ).

Désignons par 0 f(x) le coefficient de cosmz dans le deuxiéme
membre et formons la différence des deux membres de (12); nous
trouvons aprés avoir divisé par le facteur cosm :

(13) 20 () — A8 f(z)— filx).

C’est P'équation fonctionnelle a laquelle satisfait @ f(x). On
vérifie d’ailleurs directement que la limite, quand elle existe, de la
suite indéfinie

f2)— flz+1)+ f(z+2)—...
satisfait a la méme équation et elle coincide avec © si I'on pose
ty= f(o)— f(1)+ f(2)—...,
de sorte que I'on a dans ce cas I'égalité

(14) /(o)_f(x)»_*_fm*...z%“Tf—‘+%-L....

92

D 5 i



CHAPITRE III.

’SERIES ET NOMBRES RECIPROQUES.

1. Reprenons le tableau fondamental et considérons cette fois
les séries de Newton ayant pour coefficients non plus les nombres
d’une méme ligne mais ceux d’'une méme colonne. Prenons d’abord
la série

37 S(0)— Xy f(1) —Xs fi(2) —Xs f(3)—...

qui est ainsi définie formellement. Nous Pappellerons la série
réciproque de f et nous la désignerons par I'une des deux notations

[Rf1(2), R[f(z)]

Cette série sera en général convergente au dela d’une certaine
valeur critique qui ne sera pas la méme que pour la fonction f.

Dans les mémes conditions les nombres de la (m +- 1)*™® colonne
détiniront une fonction qui ne sera d’ailleurs que la fonction pré‘cé—
dente ou x a été remplacé par x + m et qui sera désignée par
[Rf](z + m), la réciproque de f(z ~+ m) ¢tant d’autre part dési-
gnée par R f(z + m).

I’examen du tableau montre immédiatement que

(2) R[f(x—+m)]=Am[R f](z), [Rf](z+m)= R[A™ f(z)],

relations qui ne sont pas indépendantes.
D’une maniére générale, y étant un nombre quelconque,
Rf(2+y)=R[f—YiAf —Y,A f—...]
et par suite en désignant plus simplement par p(2) la réciproque
de f

) Rf(z+y)=p(x)—Yip(z+1)—Yep(z+2)-—...
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Les formules (2) ne s'étendent en dehors du tablean que si la

série f est convergente en deca de (—1). On aurait dans ce cas

5y y Rl f(x—1)]—Q[R fl(z)=R f(—1,

; { [RfJ(z—1)—R[Q f(x)] =[f](—),
les symboles qui figurent dans le second membre représentant les
sommes supposées convergentes :

2 fu, 2 f(n).

2. 11 y a des exemples évidents de fonctions réciproques : En
particulier les formules (4) et (8) du Chapitre IT indiquent qu’il y
a véciprocité entre

a’, (1—a)”;
coS2 a2, (2sina)” cos <1— _'>.)-;

/ e L
‘“

sin2a.r, (2sinz )% sin (1— =Sb

14

De méme la formule (3) appliquée a

qui est sa propre
réciproque montre que
I I

= ke

ey e xr —+ 2

(5) R

S T LRV DR e R B s

z +3 (x4 y+23)
et nous voyons qu’il y a réciprocité entre les fonctions

1 (m-—1)!
) : 4
-+ m (z+1)(x+2)...(x +m)

ce qu'on peut vérifier directement par I'examen des coefficients.

Le procédé de la formule (1) n’est pas toujours le plus simple
pour former la réciproque d’une fonction comme nous le verrons
par la suite. Il est évident toutefois que tous les procédés revien-
dront a remplacer dans un développement ou figureront des com-
binaisons ¢ fonctions linéaires des coefficients f, f, ... Sy ces
combinaisons ¢, respectivement par d’autres combinaisons com-
posées de la méme maniére avec f(0), f(1), f(1).

Cette considération conduit & considérer priori d'une partles
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groupes de combinaisons linéaires des f,, qui garderont la méme
valeur lorsqu’on remplacera les f, par les f(n) et d’autre part les
groupes analogues ou la substitution aménera un simple change-
ment de signe. |

Parmi les premiers on peut noter dés a présent les nombres qui
figurent dans la diagonale du tableau fondamental :

i i So—2 s+ fi,
et parmi les seconds d’autres a peine plus compliqués :
Si—2fy, fo—3fs+2fy, fi—4fitSfs—2fs

dont la loi de formation est évidente. D’autres combinaisons
ressortissent aux procédés indiqués au paragraphe 9 de ce chapitre
et au paragraphe 3 du Chapitre VIII.

3. Les séries de Newton appelées « développements de zéro »
correspondent aux fonctions réciproques des polynomes X. On a
tout d’abord :

(6) R)=1— X — X, — X;—. . ..

Cest évidemment le développement de (1 —1)® qui d’ailleurs
sous cette forme correspond bien a la réciproque de 17,
La réciproque de X, est ensuite

(7) R(X)) =X+ 2 X+ 3X5+...,

et 'on a
ARCX Js REXD) = {RE 2 s 0= R,

R(X;) = (1—1)*-1.

D’une maniére générale R(X,,), qu’il est inutile d’écrire, peut
étre interprété comme représentant (1— 1), Ces fonctions sont
donc égales a 1 pour = m, nulles pour toutes les valeurs supé-
rieures et infinies pour les valeurs inférieures.

On peut remarquer que ces séries jouent un role correcteur en ce
sens que, si dans la suite des valeurs f(0), f(1), ... se glisse une
valeur erronée et si le terme f(m) par exemple est remplacé par
J(m) + ¢, le développement obtenu sera une série de Newton qui
ne deviendra convergente que si 'on en retranche la série e R(X,,).
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Nous avons vu aussi (I, 12) qu'on peut les utiliser pour simplifier
certains développements.

4. 1l est évident que la série
w(z)= f(x)+ R f(x)

a le tableau de ses coefficients symétrique par rapport a la
diagonale de sorte que w, = w(m). Nous dirons pour simplifier
que cette série est autoréciproque positivement.

De méme la série

v(z)= f(z)—R f(x)

a un tableau de coeflicient symétrique par rapport a la diagonale,
qui est formé de zéros, mais avec changement de signe; elle est
autoréciproque négativcment.

[’examen du tableau montre que si u est autoréciproque les
combinaisons suivantes le sont aussi :

(8) Au—Au, A2u—2A3u—+Avu, ASu—3A*z + 3A5u — ASy,

. 1
Par exemple en partant de la fonction

— ¢l en posant
r —+1

1

oY

B »
’ -fln*AI";l:
o N

on détermine une suite de fonctions autoréciproques :

(9)

oY

O PRt
T P S T

dont le type général peut aussi s’écrire :

m!
(x+m—=+1)...(x+2m-+1)

On déterminera de méme la suite de fonctions autoréciproques
avec changement de signe :

(10) Ei—28,, Es—3E3+2E, E3—4E 45
5. Les séries des types u et ¢ peuvent étre mises sous une forme

spéciale qui met en évidence le fait que leurs 2 m premiers coeffi-
cients ne dépendent que de m constantes seulement. Les deux
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Gy (Sl

sont évidemment réciproques; la somme

fonctions

2= [(1—a)'+ (1+a)t]|=o 21— aX,—a* X, —. . .]

est donc autoréciproque pdsitivement quel que soit @ et il en est

de méme de toutes les expressions 277X, tandis que les expres-

sions 277X,,,, sont autoréciproques avec changement de signe.
Les formules de transformation

(11) ox=nX, — Xo—(n+1)Xp 1+

“_liw St
sont assez compliquées et les derniéres représentent la limite pra-
tique des séries de Newton convergentes.

Quoi qu’il en soit, si 'on met une fonction quelconque sous la
forme

(12) f(z)=2"%a(zx)=2"%(aqp— a1 X1 — ay X;—...),

saréciproque s’en déduit immédiatement puisqu’il suffit de changer
les signes des coefficients des polynomes X d’indice impair.

6. Les différences des fonctions mises sous la forme (12) ont
une forme analogue :

G z—x[a(.z’) + hAg+ QLLQ:——QA‘M H A’la]
et, inversement,
Arg =ox[ f—Hi2t Af — Hy22 A2 f —. .. — 2k AL f].

Si f est autoréciproque positivement, a(x)n’a pas de coefficient
de rang pair et il en est de méme de A?7a. Par contre AJ*' n’a
que des coefficients de rang impair. G’est I'inverse si f est autoré-
ciproque négativement.

On peut ainsi former des combinaisons autoréciproques dont la
plus simple est

(13) f(x)—a2Af(x).
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Considérons aussi le produit
22 Af = 27%[(ay+ @) Xi+ (a1 + @) Xo+ (ay+ a; ) Xy +. .. ].
On voit que si f est autoréciproque positivement, ce produit I’est
négativement et inversement. Par suite la différence

(14) Alz+1)f=xzAf— f+2Af

est autoréciproque en méme temps que f mais de parité différente.

7. Formons maintenant les sommes ordonnées des fonctions
mises sous la forme (12). Nous avons successivement

ZNCTEL — O 2A(e~*X,;) = 22 (X+ X,),
GES) 2A(em2 Xp) =222 (X, -+ X, )
et par suite

277X, =28l (X — X1+ .o+ (— D)2 (1+ X)) ]

ou encore
(16) Qo=X, =2.272(X,— X,y +...] + (—1)223,
le deuxiéme membre étant nul avec z. Si nous remplacons la
constante par le développement :

2 =221+ X; — Xo+ X3—...),

nous obtiendrons enfin

(17) Qo—2X, = 2.2=%(Xp— Xpp1 + Xpyo—...),

et le résultat se présente sous forme d’un développement illimité,
mais il a la forme (12) et il s’annule pour o, 1. ..., n— 1. En
Pappliquant a () nous aurons

(18) Q f(z)=2.22[a,Xi—(a+ a1)Xo— (@y+ a1+ @) X;—. . .].

Remarquons que si nous formons

o) ORAE) | Gy Wy | Bt+a  ai+a
: : 2 ShTy 4 )
QG+t a,y G+ az+ag,

-+ s (A‘_’_ X;— ST "‘\,.,mjr-...]

)

X

s ot §

s
/
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nous voyons que cette série est autoréciproque en méme temps
que f mais avec un signe différent. C’estau fond la méme propriété
que celle qui résulte de la forme (14).

8. Comme application immédiate, reprenons la double égalité

(1—z=1—zY —22Y,— 23Y;—. ..

I y ;
:I—]flogl_ Sty log?

Supposons les logarithmes développés en z au moyen des coeffi-
cients a(s) du Chapitre I, puis dans I'identité formée en considé-
rant les deux derniers membres remplacons les puissances de z par
les polynomes X d’indice correspondant en posant

(20) Ap=oag(R)Xp+ a1 (A)Xpa+ 2o (A) Xp o+ ...

Nous savons d’autre part que

B2y F)

Ll P(z+1)I'(y +1)

=14+ X Yi+-XsYo+. ..,
et par suite la substitution nous donne

¢2r) W =1+ pA—"—=A,+

et nous oblenons ainsi le développement de W en y. On peut donc
définir les fonctions A par la relation

0 W T
e Y ;
h ( I)l [l)_}'h Jh_“

Formons maintenant la différence ordonnée de W par rapport

GRS
. W y y2
LT S T N i o S
y x —+1 2! ik
La comparaison nous montre que

1 nAn

(22) AA\|:—— ) AAn:— .
z+1 T —+1

En posant pour simplifier

An =— BAp,
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nous aurons entre les fonctions 2 les relations successives

1 -
) hn = : 22
<o A ) &

~

(23) 11 = \—1-
La premiére fonction étant autoréciproque positivement les sui-
vantes le sontaussi d’aprés (19), celles d’indice pair négativement,
celles d’indice impair positivement.
Il est d’ailleurs possible de les mettre sous la forme (12). On a
d’abord

(24) e =5

et ensuite par application de la formule (19) :

(‘15) : : [F ) —T—C‘I:z—x[}_‘ +<I—‘—l\>
2(xz +1) | I' (1+ ) ; 2 )

mais les résultats se compliquent rapidement.

9. Les fonctions 2 se développent done trés simplement en séries
de Newton au moyen des coefficients « (1) pour les valeurs entiéres

de (s

; T Xod TR
S i ety e e S e o e S
2 J 4 9
. = g LT B
(26) hy= —XI—X:—;EX::—(—S)M— 5
)::: —Xg— §X;;—7—/—Xg—,
2 4

Les coefficients de I'une quelconque de ces fonctions forment
une suite de nombres autoréciproques mais ala condition que 1'on
introduise les coefficients o des premiers polynomes X. On véri-
fiera de la sorte que les suites

1§ I I I I

I SRy i Sy =9
2 3, 1 5 6
: S 7 15

(6] o o =9 oS
} ) 3 2’ 4 S
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sont auloréciproques positivement et que les suites

el 137

05 I T e =
: i 5 6 R
17
QY 0 0N T S RO SRR
: 8}
sont autoréciproques négativement.
10. Cette proprié¢té des coefficients des puissances delog(1 — z)

s’étend aux puissances négatives mais a la condition de prendre
comme coefficient initial celui de la premiére puissance de z dans
le développement. Nous P'avons déja vérifié pour la puissance

(—1). On a en effet

(o5 e — = — = E B2 G F

el cette suite est autoréciproque positivement | Chap. 1, éq. (37)].
D’autre part si nous appliquons la transformation (19) a la fonc-
tion A_, nous trouverons la série

(28) (205—36) X0+ (36— 46) Xo+ (45— 506) Xy —+. ..

qui correspond a
I Ly
log2(1—3) =2

W=
|
=

comme on le vérifierait par une simple dérivation de la relation (27 ).
Ce procédé s’étend sans difficulté.

On déduit de ce qui précéde la conséquence suivante : Si T'on
considére le développement

ou les coefficients forment une suite autoréciproque, les coefficients
’ I 5 3 ¥:
du développement de = abstraction faite de ceux des puissances

négatives ou nulles, forment aussi une suite autoréciproque de
méme nature. On le vérifie en mettant la fonction ¢ composée par
exemple de coefficients autoréciproques positivement sous la forme

o =0 log(1— 3)+ by log3(1—3) +...
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(en supposant pour simplifier que b, n’est pas nul). Par suite

1 I

= = SRy + Grlog(r—z) + Gy log3(1— z) + Cy logs (1— =) +-. .

ou encore
S e i TE sty i o
et la suite des coefficients y;, ., ... est bien autoréciproque
positivement.

De méme si nous avions considéré une suite de termes a coeffi-
cients autoréciproques négativement

v=a, B+ ay B+ al, st ...,
le développement inverse serait

I I o .
0 —</_,- Ry 13/>=le 5+ Ya 82+ Y53+,
4 3

ou le terme 3/ serait d’ailleurs nul et la suite serait autoréciproque
négativement.

11. Le groupe des équations (26) peut se résoudre en X au
moyen des coefficients (3 :

sele R Bl
-—I:'—/\1+2—i—3—!‘ Z!’—...,
e e e
12
Nesolionco Noan-t vl o

X E(——I)n—l An41e

n!

On en déduit qu'une équation quelconque peut se metire sous
la forme
(29) f(z)= fod— ({—'; —f1> Re— <3/—‘; — fi+ fz) Ag—...
et sa réciproque s’en déduit par simple changement de signe des
coefficients d’indice impair.

On pourrait vérifier directement que les combinaisons
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ne changent pas quand on remplace les f, par les f(n) et que les
combinaisons analogues :

RS ey

9 24 12

changent de signe par la substitution.

12. Une suite particuliére de nombres autoréciproques joue un
role important, c’est celle des nombres b0, b, dont le premier est
égal a un et ou tous les b d’indice impair, sauf b,, sont nuls. Les
relations f(n)= f, les déterminent de proche en proche et I'on
obtient ainsi :

> =

[)0:[, 01:.—, [).2: [)r’:——l—, l)';:

N
=21}
-
(8
=]
S
%)

Ce sont les nombres bien connus de Bernoulli.
La série formelle

s £ 0 I ; A
(30) b(‘L‘)ZI_;‘AX'l_(;XZT~%X@ﬁ—...

étant autoréciproque nous pourrons poser
2h(z) =ay—aXo—a, X,—...= a(zx)

sans coefficients d’indice impair. Si nous considérons maintenant
la suite autoréciproque aussi,

ay+a(o), ai+al1), a-t+al2), ...,
nous voyons que ses trois premiers termes sont doubles de ceux

de la série des b et que ses termes d’indice pair sont nuls de sorte
que nous avons

(31) a(n)=2"b,,  an=(2—2")bx.
Si nous considérons maintenant la suite autoréciproque avec
changement de signe :
a(o)—a”, a(l)—ah a(z)'—a‘.’y

les termes d’indice pair sont tous nuls, sauf le second. Les trois
premiers, o, 1, 1, déterminent donc toute la suite qui est par con-
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séquent formée de nombres entiers e. On en déduit
(32) en=a(n)—a,=2(2"—1) by,
avec les valeurs

5 e,=—1I, ee=—==3 ey =—17, €ig=1139;

qui permettent le calcul relativement rapide des nombres 6.

13. Les nombres & se rattachent a la sommation ordonnée des
puissances de . Posons

E35°) Q1= py(n)x+ pa(n)z2+ ps(n)ad+. ..
et considérons le développement illimité
(1+z)p=1+4+ 2zPy— 22Py+ 23P;—. ..,
ou P est le symbole habituel analogue a X. Cette série a pour réci-
proque en p :

(—x)P=1— (2 +1)P1— (2 +1)2Pa— (2 +1)3P; —. . ..
Prenons la somme des deux expressions par rapport a & en remar-
quant que par définition

Q(z+1)t= Qat— xn,
La réciprocité continue par rapport a p. Par conséquent les deux
suites de polynome en x :

(1), —o(z), Q(z?), _Q(‘L»:i.%

(1), Q(z)—=z, Q(a?)—a, Q(a)—a,

.oy

sont réciproqucs.
Prenons d’abord les coefficients de « :

pa(1), —pa(2), wi3), —w(4), ...;
l“"i(l)y Hl(z)_’v f*"l(3)? f"’l(/l)v

La valeur initiale et la réciprocité les déterminent et U'on trouve
I
pmm=—1,  pm(2)=: wm(2m)=o.

Ce sont donc les nombres b au signe prés. On a d’ailleurs

(34) [Qzr—1 |4y = (—1)2 by,
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et la formule [ Chap.I, éq. (14)] donne aussi
bp=(—1)" Qzn—1dz.
( ) ILL/O‘ x z

Le calcul se continue de la méme maniére pour les coefficients
de x2, %, ... et l'on trouve sans difficulté que d’une maniére
générale la succession des coefficients de la puissance z" dans la
suite (33) est toujours autoréciproque, positivement si 7 est pair,
négativement si n est impair; elle est formée de n —1 zéros suivis

1 . . .
du nombre (—1)*~' — et les coefficients d’indice n -+ 2k -1 sont

nuls.

14. Prenons la somme ordonnée des deux termes de la for-
mule (16) du Chapitre I :

X ZEECT AT 3 , Lol 2
X 1'—‘[-1,—(—) Oip—— L;'(—)Q.z"—’—v—. ; .—!—(\—I)”y—ol(l—‘——)-ﬂa*”

et intégrons de o a 1 en tenant compte de la formule trouvée plus
haut (34). 1l vient

4 Bh = (419) Bn—3.(3)
lpt1 = —”—I"—’-[)‘_y-ﬁ— g [)',*i-...,

et en portant ces valeurs dans la formule

I I SadS 3
————— = =+l E T UgBi .
log(1— 3) 3 Phegs 3e

nous trouvons, apres avoir posé¢ 1 — z=—=e‘ :

t t th
= /)‘,—61;! +b.1:" +b"ﬁ —+ee,

et

1

formule bien connue et qui correspond simplement, d’ailleurs, a
une des formes de 1'équation (14) du Chapitre 1.



CHAPITRE IV.

SOMME ET FORMULES SOMMATOIRES.

1. L’opération par laquelle nous avons défini la somme ordon-
née d’une fonction est purement formelle mais on peut montrer
comment elle revient en fait & une sommation des valeurs de la
fonction pour la suite des nombres entiers.

Reprenons la série des équations (2) du Chapitre I dont les
coefficients sont formés au moyen du tableau fondamental :

S p) =T,

et additionnons membre & membre depuis p = o jusqu'ap=~rh—1.
D’apres la loi de formation du tableau,

(1) S+ fl 4+ fl = fo)+ f(O) ...+ f(h—1),
(2) f?)‘l‘f})f“"‘j‘fz_’:f(};—i—fﬁfl'

Posons maintenant

flx)+ f(x+1)+...+ f(x+h—1)= Sp(2),

So)+ f(1)+...- f(h—1)= Sp(0).
D’autre part, remarquons que
FRL X A Ly,
FEX - X, Xy =— 0 f(x+h),

car ces développements illimités sont bien ce que nous avons
défini comme les sommes ordonnées, le premier de f(z) et le
second de f(x + /).

Avec ces notations la formule que nous donne 'addition des
termes peut s’écerire

(3) Qf(x)=Sp(x)—Sp(0)+Q f(x—+1).
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Son intérét provient de ce que, en général, la série Qf (x + /)
se réduit lorsque /2 augmente indéfiniment a un nombre limité de
termes. Clest la conséquence habituelle de la formation des diffé-
rences successives.

2. Prenons sucessivement quelques cas simples. Il est évident
d’abord que lorsque Qf(x + h) tend vers zéro pour /A infini la
formule définit Qf(x) comme la différence entre les sommes
Si(2) et Sx(0).

Ces sommes peuvent étre convergentes séparément. Pa;‘ exemple
pour s >>1, on aura

I c I N I
() Q(x—«—a)-‘:2(1~+a+n)‘—2(a+'l)‘

n=—=0 n=~0

puisque les coefficients de Qf(x -+ &) sont successivement

I 1
(a+h)’ A(\a—|— /1,)3"

et tendent vers zéro quand / devient infini.

Lorsque s =1 les deux séries Sp(x) et Sz(0) ne sont plus sépa-
rément convergentes, mais on pourra considérer les différences
terme a terme el écrire en particulier

I I I
(5) 0 :Z:[ - ]
x +1 5 5% e i ) e 1

n=0

ce qui définit la fonction — [;‘—((II—I—:; e C],

3. Le cas on Qf(x—+h) n’a qu’uin terme est a peine plus
compliqué. Prenons d’abord f=log(1 + ). Ici

h—+1

Sfh=log(1+ h), f’{:log<1+—1—>,
et ce coefficient de méme que les suivants s’annule quand £ devient
infini de sorte que 'on peut écrire

x

(6) Qlog(1+z)=Ilim [log(1+ é—:) (I—i—%) <1+ h)—xlog(l»;ﬂh)],
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formule qui permet d’introduire d’une maniére tout a fait ¢élémen-
taire la fonction log I'(z +1).

4. D’une maniére générale la fonction log™ (x -+ 1) correspond
pour m >>1 a une formule ou Qf(x + A)n’a qu’un seul terme. Par
exemple pour m =2 :

% =log2(1+ h), f’{:logI Zlog(l—!—h)(‘e -+ h).

2+

. 5 1

Ce second coefficient se réduit pour /4 trés grand a 2—%]2 et
s’annule par suite de sorte que I'on peut écrire

(7) Qlog2(1+ 2)=lim[log2(1+ =)+ log2(2 + &) +...+log?(h+2)

/

— (log22 +...+log2h) — x log?(h +1)].

5. Examinons maintenant un cas ou &f(z + &) a deux termes.
Prenons f = logT' (1 + z). Nous aurons ici
sl
’
I+ A

t=logl(1+h), fh=—log(i+ P), %= lo

de sorte que
T(14+2)F(2+2)...T(h+z)
T(1)L(2)...1(h)

— X, logl'(1+ &) + X, log(1+ h)].

(8) Qlogl'(1+ z) = lim [log

6. Prenons le cas général de 27 ou p est positif et compris entre
deux entiers m et m —+ 1. 1l est facile de voir que Qf(x + A) a

3 3
m 1 termes. Soit par exemple p = = :

2

3 i
>

. ; 3 35 e
fh=h2, f{l:h'—(h+1)2:—;hz+§h
i
et finalement
(9) Qx2:lim[x2+(x+r)2f...—%—(x—*,—/z—l3
f 3 2 3 4
—(1’4—22—:—-..+(h——1)2)—h‘-’Xl+§h2Xg:|.

7. Nous allons maintenant utiliser la formule (3) pour la déter-
mination de la somme S;(0) que nous avons définie d’abord
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comme élant pour /i trés grand la somme
So)+ f(1)+... f(h—1).

Une premiére expression de S,(0) s’obtient en faisant z =/
dans la formule (3) qui s’écrira

(10) Sr(0) +[2 f(2)]e=t= Sp(h) +[Q f(z + h)]a=h= o.

(’est évidemment une simple identité que Pon peut vérifier de
bien des maniéres. La suivante montre bien comment cette identité
se rattache a la formation des termes du tableau fondamental. On
a en effet

[@f(z—+h)]e=n=—[foHi+ foH,—+...~ frH;],

les autres termes étant nuls pour x — h.
Si I'on remplace les coefficients Jn par leurs valeurs

f“ e f‘iot) — Ny ‘/‘(]\_Ni‘f(g)—. e— \T,,f(:n ),
on lrouve que (10) peut s’écrire
= GO HI SO H e H
+ f(1)] He ot ol i ]
+7() Bt s o D2 g

Or si nous nous reportons aux formules (7) du Chapitre III rela-
tives aux développements de zéro, nous voyons que le coefficient de
J(0) est toujours 1 pour /> o, que celui de f(1)est toujours — 1
pour 2> 1 et ainsi de suite de sorte que 'identité (10) est toujours
vérifide.

8. L’application au cas ou /= 27, p étant un entier positif, esl
immédiate. Les formules () du Chapitre I donnent les dévelop-
pements de f en série de Newton et par suite la formation de Qf
est immédiate. On obtient ainsi

FasE ot L H
2= — H,+ 2Hj,

1?03 4+ (h—1)p=—H,+6H;—6H,, etc.

9 9

12+92%+4 ...+ (h—1

L)
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et d’'une maniére générale pour p positif quelconque

1P+ 2P+, ..+ (h—1)P
=—1PH,+ (—2.1P+ 2P)Hs+ (—3.12+3.2P—3P)H, +. ...

9. Dans le cas général ou Qf(x) n’est pas connue, la for-
mule (3), par cela méme qu’elle correspond a une simple identité,
est d’une application sans avantage généralement. Mais il n’en est
plus de méme si la somme ordonnée de f est une fonction connue
ou détermince par ailleurs.

Par exemple, on aura :

ar—1 1—ah
1° Qa* = , @ gl ,
I—a I—a
I '+ =z I I T (1-+h) >
Q :——,-.(——)—c, e mno e s
I+ i+ x) > fe—1 I'(1+h)
22 Qo—=2X, = o—ZH[X, —X, 4+...+ (=1 X, (—1) = (—1)"2

[ Chap. III, éq. (16)].

Pour n =1,

1 2 3 h—1 h—+1

B el et i = — ),

oh—1 ¥ 9h—1

Roitron — of

ah e h a2
Sh=TE = ok

i
+ = —+ 2,
38

et pour Z infini la limite est toujours 2.

I x I
30 szlog[l-—(z_‘_m)z]—log2+x—log£,
ol I SETNGT h—+1

o I——ﬁ) : 71,‘~>_ oh

4° On peut généraliser 'exemple qui précéde en remarquant
que

'z +a)
0O loo( 7 - S gy e s TG
Qlog(z +a) log ()

Par suite, si 'on pose
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On aura d’abord
I'(zx +1)T'(x+ 2.) ' (2 + 23)
T3(z + 2) I (29) T (23)

—Qlog[1— (z + 2)~3] = log

les trois valeurs 1, x, et 23 étant déterminées par I'équation
(2 4+ 20— 1= (& +1) (2 + 22) (2 + z3).
Pour A quelconque,

F(h+1)T(h+ o) T(h+ z3)
I3(hA+2)T(zs)I(23)

BGh) =

et pour / infini,

oL o 67 2
M@ (7)) mh 2k

limP(h) = =10,800%:

53° On trouvera de méme en partant de

@ N2
Qlog[1—<.).+b) ]

la valeur du produit

alrii e a? = r2(5)
( H? (1) I_(b+h)‘ﬁ T )
et pour b =1, on retombe sur I’égalité bien connue

Pia i T o) = e

sinwa

10. Reprenons maintenant la formule (10) et cherchons une
nouvelle expression de S;(0) dans laquelle figurera cette fois la
fonction

(11) #(2)= [ f(z)da.

©0

Pour cela, intégrons les deux membres de (10) de o a 1 en remar-

quant que
1 h
f Sh(w)d.zrzf Fi(z)de.
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Nous obtenons la relation
h 1 1
(12) Sh(O)—f S(zx)dr— / Qf(zx+h)der =— [ Q f(a)dx
0 ni0 a1

que nous pouvons écrire en nous reportant aux formules (25) du

Chapitre I :

h

(12bis) Sh(o)—f fdo 4 i fh+ 0 fh+is fl—+. ..
0
= l‘j‘f(,"f—l'gfl—(— l’gfg-f*....
Lorsque S;(0) est finie pour /4 infini son expression est trés

préeise. On a en effet, d’une part,

fo=rh=fh=...=0
et, d’autre part,

(13) [ f@yde =1,
0

9, désignant une constante qui peut étre nulle de sorte que Sz(0)
a finalement pour expression

(14) Sh(0) = oo+t fu+ b fi+ i3 fot....

11. Comme application simple, prenons le cas de la fonction
supposée développée en série de Newlon
(15) (z+1)yS=0—0o X;— 0 X5—. ...

Il est évident que, pour s>1, le coefficient f) qui est égal a
(A -+ 1) est nul ainsi que les coefficients suivants. D’autre part,

(16) t‘?n:f (x +1)—s da — : )
0

s—1
de sorte que I'on a ici
1 ; : 4
(17) Sh(o):—t_(.?):ﬁ"l—(/1cl)—|—‘lga1+l3cg+....

Comme autre exemple prenons la fonction a® pour @ <<1. On a
immeédiatement

:
1
o [Tt fimGay,
0

oga
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et par suite,

Sp(o0)=— + O+ l(1—a)+G(1—a)+. ...

loga

En comparant avec la formule (8) du Chapitre I, on retrouve
1

pour Sz (o) la valeur e

12. Lorsque I'on connait le développement en série de Newton
de I'intégrale

(18) f fle)der =— 2, X1 — o Xo— 0, Xy —. . .,
0
on peut transformer la formule (8) de maniére a éviter I'emploi

des coefficients 7. Les formules (28) du Chapitre I montrent que
I'on a

s ; H 1 ) O3
4 fo+ ta 1+ 3 fo "':_“(\Q' o Db >
ce qui conduit a la deuxiéme expression
o ol = 90
19) ST st ilge W haR s L Sy R e s i)
( -’ ) /I' Y, 0 2 5 YO 9 3 b

9, ayant la méme signification que précédemment.
Cette formule peut aussi s’écrire

Sp(o) +[Q9(2 + )] =[29(2) 7=,

et sous cette forme nous voyons immédiatement que si dans la
formule (8) nous avions considéré la fonction ¢ et les sommes o (z)
et ¢(o) relatives a cette fonction il aurait suffi de dériver par
rapport & = et de faire = o pour retomber sur 'expression pré-
cédente :

Comme application simple reprenons I'équation (15). Il est a
peu prés évident que la fonction ¢ a la méme forme que f. 1l sera
donc plus rapide d’écrire

Q. +1)7 =— (6, X1+ Xy+0, X5 +...).
En dérivant et en faisant 2 — o nous trouvons
% g Ty
SHS )0, e e
2 2
ou encore
s (s—1) g, (s —2)

(20) (s—1)L(s)=0y(s—1) + = = 3 +aean
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C’est cette derniére formule, du reste, que nous aurait donné la
méthode indiquée ci-dessus, aprés usage de diverses relations
entre les coefficients o(s) et o(s —1).

13. Les formules (14) et (19) ne conduisent pas a des calculs
trés rapides; on peut dans la pratique remplacer les séries primi-
tives par d’autres plus convergentes en opérant de la maniére sui-
vante : Soit & un nombre aussi grand que le permettra le calcul
direct de la somme

Skle) = flo)+- =+ -+ J(k—1)

on aura les deux égalités
k 1
Sk(0) :f f(@)de — (i fi-+iafh+...)— / Ol pde:
0

g
h 1
Sh(o):f'f(.’L')(Lc—(Zifﬁ—i—L'zf},‘—k...»——— Q f(2)de,
0 0

el par suite
h

(o) Syloli= Sk(0)+‘/ fx)dx + (i A e )

k
— e )

La derniére parenthése n’a qu’un nombre limité de termes dans le
cas général et elle se réduit méme a zéro quand la somme cherchée
est convergente; il est donc certain que 'avant-derniére parenthése
n’aura qu'une valeur trés faible pour A suffisamment grand et
qu’elle pourra se calculer au moyen d’un petit nombre de termes.

Comme application, calculons £(3), c¢’est-a-dire la somme des
inverses des cubes des nombres entiers. On a ici

I
== s=eee ey
(z+1)°

1 1
-
2Tk

eiren prenant par oxemple k =10 on trouve

I I
SE==i-t +..+ oF = 1,19653199,

I an el » 1 5 I
— oy — + o A —5 + 73 Ae-—; = 0,00552390,

20
10 106 10

soit pour Z; la valeur approchée 1,202056.
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14. Lorsque les trois expressions

8, (i), ‘/'hfd‘r, /I£2.f(z-+h)dm

0

ou tout au moins la premiére et 'une des deux autres grandissent
indéfiniment avec 4 les formules (12) et (21) peuvent étre utilisées
pour des calculs de limite comme on le voit par les exemples

suivants :
I

a. Prenons la fonction - On a ici
I ==
h
I 1 dx
AR s R e f——~-_—lorr1+/z,
#( )_ 2 BRI o Ik 8( )
fi=fi=...=o,
1. P+ x) REE) X, X,

=g

— — =X 4 22 S
1+ 2 i1+ a) I'(r) v Sl

La formule (12) nous donne

(1)

S e I £
hm[r— : o ﬁalog(1+la)]~— 0

et la formule (12 bis) donne pour la méme limite la série

: is i3 5
(22) 1,—:—;+§+...:L,

C étant la constante d’Euler.
D’autre part la seconde méthode conduit au résultat suivant :
B K, e e L

(23) e LR

Les deux séries trouvées pour C peuavent d’ailleurs se ramener
Uune a Pautre au moyen des relations [ Chap. 1, éq. (27)]-
b. Prenons la fonction log (1 -+ )%
h
Si(0) = logh!, f fdz = (h-1)ylog(h 1) —h,
E 0

Qif— = looMpir iy == X0 i X 0 TG R
fe=log(h+1), fo=fl=...=o,

’
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la formule (12) donne comme expression de la limite :
1
lim [Jogh! —(h+1)log(h+1)+h + é log(h + 1)] :f logl'(z +1)dx
0

et la formule (12 bis) exprime cette valeur par la série
(24) LGl ks losUBE 1

d’aprés la formule de Stirling.
La deuxiéme méthode conduit a des résultats analogues. En
appliquant la formule (32) du Chapitre I, on trouve, en effet :

x
/ f(z)de = (x+1)log(zx +1)— 2z
0
=—CL+1)Xi+BlL—2U)Xo+ (44;—31,)X;+. ..
et finalement, en tenant compte du résultat précédent,

A l, L Jm I
925 S - . —_— (7 e RS
(252 3—e—4+5—|—... log yam ~ 5

Les relations (28) du Chapitre I rameénent ces deux résultats
I'un a Pautre et 'on trouve aussi aprés un calcul facile :

l’v, . o g7 ‘-:“_C'T“
3 .. .—log\/aT -

: : Z;
(26) 12+EJ+

¢. Considérons maintenant le cas de la fonction (z + 1)7, p étant
cette fois un nombre positif compris entre deux entiers m et m + 1.
Le développement en série de Newton,
{227) (z+1=my—m X1 — 7y Xo—. ..,
a ses coefficients qui décroissent indéfiniment (§ 6).

Nous aurons a conserver les m -1 coefficients

fr=(R+0r, fr=(hDP— (k2P fi=i.
Nous aurons d’autre part

(h+1)P+1 I
p+I P TEEY

h
f (z+1)Pdx =
sy

Dans ces conditions nous pourrons écrire

(h—+1)P+1

(28) lim[S/,(o)— oima

i R fl . /',,Lf,’},]

K 5 4 .
=— P + U Ro-t+leT1 - lgT®a—+=. ..
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Sous cette forme le deuxiéme membre est identique au deuxiéme
membre de la formule (17) ou I'on aurait fait s = — p. On pourra
donc définir la fonction (— p) comme étant la limite pour 4 infini
du premier membre et le deuxiéme membre en fournit une premiére
expression.

Nous en aurons une deuxiéme par I'emploi de la deuxiéme
méthode et nous trouverons aprés un calcul sans difficulté

7 h
(29) lim|1P—'4-or—14 .+ hPp—1— = Sl i Lo i
g - p 0 9 m—+1
= 37 e 5 T ¥ Ty o
= el - 3 Skt

ce qui correspond a la formule (20).
Nous devons faire toutefois au sujet des formules qui précédent
une remarque importante; nous avons eu soin de faire passer dans

le second membre le terme

1 corres a 'expression

— quico espond a I'expression ¢,
des formules générales. Cette précaution était indispensable pour
assurer la continuité entre les formules (28) et (17) d’une part et

(29) et (20) d’autre part.

d. Prenons maintenant la fonction 27 dont le développement en
série de Newton, que nous avons d’ailleurs déja rencontré pour le
cas de p entier, peut s’écrire :

(30) 2P = 7y Xy + (7o + 71 )Xo+ (7

R+ me) X+ ..,

les coefficicnts m étant ceux de (27) comme on le vérifierait en
remarquant que
P — AxP = (z +1)P.

Nous aurons ici (en mettant 2 + 1 au lieu de £)

(h—+1)PHt

et

i i,,z,ff‘,f']

=—[bhmy+ la(mo+ 71 ) + L3(To+ "1+ Ta) +...]

€31) ]ilxl[1P+ 2P 4.+ hP—

ou encore
(h—+1)P

P
I I
h+1 h+1 \ h+1
—1—.f0+ t £f|+ iy e St — = m ]

To+ T4 | To—+ T+ Ty
:—[::0+ - . +...1.

lim[IP*' 4Pl APl —
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15. La notation ¢, se justifie non seulement par la forme des
formules (13) et (19) mais encore par les considérations suivantes.
La fonction réciproque de fpeut s’écrire :

Jr=f (o) AnXs—f(2) X, —~. ..
et si S,(0) est convergent, on a pour = — 1
Ja1=8p(0) =— 90+ i1 fo+ s fi+is for...
et on peut écrire
oo=tlofu+ i fo+ L fi+...,
formule qui prolonge le groupe général [Chapitre I, (27)]
Pn =Ly fn1—+ i fn+Cofnirait+....

On peut d’ailleurs utiliser la forme f_, pour le calcul de cer-
taines sommes. Par exemple si I'on prend

- 1 : 1 1
ot , Ri 8 2o o
J (LD (@ r2)...(z+n) / (n—1)l z+n
On trouve
i} e 1 : I 5 I
LG B o SRS T e

Il peut arriver que certaines formes de f_,, dépendant d’un
parameétre @, gardent une valeur finie lorsque, @ quittant I'inter-
valle ou la somme était finie, le développement auquel il corres-
pond devient infini. Pour f= a*

Se=(a—a)~, JE—

1
Ir==q.

et cette valeur reste finie méme lorsque @ est plus grand que un.

16. On voit par ce qui précéde que, le terme o, mis a part, toutes
les limites dépendent de la somme

1
—f Qfdx =i fo+ isfi+ iy f,
0
dont la valeur s’obtient tres simplement en remplacant dans la

série de Newton X, DAL

SER 4
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En général cette substitution conduit a des formules peu con-
vergentes mais on peut, pour faciliter le calcul, utiliser I'égalité

1  §
_f szfdz:sk(o)_ffdx+i1f{;+i2 fa
0 0

en prenant A assez grand pour que les termes (/, et sulvants
décroissent rapidement.

SHPPOSOHS que nous ayons a calculer

1 2
—f g lim(l———of2 SR e E logz(/z—;—l)].
0

) o h

Le dé¢veloppement indiqué au Chapitre VII est peu avantageux
mais par la méthode indiquée ici el en faisant seulement & =g
nous aurons

log2 % log3 B logg

: . e T —= 9. 46192,
% logg +isA logg e ,'3Azl_0§§ = 0,1162I
9 9 9 T/Slj

3
;logz 10 == 2:650957

2

ce qui donne déja la valeur 0,07282 au lieu de 0,0728158.

Il est naturel d’essayer d’utiliser les résultats précédents pour la
détermination d’une valeur qui correspondrait utilement a la somme
illimitée S,(0) lorsque cette derniére est divergente. L’adoption
d’une des deux expressions

1
—cp\,—f Qfdx
0

— 90— [29]z=0

ou

parait logique mais renferment toutes deux le terme ¢, qui reste a
préciser. Dans la pratique on peut le déterminer quelquefois par
continuité, par exemple, comme nous ’avons vu, lorqu’il est fonc-
tion d’un paramétre a et que l'intégrale (13) est finie dans un cer-
tain intervalle de variation de ce paramétre; ¢, prend alors une
valeur qui peut rester finie méme pour les valeurs de a qui ren-
draient 'intégrale infinie. Il parait douteux qu’on puisse sans
convention artificielle aller plus loin dans le cas général.
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Une autre difficulté résulte du choix de la fonction f(z) dont
les valeurs, pour les nombres entiers consécutifs, reproduiront la
suite divergente donnée. Si, ’on considére par exemplela succession

3, 2% 3%, ..., on voit par les exemples qui précédent (14, ¢ et d)
que le choix de la fonction

(z+1pP=1+4+7X;—12X,+ 6X;,
ou celui de la fonction
B e s o
qui correspond a la suite o?, 1%, 2%, 3%, ..., équivalente en appa-
rence & la premiére, conduisent non seulement a deux expressions

différentes mais a deux expressions auxquelles il faudra appliquer
des modes de calculs différents.
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SOMMES ALTERNEES.

1. Nous avons utilisé Popération &f pour I'étude des sommes
ordinaires. Nous allons nous servir dans des conditions analogues
de Popération Q cosmx f(z) définie au Chapitre 11 et plus particu-
lierement de la fonction @ f(z) pour I’étude des sommes alternées

Slx)—flz +1)+ f(z+2)—. ...

Nous appellerons d’abord pour simplifier la fonction @ f(z) la
somme alternée réduite de la fonction f.
Nous avons trouvé que cette fonction

(1) . 8f(x)=1t)—t: X;— t,Xo—. ..

avait pour coefficients

= i Ju fn+1 f/z+~: :
(Z) tll—';'—*‘"z__z‘—‘——;z—f
ou encore

= 2t11+‘1_.fh =2 — 2n—1f0_. L 20.ﬁ"1
et qu’elle pouvait étre définie par I'équation fonctionnelle
(3) 20 f(2) — A8 f(z) = f(z)=[8f](2z)+[08f](z +1).

Ou peut remarquer dés a présent que 'opération @ est susceptible
du méme calcul formel que 'opération Q. On a par exemple :

(4) Of=8f, A8f=6Af.

Considérons maintenant la somme alternée directe et arrétée a
un terme trés grand

¢5) Trf(z)=flx)—f(x+1)+...+(—D) f(2z + h—1),
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qui satisfait & une équation analogue a (3)
(6) 2T,— AT, = f(z)+ (—D" f(x + h).

Lorsque f(x + k) tend vers zéro les deux équations fonction-
nelles coincident et en écartant la solution périodique qui corres-
pond & 20 — A® — o, on voit que Of(z) est la limite de T, f( ).

2. On trouve dans ce cas, pour z = o,

(7) lim Ty f( ). = f(0) — f(1) + f(2) —. ..
:—'fg—kii—l—'jg—%—...:[',.
2 23 29

Il n’est pas possible de vérifier cette égalité importante par un
calcul formel au moyen des relations fondamentales du Chapitre 1,
car en réalité P'égalité susceptible d’étre appliquée a tous les cas
est celle que nous retrouverons plus loin (30). On peut cependant
I'établir, sous certaines conditions, au moyen des considérations
suivantes.

Prenons les deux développements :

P e g A
Ny e L Jeteg L A

Qan :f‘zn, Pon+1 = ""f?n—r—l -
Les deux combinaisons
peE(fire) woail/es o)

sont autoréciproques, I'une positivement, 'autre négativement, de
sorte que 'on peut écrire

(8) 2—x(f+;):_f(°);:?(°)xn_ f(l);?(l)xl_”.,

(9 aefmn= LOZ¥Ox Sl

2 21

et 'on a par suite

(10) ga(.r):—?ﬁ’-’l?/'(\o)x(,—i— '/(%Xl—k '—/—iziZX3+J

Si Pon compare maintenant les deux valeurs de ¢ pour z —= — 1,
p
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on trouve

(II) fo—fi—i—fz—...:' AL awl 43S

IuEE SR S5 b3

Flo) s e e

ce qui revient a la relation (7).
La formule (11) est d’ailleurs susceptible de nombreuses appli-
cations.

a. Examinons quelques exemples simples ou la vérification

directe de (10) peut se faire aisément. Dans le cas de f= e

elle se traduit par
I
22

e

i I
93

N[ =
(S5

ou encore
l 2—_-—-' g<l— e
Og (o} e

La méme vérification conduirait pour les fonctions 2 du Cha-
pitre III a I'égalité évidente :

logrna = (—1)"log<1—— 1))

b. Prenons encore la fonction [ Chap. 1 (37)]
lppos=lo— (3 X1 — , Xg—. ...
Nous aurons a vérifier

7 . o ly
(12) lo— gt lp—eee= — — — + — ...
2

Or si dans le développement

I I T ” 4 5
e = — = = B+ (382 B ..,
log(1—z) 2z 2

. : I
nous donnons successivement a z les valeurs — 1 et = nous retrou-
vons I'égalité dont il s’agit.

c. Pour f= a? la relation correspond a

1—a . (G—a)r
e S A

I—a+a*—a’+...= - —+

=
2 4 8




(&3
[543

SOMMES ALTERNEES.

ou encore

¢galité évidente.

3. La formule (10) du Chapitre précédent s’applique tout parti-
culiérement au produit cos wx f(x).
En partant de

Qecosza f(x) =—t,+ cosnz®f(x),

on a pour toute valeur entiére de /4 :

(13) Ts(0) = f(0) —f(1) 4. (— D)2 f(h—T)
=—[Qcosxz f(2)]x=n= ty— cosn k[ f(2)]x=h-

Les substitutions successives & =1, 2, 3, ... ne font, d’ailleurs,
que redonner des relations déja connues (2).

Le dernier membre de (13) se compose de deux parties, 'une
fixe et 'autre variable avec /. Les variations de ce terme dépendent
de la nature de f. Dans ’hypothése simple ot f est toujours positif
et décroissant, la série du premier membre est convergentie et tend
vers t,; O tend vers zéro pour / infini. Lorsque, au contraire, la
suite alternée est divergente, ¢, restant convergent, © tend vers
Uinfini. :

On peut vérifier la formule (13) sur des exemples simples.

Boit f=7:.0n 8 ici

0—14+2—3+...+(—0)r1(h—1)=— 1/ —+ cosmh <; _ﬁ)
4 4 2
et des formules analogues pour f= X,,.
Pour /= a®, on obtient
(14) I—a—+a*—...+(—1)ltah1= —costh—qh;-
AR T

4. La formule (3) donne un moyen d’établiv formellement le
développement de @ en série de Newton. D’autre part, lorsqune T
est convergenl et coincide, par conséquent avec @, il est souvent
possible de le former directement.
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I % o
, nous avons immeédiatement

Par exemple pour f—

&=

S I 1 I
15 T= — } S e
(19) x —+1 o AL maiEy

€
X I —
(14 x) <I+ il>
: == 2
I'(1+ z) YA
2

= loga —

On n’a plus qu’a égaler ces séries avec la série de Newton
obtenue par la formule (30

(16) Gzlogz—(zlogz—l)x,—(A Iogz—-l—i)X»
—_ O e —1_‘/.—21_ __i) e
(2”]0g), on on s ek v e b

Les valeurs numériques

5]
ty=loga, ty = 2log2 —1, ty= 4loga — -,
9
16 131 661
Za=—8lgoo === t,—16log2 — ——= &= 32loga — —
2 P 3 8 12 : g 30’

sont faiblement décroissantes, car @ (— 1) est infini.

En intégrant la formule (15) de o a 1, on retrouve dailleurs la
formule de Wallis :

(17) log‘-‘:f—;—...::logta—leOgF(I—l— {):log%-

3. Cette meéme inégalité permet de calculer les différentes valeurs
Ot ) our z
Flomp i

de

2 m

On a d’abord, en faisant 2 — 1 -
2

=2 —2log2 — C = 0,03649...

: . . I

Ensuite, en faisant 2 — >» et remarquant que
I I ik I I S : T
e S PR A Ty AT )
SRS 4
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on trouve

T B
:4’—-’2“ —3loga—C=—o0,22745....

1 .
Pour 2 —= jromaa calculer :

1 B ' de V2 . 2+ /2
—I—E—G*:I—[ I—{—.I"’—I—? ,4.*.-10g2—__‘/5

et, par conséquent,

i
F(“’“) = : Vs
8 —’—%<z+10ﬂl+vz>—4log2—;E—C:~o,3875....

—_— bl B
iy & 2—y/a
8
La suite du calcul conduit aux évaluations successives des inté-

grales de la forme
f' dx
Sl
o 1 + z.’.n

que 'on peut théoriquement exprimer sous forme finie.

NeR i

(S ]

6. Nous pouvons obtenir une autre forme de la fonction O rela-

1

tive a de la maniére suivante :

I+ 2
Partons de I'équation

7O st B £1) e 1 eV Y,
SR TRy e PR NS

Formons directement la somme alternée par rapport a y :
V(z,0)—V(z, 1)+ V(z, 2) —. ..

én remarquant que
m!

s e
e a)s (z+1)(z+2)...(z +m+1)

= Emy

ce qui donne, par suite,

T:&—Ez"f"éx—w-:
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D’autre part, d’aprés la formule générale, nous aurons aussl :

I I I

= — ..,
2 2(x+1)+ 2‘1(x+z)+ 28(x +3) ¢

ce qui nous conduit a la relation

(18) Ei— Byt By—eo= ———— + Al e mr i
: : 2z+1)  flz+2) 8(z+3)

et en intégrant de o & 1,

logo  log3 log4
(19) —11+12_1ﬁ...:( g2 log3 , ol _)
Si, maintenant, nous prenons la réciproque des deux membres,

nous avons finalement

I I I £ 13
(20) 0 o el
xr —+1 x4+ 2 z+3 b3 9 23

et en intégrant de o a1,
(2) —+—+%+;l;+...:]og;-
7. La méthode ,suivante permet, dans un certain nombre de cas,
de former T (2). Ecrivons d’abord :
Ton(2) = f(&)—f(z+1)+...—flz+2h—1)
et ensuite, d’aprés la formule (3) du Chapitre 1BV
f(2)+fle+1)+...+flz+2h—1)= Qf+ Sap(0) — Qf(x +2h).

Si nous retranchons la deuxiéme équation de la premiére, nous

aurons a évaluer la somme
f(x+1)—|—f(x+3)+...+f(x+zh——1),
ce qui se fera, d’aprés-la méme formule, en posant
==z, floz+1)=[f(22'+1)=9(2"),
de sorte que nous aurons

o(2) +o(&' +1)+...+ (2 + h—1)= Q0+ 0g3(0)—Q9(z'+ h)
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La formule cherchée est donc

(22) Tznf(t):Szh(O)—Nh(O)+9[f(x)—29<§>]
_Q[f(x_th)_-gp(g -+ h)],

I

Comme exemple simple, reprenons le cas de - Nous aurons

1+
d’abord
e D 1 e I+ =)
San(0) =1+ 2 . oy Of=roire + G
D’autre part,
I i LT
f($+1>~m’ *(x)_;f<2>
et, par suite,
r Iﬁ—z>
2

20, =Sy, — Qo =

I ne reste plus qu’a calculer

lim [r'(x+ 2k TN k)

h=w Ta+ak) T /z)] = (log22 — C)—(logh—C) = log>

et nous retrouvons finalement la formule (15).

8. Nous avons supposé jusqu’ici que T(z) était convergent.
Prenons maintenant le cas général ou, pour / trés grand, f croit
indéfiniment; on aura alors une relation de la forme

flz+h) :f{f—flllxi_- SE S

le nombre m + 1 des coefficients étant en général limité.
Supposons d’abord que f, soit le seul coefficient non nul. La
suite
T—To=[f(#)—f(0)] —[f(z +1) —f(1)] +...
=P (e F R—1)—f(h <1)]

est convergente, et on a
lim[T]l(:I,‘) — T/L(O)] =0—1{.
Formons les deux expressions

2(T—To) —A(T —T,) = f(z) — 2T+ (— DA f(z + h),
2(0 —1¢) —A(8 —¢t) = f(z)—2t,.



60 CHAPITRE V.

En égalant les deuxiemes membres, et en remplacant f(z —+ /)
par f(h), nous obtiendrons la relation

(23) t, = lim [T,,(o'x -+ (_1‘)11—*—1-1&)&2],

formule qui coincide avec (10) lorsque J (k) tend vers zéro.
Remarquons que si T—T, est connu directement, on peut
déterminer £, au moyen de la relation

T()—T(0)—8(1) —te=—14 = fo—2 %,
ce qui donne

5 i P
(24) S _("LZ_(_I_)

Comme application. formons au moyen du procédé indiqué plus
haut (§ 7) :

(25) s () — 7 (0) — log(] - %)—log(l‘e f))—l— s

P el e | _',,f).
(—1) log(x‘ 7

Nous aurons successivemeut

z @z : ; ok
log<1+ T>+ log(1+ —E>~A...—.« log(IT 2/L—1)

= logT (1+ ) — x log2 A,

5 AN Rl M S
0g 1+;>f og 1—,«2 ...+ log eroty
: ) 5
= logI (Ia‘—z>——‘—zlogh.

D’ou, finalement,

r
T _ T,= zloga—logl'(# + 1) + 2logT (; —+ 1)-
En remarquant maintenant que
fpe > I 2
T(o)— T 1)=—log2 —2logl <1+ ;) = log s
on obtient la valeur de

; 1 2
(26) Blog(ri+2)= ;Iog;

-+ xloga —logl(1+2) + 2log[‘(1+ %)
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On peut déduire de cette formule une propriété bien connue de
la fonction T. 11 suffit d’appliquer la relation fondamentale (3), et
Pon trouve une expression logarithmique qui correspond a

l‘<[—:— E)]‘(I* .1'-—'rl>:2.—1"[_..—‘-_,\’21‘(_7;%.])'_
2 2 2

ou, plus simplement,

(27) 1‘<§>F<'7.;:~1>:2“-'L‘ Var(z).

C’est la formule bien connue de Legendre.

9. Prenons ensuite le cas moins simple, ou, pour 4 trés grand,
on peut écrire

S(@ = h)=fh—Xfh=f(h)—[f(h)— f(h-+1)]X,.
La série
TR T T X, B o fy 1 (o DA fR)
est alors convergente. Opérons comme précédemment, et formons
A T AR T T
=f(2) + (— D[ fh+ 2 X, i — f4X,],
en remplacant f(x + /) par sa valeur équivalente.
D’autre part,
2(80 — 6+ 46Xy ] —A(8—ty— 6, Xy) = f(2) + t,—aty+ 2X, 4.
de sorte qu’on a les deux relations

o (mstem T aTer st
( 26= 2T+ (— I)h—Hf/Il,
d’ou Pon tire

h A
(29) to=To+ (— ”"“[fT" = f‘]

9

22

10. Le calcul se complique rapidement, et 'on arrive en fin de
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compte a la formule générale

(30) % G —é = é +...=lim[f(0) —f(x) +...+ (—D)"f(h)

& e [ﬂz—h) + _fL@.—ng’iﬁ

I

fR)—2flh+1) +f(h+2) ]

23

dont la vérification formelle directe n’est pas apparemment 1mpos-
sible.

11. La formule (30) présente un réel intérét par ce qu’elle fait
correspondre d’une maniére logique une série supposée conver-
gente ¢, a une suite T qui ne 'est pas.

Nous avons déja trouvé quelques valeurs numériques de ¢, pour
des fonctions simples :

3 1 ,
t(Xm) =— =79 t(y*) = )

tyllog(1+ x)] =

Prenons maintenant la série de Newton :

(x +1)5=0o— 5 Xy— 6 Xo—. ...

Nous aurons, d’une part, par un calcul direct, et, d’autre part,
par la formule (2) :

: I ¢ o Gy
(31) tU[(x—)—I)—S]:(I—;_—l)’;(s):-‘l—u—}—;;—i—;s-i—...,

ce qui donne un nouveau développement de Z(s).
En remarquant que

C(‘s>:g_'_lti —!—C—FC’(S—I)—:—...,
5

= (s—1)loga — 221)-105;‘12—\—...,

i

95—1

nous aurons le développement

tLf(z +1)—5]=log2 + (s —1) [C log2 — 10§22]

-+ (s —1)? [lo%z -+ Cl()%% -+ C’Iog?.]



SOMMES ALTERNEES. 63

et par suite, des égalités telles que

loga log3 log4 S log22
s i —Loi=CGloga S
loo29 log23 ]0g34 log32 ~ o i ’
2 s ; T 7 __,,:__3 + Clog22 + 2C'log2.

12. La formule générale (4) permet de déduire de I'expres-
sion ¢, relative a une fonctiou, celle qui est relative a sa diffé-

rence :
OAf=20—1.
On a, par suite,

Lidf]l =t =2t —fo,

LlArfl=th=2"ty—ar—1 fy—. . .— fr_.
Par exemple,
5
to(81) =log2, ¢ (&) =2loga—i, to(E;) = 4log2 ——

et encore

fo[log(x—;—x)]:;t]og%, f(.[log<1—{—$_l'_l>]:]0g%-

On peut aussi opérer par dérivation,
1
t(yx) = IT:)-/’ L[ Xny®] =(—1)"(1+ y)—m,

ou par intégration

P [os 5
to[w+1]_log(l 978

13. Considérons la série
Ay— AT + Ao 22— azx3—+. ...

Elle définit une fonction f dans la région de z o elle est conver-
gente. Si nous donnons a x une valeur s non située dans cette
région, la relation

S = ap—ays+ays2—. ..

sera purement formelle. D’autre part, le symbole

t(ayxs)



64 CHAPITRE V. — SOMMES ALTERNEES.

définit au moyen d’une des méthodes que nous avons indiquées
une fonction qui coincidera en général avec la fonction f dans sa
région de convergence, mais qui ne sera pas forcément illusoire en
dehors de cette région, de sorte qu’on pourra le considérer comme
un prolongement de la fonction f.

Nous avons rencontré plusieurs exemples de ce prolongement :

1 SE
Bkt t0< >:10g(1+5',

S Lr=tond
) G4 Ty
L x+1y%l= — 4+ — + —-
0 [( x I) J > g 4 38

Ce résultat doit, d’ailleurs, pouvoir se justifier dans chaque cas
par un calcul de limite, dont les diverses formules indiquées dans
ce chapitre fournissent les ¢léments.
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LES FACULTES ORDINAIRES ET SUPERIEURES.

1. Les facultés ordinaires, qui sont les différences successives

de e s’expriment facilement en séries de Newton, mais la forme

simple sous laquelle elles sont définies est elle-méme susceptible
d’'un calcul direct formel qui utilise d’ailleurs aussi les mémes
nombres généraux « ev 8 et aussi les nombres particuliers ¢ et /.
Si nous posons

(I) En= (ll—l)! —I —_XI ———X2 o T

nous obtenons immédiatement un grand nombre de formules dont
nous n’écrirons que les principales :

I
(2) Bn=Env1,  Qnra=F—
(3) ;L‘E,,:(n——l)invi—"'lz”,
(4) fn _Ener  Bnge  Enes
ST s TS Rbr g o
n! r B 3 :
‘ (@ +1)nt+t =ag(n)Enpa+ 2 (R)E,ps—+ 25 (R)Ensg+.. 2
(5) ¢ i (n—+r1)!
o . B —_— =
Ent+1= Bo(n) m — Bi(n) (z +1)n+2 =+ B (n) (z +1)n+3 R
et, en particulier, 3
~ /4 I l
(6) _”EIL:EIL+1+;EII+2+is”"“s‘i—""
(7) Ena1= &+ "15,/1+|+l‘2,€.;l+2+""

Il faut y ajouter I'avantage qui résulte de la forme simple des
fonctions réciproques des facultés

T

R b E n—

(5 2 el
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2. On peut considérer £, comme fonction de son indice. Sil’on
donne a ce dernier une valeur quelconque y, £y devient une
fonction symétrique en x et ) :

Bl i@ cT)
F»(.Z‘+)/+ 2)

( 38 ) E_\‘+1 S

On trouve directement
o el I'(z+1I(y+2)
e
DizseDEy) o1

I'(z+y-+1) 9

Qg E y+1 =

formules identiques a celles déja trouvées pour le cas de y entier.
La derniére peut servir, au moyen d’un calcul de limite trés simple,
a déterminer la valeur pour » = o0 de

2 Se I"(1+2x) +
(9) 52,1———[1,(141_1') : C]

et d’autres valeurs du méme genre, mais nous ne nous y atlar-
derons pas, devant rencontrer ces résultats par une voie plus
simple.

1l est facile de généraliser pour y quelconque toutes les for-
mules obtenues pour y entier. On peut aussi en obtenir de plus
étendues. Par exemple, en nous reportant a la formule somma-
toire (10) du Chapitre 1V, nous obtenons

P(o) P yt1)
B2t s- 1)

oY

I
1+Eg+...+£,>: ';—

1l est bien évident aussi que 'on peut utiliser la relation géné-
rale (5) du Chapitre II1.
En particulier, on en déduit le développement des facultés en

séries des puissances de 'z :

Iz +DI'(y+1) 1 I I

) - SaRErE el

T(z-ty—+2) Ry%—l [R()’-H)'l to g R :
e T o

Ces derniéres séries n’ont qu’un nombre fini de termes pour les
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valeurs entiéres de . On trouve ainsi :

I S oy 15
Fe— = — —p DN it - sy o
Sy 4 22 16
(10) S 11 8550 A
e e e 108 658 =F 2

3. Les calculs de la série de facultés
S(@) = aoki+ arEs+ asty+. ..

s’effectuent au moyen des formules indiquées plus haut. Par
exemple,

g A a, = a ~
—fr = asti+ ==+ a; ) e+ e R
(11_) 2 2

" 11
Jar=ayti+ (a0 +ay £y +<F;al)—l—al +az>5::+---

et ainsi de suile, les dérivées successives se formant a U'aide des
coefficients a du tableau.
La somme ordonnée a pour expression

i1+«
Qf:_ao[ﬁ*:j;% +C]+a1(§1—1)-:~a2<’;’2—§>+...,

et si @, est nul,

S0)+f(1)+ f(2)+...= a1 + l—:f" + ‘;3 =

Si @, n’est pas nul, la série

Ay —+ A Q)+ a; S a,+a,
2 3 . 4

est, en général, divergente.

4. On peut mettre une série de tacultés sous la forme

b, ; b, b,

- -+
x —+1 -+ 2 x—+3

et inversement a l'aide de la formule (1) et de sa réciproqueé.
Nous rencontrerons un certain nombre de séries de ce type.
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Notons, en passant, la formule

1 [1"(1+x) __l"(l—k—y)]
(z+y)LT(+2x) T(1+y)
1 I
B (x+1)(y+1)+ (z—i—z)(y—i—z)_'_"'

b

dans laquelle on peat faire varier y, ce qui permet d’obtenir des
relations telles que

Yo= zR(Y)), 1+ v =(0—2)R(11—7)),
¥, et y, désignant les facultés supérieures qui seront définies plus
loin.
Quant aux séries de facultés autoréciproques, elles seront évi-

demment des sommes lindaires des combinaisons indiquées au

chapitre 111, (9) et (10).

5. Lintégration de la faculté £, introduit naturellement la fonc-
tion log(1—+ x) dont nous avons déja défini les coefficients [
[ Chap. II, éq. (1)]. Si nous posons d’une maniére générale :

(12) f sn dz = Ly — lp—,
0

nous aurons en formant la différence n'*™ de log(1 + )
Ln = ln— Xl llL+l RS Xg ln+~1—— veey

(13) Iog(x—l—y+1):Lo——\'lLl——YQL:——...

et aussi par simple intégration de (6) et (7)

L Lyge
(14) ’_EHZLII—*——‘—I:H sk ———,;—‘ + oy
Ln = /'oEu—l* [.1 5/1—1 = ig En_g—]-. R
sauf pour n =o. Nous aurons aussi, bien entendu,

ALn = Ln—l, QLH = Lu—l o ln—l-

D’autre part, nous pouvons former

x
f Lyde =(x+n-+1)L,— nLp_1—(n—1)l,+ nlp—
0
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et en déduire par un calcul facile

ULy +iLlpy—+...=(z+n+1)L,— (n—1) L,

ily +isls +...=(n+10)l—(n—1) .

Pour n—=1 le deuxiéme membre de cette derniére équation se
réduit & 2/, 41 et pour n = o, on a, comme nous le verrons,

Unli+ igla+ G ls+...= log \Var —1.

6. Les sommes successives de &, ne sont plus des facultés pro-
prement dites. Nous les appellerons facultés supérieures et les
désignerons suivant leur rang par la notation y,, 7,, 72, . ... Nous
avons déja rencontré [ Ghap. IV, éq. (5)la premiére d’entre elles y,
qui a pour expression

A ["(I—i—.’L‘); s A
(15) ((._—[mj l-C]—-— X, gl et

Le développement de y, en série de Newton résulte immédia-
tement de 'équation précédente mais on peut le mettre sous une
forme plus réduite. La méthode la plus simple consiste a utiliser la
relation

I 1

+zQ
! e o ! e

Q2

= Q(1),

ce qui nous donne, en opérant de proche en proche
P y

= i 1
(16) Yoo =— Xp (xn.+1+;+...+ }z—1>'

On a d’ailleurs les relations générales

Xp=1tloYo+ laY1+laYa+...,
; e ; ;
En=Ubna+. ..+ lnmibi+ in Yo+ fnaTi . . ..

Les facultés
SRR I BRI Eia 22)

forment une suite illimitée dans les deux sens, qui se continue en
allant de gauche a droite par différences successives.

st S W o oo S
7. Nous avons laiss¢ de coté la faculté singuliere —+ Ses diffé-

rences se forment immédiatement mais pour sa somme ordonndée
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-

une difficulté se présente. La méthode employée pour £, ne peut
étre utilisée car la suite

1 1 I

- —
x b e | ===

ne peut pas étre rendue nulle pour # = o par I'adjonction d’une
simple constante.

On peut avoir recours aux formules (5 bis) du Chapitre I appli-
quées a la fonction f=E. Nous aurons ici

fl=(z+n]=—=,  @f[—(z+D]=[2A2)]=s

I"(I—x)_

(17) Qé:«((—x):——ﬁ([—_—x)——c

Par suite,
I 1€ 2
OF e = e ey eSS T
<.Z‘ x+1) HUAR ) .0( ) 2[1‘2 12
b e—

On voit douc que la somme ordonnée de

3 I
S ] o -
z (z 1) PAES
mais bien

— mcotgm .

&=

C’est un exemple frappant du réle que peut jouer une fonction
de période 1 dans un cas particulier : mais par contre les formules
sommatoires des Chapitres IV et V deviennent inutilisables.

8. Les intégrales des facultés supérieures forment également
une suite continue, les fonctions logarithmiques se prolongeant a
gauche par d’autres fonctions dont la premiére et la plus impor-
tante est log(2). On peut ainsi constituer une suite de fonctions
qui se déduisent 'une de I'autre en allant de gauche a droite par
simple différence.

Nous nous bornerons a introduire les constantes

: : in—1 In—s
(18) c,L_1:—~./O. *(,l_idle,,+—2—+—2—'+...,
dont la premiére est la constante d’Euler [1V (22)] et la deuxiéme
a la valeur indiquée [IV (26)]. Les suivantes se rattachent aux
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valeurs de {(s) pour s entier et impair et de ¢’ pour s entier et pair.
Par exemple
I
(19) U= 4m2(2¢3—¢a), by = nt (I2c?_201—0«1+ 7)
L’¢quation qui définit les ¢ peut d’ailleurs, en raison du fait
qu’elle se rattache au type (6) du Chapitre I, se mettre aussi sous

la forme
Cn—ln= U Cnya—+ LaCnya—+ L3Cnt3—+. ...

On retrouve aussi ces constantes en formant la série de Newlon
de la dérivée de la fonction
' T(z+y—+1)

N I‘(7~+1)I‘(y+1)(/y:—i°+ilxl+i3x3+'"’
) x :

\”7: Co— C1 X]——Czlri_

On a aussi
(Toin)pg=Cr—cs Xy — i Xo—. ...

Les premiéres constantes ¢ ont pour valeurs :

¢o = 0,57721566, €3—20,09303;
¢ = 0,13033070, ¢, = 0,04070,
c3 = 0,07565317, Cr=0.08299;

La série qu’elles formeraient est d’ailleurs divergente. Par contre

les sommes

. Cn+1 | Cn+2
Cpisim it o

2 3

qui correspondent aux développements en série de Newton de V..
sont convergentes.

On peut obtenir facilement Pexpression du carré des cons-
tantes ¢ en fonction des nombres ¢ et {. Effectuons le calcul pour
la constante d’Euler. En partant des deux relations

i3 iy i

€ .+I‘2 pas l =i =
co=L =1 e e = — - S Ao
5 93 / SR S :

nous formerons le systéme

e gy i
n Hiiri s _1(n+1)_'_2(n+z)—1_3(n—i—3)—r"
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dont nous multiplierons respectivement chaque équation par 7,. En
additionnant nous obtiendrons

G2 i is i3 3 i1 isl;
(20) s U+ = ‘

(¢f. AepeLL, Nouv. Ann. Math., 1923).

On obtiendra des formules analogues pour les carrés ¢? ou les
produits ¢, c,.

Voici encore un groupe d’autres formules dont la premiére sur-
tout est d’'une symétrie remarquable.

Considérons la série de facultés

=08+ LE+ LE+. ...
Développons-la en série de Newton :
L!J = (]U—qul—gng—qZXp,—....

Les coefficients ont pour valeur

go=—1, q1=G
il ik ly o Uy 7
e T ads T

Reportons-nous maintenant aux relations (27) et (28) du Cha-
pitre I appliquées aux deux fonctions

1
§ B 0 )

s ¢ = log(1+ 2),

nous aurons, d’aprés les notations adoptées,

I

.fll = S i?/l:: [u,
7% L
l ls :
Pn= Cn—1, dn— e ﬁ—: e
et, par suite,
—q1= ¢, co= 1y ¢
Cy . .
By 2:;+01, C1=1yg2—+ g,
Co Cy . . ;
——q;;:?A—T—i—CQ, C2= g3+ 1 g2+ 12¢1.
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Des sorte que la fanetmn q» a aussi pour troisiéme expressmn

q’ =—(I+ coYotCiY1+CaYat.rn). |

: En intégrant maintenant de 0 & 1 ces trois expressions on trouve
d’abord >

: (2‘[) SP=1—3c2= Zinqn.

~On peut ensuite intégrer de o a 1 les différences successives des
trois équations, ce qui donnera

by + b+ = 109n+ liqn+i+---;
€l CLCppr . ol b el es) o Uil Glisina 0
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LES FONCTIONS EULERIENNES ET LE LOGARITHME INTEGRAL.

1. Partons de la série

1
1 —_—  — Y b — Yok —. ...
(2 TPy v iy
La somme ordonnée par rapport a y estune fonction de z + 5 —+1
puisque les variations de y et de # + y +1 sont les mémes. On

peut donc définir une fonction par la relation

Dz - Ti(zt))

=Y Y. SeYia =
T D e sg) o T ) T o ah Vs bl

(2)

a. Intégrons de o a 2 nous obtenons

Nz yabr)

(3) log D = AT e M L

les fonctions L étant celles qui ont été définies (Chap. VI). En
dérivant par rapport a y et faisant 3 = o nous trouvons d’abord

(4)

et ensuite en tenant compte des relations du Chapitre VI (5). et de
la formule (25) du Chapitre 1V,

Blrai ) o I(x +1) I Lo Ly s
lob__/—.—-—ll:l—m ~;++

(%)

/

Vorm
b. Intégrons cette fois de o & 1 par rapporta y,

I(x +1)

m—l—) +1)E1+ lgEn+l;;E;;+....

(6) log(z +1) =

En prenant maintenant la somme ordonnée des deux membres et
en remplacant la somme ordonnée de y, par I'expression en série
de Newton [ Chap. VI, (6)] nous obtenons un développement qui
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\a
(S}

ne contient pas d’autre irrationnelle que c et 27 :
p )]
X,

Vor C+1 1 : Xy
s ——c) X1+ Xg+ — + — +...
I'(x +1) 2 +<z C) Ve Mg

+ L&+ (yBa+ Gz 4. ...

(7) log

c¢. En intégrant de o a z 'équation (6) et en tenant compte de
la relation (26) du Chapitre IV, on obtient une troisiéme forme

qui met en évidence la partie asymptotique :
P(z+1)

(8) log =5 (J;+é)log(.L'+I)—(.7,'+I)—p(x).

Le terme p(x) en effet tend vers zéro lorsque z grandit indéfini-
ment. En développant ce terme en série de facultés on trouve
(9) p(@) =t Ly+ s Lo+ i Ls+ ...
ou encore, d’aprés les relations (14) du Chapitre VI,
o(z) (@) 2in(lokn—+ t1bnsr+ tabnpa+...).

On peut remarquer que le coefficient de £, est le méme que celui
de z7—' dans

1 I zo 3
oo [lool—z) =
et 'on obtient finalement
(10) (2) = > E[(2n+2) fnri—(2n—1) ia]bn

&1 & Es 10§ - 11§ 3 499¢&-
el e e : e : 3 e
12 720 720 8064 10 080 3 628 800

Le calcul des valeurs de I au moyen de cette formule n’est pas
impraticable. Par exemple pour obtenir I'(10) nous formerons

19 logr1o

— 10 =11,8745 5838
2

log /27 = 0,9189 3853
;I,—)E]: 0,0083 3333 12,8018 3024

I

— ¢3= 0,0000 0210

720

I

— £, = 0,0000 0049

720 2

8 3 00 0012 0000 0

5= 0,0000 001 0,0000 0271

8 064 > H ) 7
d’onila wvaleur. . i 12,8018 2753
anenrde i i cn 12,8018 2748
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2. Posons

(11)

1

T = Up— U X1 — U Xo—. ...
T(z =+ 2) 0 1AL— Uz As

Les polynomes w sont en relation évidente avec les polynomes de

Laguerre. La relation de récurrence est facile a former en écrivant

y.‘L‘—f—i ( ¥ ) }/1‘-}»1
T

t—"‘: —_— S ——— Sp— A)X_ ‘X"—_---
A‘”l‘(x—l—f),) x—+2)T(x~+2) ot b

et, par suite,
2
W=y, wm=y— -,

(12) (m+2)upp~+(y —2m—1)um;—+ miy_y = o.

D’autre part,

5 r+1 s ¥ yat d
i Plee F(x+2)_‘[ T(z+2) 2

ce qui doune

; /
(13) Un = Up— Upoy Uniq = Wo—=Ur . 0 Uy,

Enfin on vérifie facilement que
hy

(14) ert=1—uh—u h?— us B3 —. . .,

Si nous posons maintenant Qu, = ¢, nous aurons

e ; e ]
Qy eh—=1= (.elz—l_[> <I —el—k .

ce qui conduit a la formule

(== oo+ h201+...) [y (1) + Aty (1) + B2 us (1) +-.. .
= ug+ huy+ h2us+. .

et en dérivant par rapport & y et faisant y — o

(I—R) (1 + kol =+ h20' . ..) = uo (1) + huy (1) + A2 Us (1) +. .

ek ¢

ce qui permet de déterminer de proche en proche les coefficients ¢';
d’ailleurs en prenant la somme ordonnée de (11) par rapport a y
puis dérivant et faisant y = o on trouve

— o — ) X — o Xo—. .
Pl = i 2t

x3

la fouction ¢ étant la fonction de Riemann.
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3. Les différences de T' s’expriment trés simplement par la
formule

A,T(z)
L(z)

=1—Nyjz—Noz(1+2)—Nyz(1+2)(2+2)—. ...
Pour exprimer la somme ordonnée, posons

QI'(z +1) = 9I' (2 +1),
la fonction arbitraire © satisfait a 'équation fonctionnelle simple

o—(x+1ne(x+1)=1

el les coefficients de son développement en série de Newton sont
déterminés par voie de récurrence :

[}
(16) — Pn—1 1+ 29— Qn41= %)
ce qui donne
% I X
15 —o=X;s+Xqg+F = Xo+ =X, — X5+
( /) Y 1 2 3 ,;+4 =k % 5

On obtient une forme plus simple en formant ¢ (z +2) dont les
coefficients, d’aprées la formule (16), décroissent plus rapidement
et 'on trouve aprés une légére modification

1 OI'(z—+1) X e XX, 31

— =1— = — — — — X, ..
r—+1 F(x~+3) : 3 Ey il T

ce qui correspond pour / entier a la formule

W,y

42!l +(h+D)!=(h+2) |1 — 5 — — S R

I+1 2 |+ (h—+1) (L+)[ 3 s o ]

4. La fonction O relative a I' se forme d’une maniére analogue;

poussons le calcul un peu loin; en mettant @ sous la forme

g ()T (2 + 1) nous aurons, d’aprés I'équation caractéristique habi-
tuelle de 0,

(18) glz)+(z+1)glz+1)=1

et les relations entre les coefficients de g supposée développée en
série de Newton s’obtiennent par la récurrence

(19) mgm——2(m—+1) gmn+ (M ~+1) gmy1= 0.
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On peut remarquer tout de suite que les coefficients g, sont de la
forme @,, 2, — b,,. Les suites a et b se forment trés facilement au
moyen du tableau des différences. Les nombres de la troisiéme
colonne ¢tant égaux a ceux de la premiére multipliés respective-

LicT . = : =
32 7> +-+» il suffit de connaitre les trois premiers
4

nombres de cette premiére colonne pour déterminer les trois pre-

1
ment par -,
par -

miers de la troisiéme et prolonger la premicre, et ce procédé se
continue ainsi indéfiniment.
Les coefficients a correspondent d’ailleurs a

a(zx)+(x—+1)a(z—+1)=o0,

équation qui est satisfaite par la suite (—1)” ;1—' et ce sont par con-
séquent les nombres réciproques de cetle suite et leurs premiéres
valeurs s’obtiennent d’ailleurs facilement par le procédé indiqué
plus haut; on a ainsi la série

> — ey = Sve

3] =
(574 7

2 7 34 209 1546 13327 130 922
T S

[ e e pa L R !

—

Les coeflicients & correspondent a hypothése g = o etla fonc-
tion qui correspond a cette hypothése prend les valeurs

: 1 I 1
19,0 Ol e el
fou) (7 e ) ) m!
Voici la série des premiers nombres b :
I 4 20 124 920 7940 78040
o, =579 ;1 3i, T‘a -3—!7 61 b) 7! .
: b
La suite des rapports —,
N a
QR Tty AT e R et XA 160 s

tend vers la constante bien connue

8o0=0,5963 4736 2323 194. ...

5. La formule (5) du Chapitre VI s’étend au cas ou m que nous
avions considéré comme entier prend une valeur quelconque s. 11
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suffit de faire les généralisations
T'(z+1)I'(s+1
n!=1I(s+1), 5,1:__{-‘—#—)-
: F'(z+s—+2)
On obtient ainsi
(21) Blzers= ) o als) (s+1)a(s)
(# +1)5 1T (x+1) x+s+1  (z-+s+I1)(z+s+2)
(s+1)(s+2)as(s) .
(z+s+1)(z+s+2)(z+s+3)

et pour z = o

1
e T~ %y(s) o %y (s) s as(8) +:f [og I—I dz.

S—+1 RS T R

Si nous remplacons les polynomes e(s) par leurs développe-
ments et effectuons les divisions, nous voyons que le deuxiéme
membre de (22) peut se diviser en deux parties, 'une méromorphe F
et Pautre entiére E; la premiére a pour expression

. 1 1 I
(23) F(s+1)= — = e — —...
S—+1 1l (s-+.2) 2! (s+3)
comme cela résulte de

I
n!

% (—n—1)=(—r1)"
On vérifie immédiatement d’aprés cette forme de F que
= =4 I
(24) l*(s—|—z):(.\'+1)l‘(s+l)—;-

On peut aussi écrire en développant les fractions en séries de
facultés

1 I I
S 41 +(s—+—1)(s+2)+(s—o—1)(s+:z)(s—+—3)

eF(s+1)=

ou encore
I

1———,(5‘_’_2)—%6—1.

eF(s+1)=2Q

Quant aux valeurs de F pour n entiers, elles sont de la forme

r
F(/l+1):/e!~»ﬁ-
e

Les nombres 7
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sont, pris tous positivement, les réciproques de la suite (— 1) n !
et le nombre e est la limite de ;'z—%

La fonction réciproque de F a pour ¢quation

1 1 1
;1_(s+1)(s+2)+(s+1)(s+z)(s+’a_‘) e

(25) R=~-

et 'on voit tout de suite que c¢’est la fonction

1 I
I'(s+1) I'(s+2)

et 'on en déduit I'équation fonctionnelle de R
(26) R(s—+1)=1—(s+1)R(s).

Un calcul facile montre que 'on a aussi

1
I I i
eR = SEe St ey i tset dt.
S R e D SO 0

6. Prenons maintenant Péquation de E. Les premiers coeffi-
cients calculés au moyen de «(s) sont déja compliqués et le déve-
loppement

I 3s—4 2+ s-+2 1583+ 7552+ 1105 — 48
= =+ = e - wv
9, 24 48 5760

(27)

quoique convergent, se présente sous une forme difficilement
utilisable.

Comme E+F =T(s—+1), on voit que E prend pour n la
valeur r, et par suite grandit rapidement comme il fallait s’y
attendre.

L’¢quation fonctionnelle

E(s+2)=(s+DE(s+1)+ 2

donnerait par la méthode des coefficients indéterminés la série de

Newton
(28) EEG bl s gie

qui est évidemment divergente, mais on peut écrire symboli-
quement

(29) eE(sAI):G[%(,%EE;l]
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et cette notation n’est pas illusoire. Les coefficients u du dévelop-

pement :
L(z—s)
@y

= —u Xy — uUs Xo—. ..

sont des polynomes en s constituant la premiére ligne du tableau
fondamental ou la premiére colonne est formée des polynomes
(—1)"'n!S,, de sorte qu’en appliquant la formule générale on
obtient la série suivante dont nous n’écrivons que les premiers
Lermes

I+ § 1+ s+ 2 1+ 25—+ s

I
(30) ﬂE(s—i—I)Za—i— . —+ 5 - =

1+ 5s2—9283+ s*
A)5

1+ 9s—1552+ 1553 — 55+ 3
26

Il n’est pas impossible de retrouver dans ce développement les
valeurs de E pour s entier. Dans ce cas en effet la premiére colonne
du tableau des différences n’aura que s—+1 termes; le terme
général u(s) sera une fonction linéaire de son indice n de degré s
seulement et 'on pourra calculer la somme Z27" %, au moyen de
la formule (Chap. IV, 4, b).

Par exemple pour s = 2 on aura

I 3 7 13 1+2N;—Ns
eE(S):§+§+§+¥+"'“ZT_J'

Si Pon considére séparément chacun des polynomes u on vérifie
ainsi qu’il prend pour la suite des nombres o, 1, 2, ... des valeurs
croissantes; il croit donc lui-méme réguliérement (sauf peut-étre
accidentellement dans lintervalle de deux nombres entiers). On
peut admetire par suite que la série précédente croit réguliérement
avec la variable ou tout au moins n’a pas de discontinuité, et comme
elle est convergente pour les valeurs entiéres on peut la considérer

comme loujours convergente.

7. D’ailleurs la formule (24) peut s’écrire en remplacant s 4 1

par ==y
(31) eB(—s) = 0, T Tt = (o)

SER
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2(s) étant la fonction définie par la formule (18) a propos de
OI'(x + 1) de sorte que nous aurons finalement

I I I 1 I 1
¥ r e A e T A TR T T ..
(42) £ s 1!5—1—1+9.!s—!—2 Sk s gl
1 280—1 78— 4 s(s—+1)
+E[g°+ RS 9L
34g0— 20 s(s+1)(s+2
S “g! ( 3)? )+...].

La constante g, que nous avons définie par limg,=o peut se
calculer en faisant dans la formule qui précéde s=o et l'on a
ainsi ;

1 I

S sl S e e
(33) e1go=—C—+1 ST 4.41+....

Voici les premiéres valeurs des coefficients g :

g1 =0,1926 4736, &6 = 0,0104 4625,
g2 =0,0872 1577, g7 = 0,0069 4234,
L f 070459 68397 L= 0,0047 4420,
&= 0,0265 2495, &9 = 0,0033 1744,
&s= 0,0162 7518, &10=0,0023 6511.

On a d’ailleurs les relations évidentes

Taar D

8. On peul généraliser ce qui précede et poser
(34) y#L(s+1)=2(y,s)+H(y, s).
La fonction @ prend I'une des formes

By e 2 =Y
CosH l!(s—+—2)+:2!(s—(—3)

S N W
o [s—x +(s—+—x)(s+2) +]

et satisfait a I’équation fonctionnelle

(35)

S+ 1

(36) D(y,s+1)= P(y,s)—e 7.

v

Celle de H est de méme

(37) H(.,V,S+I):S—?H(.y,s)+e"¥
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et correspond a la série divergente

S S,
(38) G s e s
J e
On peut la remplacer dans les mémes conditions que nous
P 4
Pavons fait pour E par une série convergente. Nous déterminerons

d’abord une fonction g(y, s) par 'équation fonctionnelle

S —+1
20s, )ists s gy, s+1=1
La série 'de Newton correspondante a des coefficients de la
forme a,gy— bn, les suites des coefficients a, et b, étant des
polynomes en y qui sont respectivement les réciproques des deux
suites

yn v }- ,“«
(_])/L e LA
n! n n(n——x) n(n—r1)(n—=2)

Nous aurons finalement par un calcul 1denL1que a celui du para-
graphe précédent

% ),2 I y3 1
1~—¢ . AT e —_,— e —
(ol a2 Lis) = s ! S TR
: s s(s 41
v—e—![ ) gl(},)_—k'f(v)—(———) ]
115 ¥. ¥ G 2t I e %0 |
mla: I 1
Sl e o ) 4 1
Bbaarae 6 18 9 1
s 24 96 72 16 1
B lhas . 120 600 600 200 25 I
Galia oni 720 4320| 5400| 2400| 450 36
Bl as 5040 | 35280 52920| 29400| 7350 | 2646 49 I
1! b1 ....... o 1
2! b-)_. T 3ere i == 3 i
3 0a - 11 8 I
bbby h - 50 58 15 1
Bl = - 274 444 177 24 I
G¥bos - = 1764 3708| 2016| 416 35 I
Zbbyy - 13068| 33984| 23544| 6560 835 48 7

SER 6.
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9. L’expression du coefficient go(y) se forme facilement en
faisant s = o dans 'équation précédente, et 'on a ainsi

Le second membre de cette équation définit le logarithme inté-
gral li(e=7) pour y positif.

Mais la méthode employée permet de considérer aussi ce loga-
rithme intégral comme défini par la limite du 1*app0rt des poly-
nomes by, et a; lorsque A croit indéfiniment.

La valeur de @y est trés simple

h(h—1) y2  h(h—1)(h—2) p?®

l+/Ly+ =5 g—, i 3, 31

mais celle dé b est beaucoup plus compliquée. On peut remarquer
que le coefficient de y a pour valeur limite

I I
(Iﬂ{_;‘*“.fﬁ):logh—f—c

Le tableau ci-joint donne les sept premiéres valeurs numériques
des coefficients de a et de b. Le rapport de b; a a; donne des
valeurs assez approchées lorsque y est voisin de Iunité.
De la relation
&) +&s1(y)+ &(y)+...=1
on peut déduire une autre expression de g, () )-

Enfin, en formant la somme ordonnée de y—T'(s + 1) et en défi-
nissant une fonction W, généralisation de (17) par la relation

(o) ),
on obtient

y—serl' (s +1)W(s,y)

I"(r+s) QA
2 M LG 6 e e

3 I b I
e GEDG+2) 3 +D(s+2)(+3)

( + ) +(4"-z()’)s—————(s +2!(s+2) T J

— [0} + 500



CHAPITRE VIIIL.

LES SERIES INTERMEDIAIRES ET L’EXTRAPOLATION.

1. Les séries de facultés se développent immédiatement en
séries de Newton. Examinons, au point de vue seulement formel.
comment peut s’opérer le calcul inverse, ¢’est-a-dire la détermina-
tion des coefficients @ de la série de facultés

(1) f(@) = aki+ aibs+ anly+...,

en fonction des coefficients f, ou des valeurs f(n).
En considérant la fonction réciproque de f, nous avons le sys-
téme de relations en nombre infini

@ a1 a:

23 TR i et o s e Sy P
(3) S n-+1 n+2 n-+3
qui théoriquement peut conduire a un développement formel pour
les inconnues @, mais il est plus simple d’introduire le symbole
auxiliaire

Ln= X/[ En+1, 7_1::—51-

Nous pouvons poser

1 . e
€35 Yn= — _|__i.___,___ S R lliale
=T L —+==2 Li=t=1t =1

les coefficients p ayant pour valeur évidente

(4) pp= lim (z+ p)y,.
X=—p

Remarquons que ces n-+1 coefficients de y, peuvent étre
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déterminés par le systéme d’équations linéaires

e M 3 P2 : Mns1
I 3 : n—+1
................................ 5
P M : Mo 41
n D on
(——I)”‘*" (b2 vl iy s s Bt et sl ;
' (2rn=+1)! T Rn+1 n+2 ' an+41

qui est une simplification du systéme (2). Or si nous formons avec
les combinaisons de ces équations (e, désignant la p'*™*)

er— e, ep—2e+e;, e —3ea+3ez—ey,
un nouveau systéme, nous retombons sur celui que nous aurions
obtenu en posant

(5) (_I)HXHIHlil“‘“:&i“f‘---—;”‘ P-II—}—[EII—}-I,

ce qui nous montre que les prodﬁits %n sont autoréciproques posi-
tivement pour n pair et négativement pour n impair. On peut
donc les exprimer soit en fonction des inverses de z 41,
£+ 2, ..., soit en fonction des facultés £, £, . . ., les coefficients
restant les mémes avec un simple changement de signe pour n
impair (Tableau I).

Les formules (3) et (4) donnent aprés un calcul facile

I » 3l 3
(6) (—1)"%n=Noki—+ W(Nl—l\z) £ W(N2*2N3+NA)53+---7
les coefficients des polynomes en N étant les coefficients bino-

miaux, ou encore (Chap. 1, a)

(7) (—1)"1n=2p BT Bl P Yo ”(;(;l)j 1) (n+9)...(n+p) e

et inversement les £ s’expriment en fonction des y par la relation
particuliérement simple (lignes du Tableau IT)

(8) En+1: E])(—I)]7(2P+])7.P('l)7.l’(‘t)‘

2. Sachant que les produits 7 sont autoréciproques; on peut
écrire immédiatement leur développement en série de Newton.
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Par exemple

St oG
s Y= 2_—3—‘" 35T 4—5 ' s
( 5 1.2X, 23X, 5
9) S s T
1.2.3X;
( L= S PR

On retrouve les coefficients relatifs a 7, pris tous positivement
et multipliés par 2 p + 1 dans la p™®™° colonne du Tableau II.

La résolution de ce systéme, c’est-a-dire 'expression des X en
séries linéaires de y, s’obtient par un simple calcul direct

(10) Xp= (=1 ’L..'(’P—I_(]‘l[z(f;-:_l)”.(n+P)(212—!—I)7_u.

[’examen du groupe d’équations ainsi obtenu montre que les
coefficients de y, pour un indice » sont a un facteur prés ceux que
nous avons rencontrés dans le développement de y, en £.

Les séries en y qui correspondent aux X se présentent évidem-
ment, pour les valeurs non entiéres de x, sous formes divergentes
et le probléme consiste a former des combinaisons linéaires utili-
sables.

3. Portons les valeurs de X sans nous inquiéter de leur conver-
gence dans I'équation de Newton f(z) et écrivons le résultat sous
la forme

(11) S(@)=woso+3wipa+...+~(2p+1)wpYp+...,

que nous appellerons, pour simplifier, série intermédiaire.
Par réciprocité nous aurons aussi

Je=wogo—3wiyi+...+—(—DP(2p+1D)wpYp—+. ..

et inversement par analogie avec les formules (7) et (8) les coeffi-
cients w s’exprimeront en fonction des coefficients Jfn de la méme
maniére que les 7 en fonction des ¢ (Tableau I).

Les coefficients & jouissent d’ailleurs d’une propriété qui cor-
respond a l'autoréciprocité des y. Ce sont en effet des invariants
de réciprocité au sens défini au Chapitre IT1I. On peut le vérifier
de la maniére suivante. Formons la réciproque de f(z) en chan-
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geant de signe les ¢ d’indice impair, et revenons a la fonction pri-
mitive mais cette fois en remplagant les coefficients f, par les
valeurs f(n). Les nouveaux coefficients ainsi modifiés seront
égaux aux anciens ou de signe contraire suivant la parité de .
Il est évident par suite qu'une fonction autoréciproque aura
seulement des termes en y d’indice pair ou d’indice impair.
D’autre part, il y a lien de faire une remarque importante. Les
coefficients particuliers relatifs & une faculté £, d’indice p seront
nuls a partir du p*™°. On pourrait d’ailleurs construire le groupe
du Tableau II en partant de cette propriété. Ce tableau donne par
ligne les valeurs des (27 + 1) w, relatifs aux facultés.

4. Les calculs effectués sur les séries intermédiaires sont assez
compliqués. La différence ordonnée s’effectue au moyen de la
formule suivante :

(12) Ayn=

n *
2Ganrn)k

=1

1
Aot ;‘[_n‘l“ ——2(2n+I)A11+1-

La sommation s’effectue directement sur les expressions des y
en £. Pour une valeur / trés grande de la variable 2z, la somme
ordonnée prend la valeur

(i) %n(0) -+ yn (1) 4. .+ tn(h)
% [‘r(lﬂl«h) (o Pt 1 : e I]
—_[‘l,—'(:‘h—>+ ] H[I—i—z—.—... % .

La dérivation s’obtient aussi en opérant sur les développements
de facultés, mais les dérivées a l'origine ont seules une forme
relativement simple. Les formules relatives a Uintégration pré-
sentent un certain intérét entre les limiles o et 1. Si nous posons

1
(I-/i> f Ln dr = 7\,1,
0

nous aurons immédiatement 'expression de ces valeurs en fonc-
tion des nombres I ou des nombres ¢ par intégration de (7) ou
de (9):

A = — 0,69315, Ao = 0, 11758,

hy = — 0,01355, A = 0,00484,

Iy = — 0,00236, Ap = 0,00135;
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La suite des nouveaux nombres ainsi obtenus est alternativement
positive et négative et décroit peu rapidement.

On peut remarquer que les équations précédentes donnent pour
les expressions de ¢ en & la méme solution formelle que celle des
polynomes X en . Par exemple

(15) —lpg=—M+3 A — A3+ Fhs+. ...

5. Comme exemple de série intermédiaire a forme simple, nous
avons en particulier

I
iy = §

(16) = yo(n) Yo(x) + 3xu () ya (@) + 532(n) Y2 (2) +. ...
La réciproque par rapport a z pour les valeurs enti¢res de n n’est
autre que £,, ce qui explique la formule (8).

En dérivant la série par rapport a n, nous obtenons

FEES e e sl T T\ I SN
s e G i e G e e e

et d’autres formules analogues. Par intégration nous aurons la
série

1 - 7 s
(18) log<1+ :;):/‘17‘0+ 3ha 1+ SAs 2+ ..,

dont les coefficients A sont ceux des formules (14).
Cherchons encore le développement en série intermédiaire
de (1 — a)” en posant

(1—a)*= wy+ 3w 1+ dWafo—+....

En prenant la différence des deux membres et en utilisant la
formule (12) on obtient par identification la relation de récurrence
suivante entre les coefficients ¢ :

n I (e &
;w,l_l‘f(zn—;—x) g Wn—+ W1 = 0.

| -

Elle se simplifie lorsque @ = o0, 1 ou-:

™

IS

(19) (=1 =—oo—35—58%2--,

Toi— o L0 banat il
3 STl i s EIoEioe i
(20) e A,—»—25XQ 2.49’("—*——2.4.613/'6
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Le deuxiéme membre, malgré sa forme, spéciale est convergent
pour toutes les valeurs positives de x.

6. Le passage d'une série de facultés (1) a la série intermédiaire
correspondante est immédiat et les formules (8) donnent des
expressions a forme convergente pour les coefficients ¢v.

Mais le probléme inverse se présente sous un tout aulre aspect
et nous ne ferons ici que 'effleurer, de méme que d’autres ques-
tions intéressantes qui se rattachent a 'étude-des coefficients ¢,
nous réservant d’y revenir.

La substitution directe dans le développement de f(2) en série
intermédiaire des valeurs de y en £ qui résultent des formules (6),
donne pour les expressions des coefficients a des développements
formels presque identiques a ceux des équations (10)

(21) a,= ! S (= (= )

(py
X(p—1—n)(p+1)...(p+n)(2n-+1)w,.

Ces formules sont divergentes comme le prouve 'exemple (17)

I I 1§
= b = by s B .
(K. 2 T2 sy S ind 35'
yuisque la formule qui précéde nous donne par exemple pour la
puisq
valeur de a,

I A I 1 I o
z<1+—> —()<——|——> +m<:—’—7) — . a=3—b8+ 7.
2 2 3 3 {

Pour tourner la difficulté on pourra quelquefois faire usage du
procédé indiqué au Chapitre IV pour le calcul des valeurs qui
remplacent les séries alternées non convergentes tout au moins
quand le deuxiéme membre de (22) se présente sous cette forme.
Dans exemple cité on aura d’abord

n(n—+1) ? :
m_z —1)2(2n +1).

nin—+ 1)
n=0

Or le deuxiéme membre représente

2 1
0(2n+1)=1— =+ — =1

4 0
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et le calcul se continue de la méme maniére pour les autres coeffi-

cients. Le terme sous le signe 0,

Np—— PiN,)+1—...+ N‘.’./)
n(n-+1) :

a sa somme alternc¢e réduite telle que la valeur cherchée pour a se

’ L ’ 5 . Kk
réduit a celle du numérateur pour n = o, c’est-a-dire a -

7. On peut transformer les formules (22) en introduisant la
nouvelle combinaison

(22) —rpn=wi— 3w +...—(—1)"(2n +1)w,.

Le Tableau III donne les premiéres valeurs de r exprimées non
en wmals en f(o), f1), ...

La valeur de a, est la limite de r lorsque n devient infini.

Les autres valeurs des @ s’expriment aussi assez simplement en
fonction des r

%1 =ro+2ri+3re+ 4rs+...
as
= = ry—+ 47'»_»—1—10r;;+-...,
12 Z
(23) (<‘Pp))' ap:—E(Np——1—P1N,; — =Py No, ) Py
n=—~0

et 'on peut faire la remarque que les coefficients qui figurent
dans les seconds membres relatifs a une valeur @ d’indice p sont,
au signe prés, ceux que l'on trouve dans la colonne p du

e 9
Tableau III multipliés par ~-
P
Les développements ainsi obtenus pour les @ sont toujours
(sauf exceptionnellement pour les premiers indices) trés rapide-
ment divergents et 'on ne peut les utiliser sans artifice. On peut
remarquer toutefois que l'on a

(24) , @2 Qs 5 1 I
2 (A s i e e T Lok isr shtete ol il
J 5 3 2 3 i

ce qui donne une expression de la somme des valeurs f(o),
J(1), ..., lorsque cette somme est convergente.
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TaBLEAU I.
Eiiys g 13 & & & & g &
- § 1 : i I 1 T 1
Lntiy z+1 |z+2|z+3|z+4| T+ |[2+b6| z+7 | Zz+8
Woeeoonn Floy | et | FC2) TAE) At |5 00 )h I AR
(=)"W,.| Sy i Ja s S Js S S
=0 0 o
Too wia —1I )
DE e —1 6 —6
RERE —I 12 —30 20
T GRR —1I 20 —qo{| 140 —70
T R —I 30 —a210| 560 —630 2592
(R —I 42 —420| 1680 | —3150| 2772| —924
R —I 56 —756| 4200 |—11550| 16632|—12012| 3432
TasLeav II.
— Lo W, W W, | oW, W, W, W, W,
st R Lo L1 Xa Ls La Ls L XL
n=0..... 1
I 1
Yok i =
2 2
1 1 I
O pt f = s =
3 2 6
3 o v
.... 4 20 4 20
i I 2 2 I 1
""" 5 5 7 10 70
5 s leh s b e
""" 6 14 84 36 28 252
6 oo el e g
""" 5 28 84 6 154 84 924
SRR L b7 e i T7 e e el
i 8 24 24 | 264 88 312 | 264 | 3432
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TasLeAvu III.

o | Sf(0) | f(1). | f(2). | f(3). J4)- S(5). S(6). 1 f(7).
o I
I...] —2 6
2 31 —24 30
3...| —4 60| —180 140
B 5 |—120 630 —1120 630
5... —6 210|—1680 5040/ —6300 2772
(iph 7 |{—336{ 3780| —16800 34650 —33264 12012
5] —8 504|—7560 46200|—138600| 216216(—168168(51480

TasrLEAU IV.

=Su. | f(0) | fQ)- | f(2). | F(3)- | F(4). f(5). S(6). | f(7).

=0 I
I o 3
I —5 10
324050 10l —35 35
et I —14 91 —189 126
) o 21| —189 651 —924 462
6 I —7 351| —1749 4026/ —4290 1716
GHied ) 36| —594 4026 | —13299| 22737 | —19305] 6435

8. Pour un polynome, les différences d’ordre supérieur a son
degré sont nulles; nous avons vu qu’il en était de méme pour les
facultés en ce qui concerne les coefficients & d’indice supérieur

13
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a leur degré. Nous sommes donc amenés, par analogie avec les
méthodes employées pour les approximations a Paide des diffé-
rences dans le cas des polynomes ou des fonctions assimilées, a
utiliser les coefficients ¢ pour les calculs numériques relatifs aux
séries de faculiés, ou a d’autres séries susceptibles d’y étre rat-
tachées. Cette condition limite a 'avance le champ d’application
des méthodes qui vont suivre.

Proposons-nous d’abord le probleme simple de trouver la valeur
approchée du (7 —+ 1)*™° terme d’une série dont nous connaissons
seulement les 7 premiers. Si nous pouvons faire ’hypothése que
la série en question a I'allure numérique d’une série de facultés et
notamment si les coefficients v déterminés par les termes connus
décroissent réguliérement, il est naturel d’appliquer la for-
mule (11) dont le deuxiéme membre n’aura que n + 1 termes.
Nous aurons par conséquent comme expression de f(n)

f(n)=—cowy+crwy—...+ (—1)"1c,w,,

les coefficients ¢ étant ceux du Tableau II. On peut vérifier que ¢,

ui est égal a (n!)?2 décroit trés rapidement avec n. Par
q 8 G p

)|
conséquent on pourra négliger le produit ¢,w, qui renferme le
seul terme inconnu et prendre pour valeur de f(n) celle qui résul-
tera de la suppression de ce terme dans la formule.

Comme exemple numérique prenons la fonction (17) et suppo-
sons connus seulement les huit premiers inverses des carrés des
nombres entiers. La formule nous donnera le neuviéme avec une

erreur ¢gale a
Sels ol Ife
161 & go 12.870 1.158 300

ce qui représente moins de la 14000° partie de la valeur du terme
lui-méme.

Toutefois I'hypothése que les coefficients o sont négligeables a
partir d’un certain rang ne peut étre utilisée indéfiniment, en par-
ticulier si la somme des valeurs f(n) est convergente. Cette hypo—
thése en effet conduit a remplacer la fonction f( ) par une série
de facultés ou le coefficient «, de £, n'est pas nul.

9. Supposons la fonction f exprimée en série intermédiaire et
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formons la somme S;(0) au moyen de la formule (13). Le coeffi-
cient du terme transcendant est rs. Pour que la somme Sy, ait une
limite, il faut évidemment que ry tende vers zéro pour £ infini.
L’expression de S est alors
S I I I

b e — 3w 5w 1+:> = ol (TRl o) ha g

2

ou encore
rs
T LA B e o o i e S PO
D D )
et nous retombons sur la formule (24).

Si nous ne connaissons que les & premiéres valeurs de f(z),
nous aurons une valeur approchée de la somme limite en négli-
geant les valeurs des r d’indice supérieura 2 — 1. La somme ainsi
obtenue sera naturellement différente de celle que nous aurait
donné¢ l'addition des /4 valeurs conunues. En fait tout se passera
comme si nous avions remplacé la fonction inconnue J par une
série de facultés

(25) ar b+ arts+...+ apbpp

ot le coefficient @ serait nul, et les autres déterminés par les for-
mules (23) limitées aux /2 premiéres valeurs des r.

On peut remarquer que si nous représentons f par une série
intermédiaire o nous négligeons les coefficients w d’indice supé-
rieur a - — 1, elle a pour expression

—roo -+ (ri—ro) fu—-. . (=) (ras—Tp—s) Y r.

La formule (25) correspond a I'adjonction a la somme précé-
dente du terme (—1)%r,_;ys qui a pour effet de rendre nul le
coefficient de £, .

Le résultat obtenu pour la valeur de S, ne peut étre améliord
que si 'on fait des hypothéses sur Pallure des coefficients
inconnus r. En particulier si les premiers coefficients r connus
sont constamment alternés et décroissants et que 'on admette
qu’il continue toujours d’en éire ainsi, on en déduit immédiate-
ment que deux sommes S; et Sy, relatives a deux valeurs consé-
cutives comprennent entre elles la somme limite S.

Reprenons la fonction (17) en supposant toujours connues seule-
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ment les huit premiéres valeurs numériques : nous obtiendrons au
moyen des Tableaux 11l ou IV les valeurs

De—=1,6600 Se—T03

et en remarquant que les S d’indice pair décroissent alors que les S
d’indice impair croissent, nous pouvons présumer que la valeur
limite (1,6449) est comprise entre les deux nombres préccdents,
résultat intéressant a coté de la faible approximation (1,527...)
donnée par 'addition des huit termes connus.

Laformule (24) donne une valeur approchée du (7 + 1) terme
en fonction des précédents par un calcul analogue a celui fait au
paragraphe 8. lci nous supposons non plus w, = o0 mais r,,= o et
dans ’exemple choisi le neuviéme terme sera donné avec une erreur
égale en valeur absolue a

rs 1 I

218790 9 < 218790 19(5911()’

soit moins de la vingt-quatre milliéeme partie du terme inconnu <8L1> .

Les formules (23) fournissent d’ailleurs Ies coefficients de la série
de facultés qui correspond aux hypothéses faites. Pour la fonc-
tion (17) la coincidence des nombres trouvés

[e%)

ol

2a, 3 o
=— 994,

= 0, £ —8b;
9 2

avec ceux de la huitiéme ligne du Tableau I'V, est purement acci-
dentelle et résulte de propriétés sur lesquelles il est inutile de
s’étendre ici.

11. Les Tableaux Il et IV donnent les premiéres valeurs de r
et de S en fonction des seules valeurs f(o), f(1), .... Elles ont
été calculées pour les r par la formule

(26) (—n)/—tr;=(H,—Hy)f(o)+ ?T!?(IL—ZH.2+ Hy) f(1)+....

Celles des S se déduisent facilement des précédentes. Leur expres-
sion est d'ailleurs

(2rn+0! Xy, —(n+1)X, 40 —.

(27) —Z (n i) Sf(n) [Qcosn.r’ x—!—l ”Jx:h—l.

n—o0
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Par exemple les coefficients de f(1) ont pour valeurs

I ] 1

- + —_—
2 2

Les nombres de ces tableaux croissent trés vite et il convient de
conslater le caractére trés spécial des méthodes exposées dans ce
chapitre ou a la fin du chapitre précédent et qui rattache des
approximations numériques au calcul de rapport ou de différence

6Qcoswx M =cosnh [Hl_Hg
Lt

de trés grands nombres.

12. Signalons sommairement, pour terminer, la transformation
que 'on peut faire subir a Pexpression de la somme S, donnée par
la formule (24) par Papplication du procédé général qui résulte de
la formule (7) du Chapitre 1V.

Sinousdéfinissons unesuite de nombres pncomme les réciproques

. 7 5 . .
de ceux de la suite (— 1) ~—— les p s’exprimeront en fonction

linéaire des valeurs f(p) au moyen des coefficients du nouveau
Tableau V et cela d’'une maniére trés simple puisque dans la p'*™*
colonne de ce tableau il n’y a que p coefficients non nuls qui sont
ceux de la série de Newton correspondant a

[F_I-;T!]ax(z—l). (x—p+2)(z+2)...(z+p).

TaABLEAU V.

P+ !f(”)- S| f(2). [ fB). | f(4).) F(5). | f£(6). | f(7) [S(8)
=0 :l I
15} 3
2o J’ —9, 10
3. | o o | —I15 35
s ; o 0 6 | —84 126
St e o 0 70 |—420 462
61 o o o | —20 540[—1980| 1716
TN 00 o o o |—315| 3465|—g009 6435
8 } o o 0 o 0[—3080| 20020|—40040|24310
|
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TasLeau VI.

o FOVILFE): L (2) | £(3) )| f(8) [ (6) | FCay i (8
70 I
3
1 1 2
2,
5
2 1 1 -
2
5 85
3 I 1 g —§~
7 63
1 1 1 1 —é s
S 21 84 231
* b ; T8 6 |
51 264 | 429
NG e e e
. : : - : 93 | 1353 | 58577( 6435
4 128 128 128 128
187 | 4433] 13585[12155
o : 3 : JE e 128 | 128 | 128

Les sommes S, du Tableau 1V seront remplacées par de nouvelles
expressions

h

1 1
Sp= Po—+ ;px+...+ ;7!9

qui se calculeront au moyen du Tableau VI.

Si les valeurs trouvées pour les p sont toutes de méme signe et
décroissantes et si nous admettons qu’il doit continuer a en étre
ainsi, la série o) aura, pour £ infini, une limite S comprise entre o,

el
et oy == “272 .
Par exemple dans 'exemple cité en faisant & = 7 nous trouverons
1663 s S bl
Au fond, la transformation se justifie par I’emploi conventionnel
d’hypothéses telles que

TR Bhiio =k —10, Pr = Phbl =i —CONUL
'h I'h+44
=& — . — const. Yy g =...= 0.
TEE FoZo 2 s ras

FIN.



Auw liew de :

- anest :

: P{x—+1) I'(z—r)
49001 600 479001600
;e S

T 2!
o 2
indice pair indice impair

: ; 5
3
(—1)ria
P
Ry K=
p(z)e () p(z) =
(ysami—=1)os - Ay—am —2)
o, 19264736 ; 0,19260472
SR 2 4

2 R i G Gy
3 X2 Ao
14 divergentes compliquées
25 75 / %oy
< W, Woo
26 et 28 (21 ~+1) (2n+3)
Tableau 11 —, ot

NOTES.

~ Page 41, la formule de la ligne 17 doit se lire :

31 : (h—l)z(h'*Z) 1 ]2_2+h(h+1)+2.

L
s+ o+ o=

28 a2} 2h

e SER. — Les calculs formels des séries de Jfactorielles.




NOTES.

Page 53, aprés le premier alinéa, ajouter : les formules (7) et (30) peuvent
aussi se vérifier en remarquant que

h

h
2 2n f= Z (=) (@) [ Q277X T,

Ne=0 n=>0

et en utilisant la formule (16) du Chapitre ITL.

Page 25, in fine, ajouter : la suite des coefficients
] &Y ? .]

I 10 11
SRR 3 S22 )
720" 8064 10080

est autoréciproque négativement ct a pour somme —
12

Page 84, aprés le quatriéme alinéa, ajouter : En supposant g (s, ») développé
en séries de facultés, on détermine facilement les coefficients par I'équation
fonctionnelle et on obtient ensuite par réciprocité une expression de g,(y),

I

y;ﬂ—l'
npar1

S —P__.__p!

p=0

s 7l

et pour n = o,
—eJ’lie'J‘:Z [1‘—-1’1% —P, =
D=0

les polynomes en y étant ceux de Laguerre.

Page 88, in fine; tous les Apsauf le premier sont positifs et la suite nh, est

convergente.
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