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RESUME

En 1997, Gilbert Labelle s’est intéressé au dénombrement de multigraphes enrichis
ayant des sommets non étiquetés et un nombre précis d’arétes étiquetées. Il a publié un
bref article présentant ses résultats. Il a trouvé deux facons de faire le dénombrement
voulu: une formule explicite, et une formule récursive. Il a fait certains calculs a partir
de ces formules pour les multigraphes enrichis par des ensembles, des cycles, des ordres
linéaires et des singletons. L’objectif de ce travail est dans un premier temps, d’expliciter
son article en détaillant les preuves et en donnant plus d’exemples. Dans un deuxieme
temps, nous explorons les multigraphes enrichis par des especes un peu plus complexes
telles que les dérangements, les arborescences, les partitions, etc. Nous ajoutons des
couleurs aux arétes, boucles et arcs afin de voir de quelle facon cet ajout influence le
nombre de multigraphes enrichis. Nous utilisons le logiciel de calcul formel Maple afin
de trouver les suites de nombres et de polyndmes dénombrant les multigraphes enrichis.
A quelques exceptions pres, nous constatons que les suites trouvées ne figurent pas dans
la base de données électronique des suites d’entiers de Sloane-Plouffe Encyclopedia of
Integer Sequences. Nous terminons en tentant de faire des bijections entre les objets
décrits par les suite déja répertoriées et les multigraphes correspondant.

Mots clés: multigraphes enrichis, especes de structures, dénombrement, suites
d’entiers, étiquettes.



INTRODUCTION

La théorie des especes a été introduite au début des années 1980 par Joyal (Joyal, 1981).
Une version partielle et plus élémentaire de cette théorie a été publiée par la suite (La-
belle J., 1983). Puis, dix années plus tard, G.Labelle (Labelle G., 1993) a fait une
synthese d’une bonne partie des développements de la théorie touchant la symétrie et
I’asymétrie des structures combinatoires. En 1994, Bergeron, Labelle et Leroux publient
un ouvrage (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994) important sur la théorie des especes.
Cette théorie a une grande importance en combinatoire, entre autres parce qu’elle per-
met d’analyser des structures combinatoires étiquetées et non étiquetées. A la fin des
années 1990, G.Labelle (Labelle G., 2000) a pensé a une nouvelle structure combina-
toire, en joignant la théorie des especes a la combinatoire. Cette nouvelle structure
est constituée de multigraphes dans lesquels des especes enrichissent les arétes et cette
structure est appelée multigraphe enrichi. Labelle a étudié le dénombrement de multi-
graphes enrichis dans lesquels les sommets et les arétes sont étiquetés. Il s’est aussi
intéressé au dénombrement de multigraphes partiellement étiquetés, c’est-a-dire des
multigraphes enrichis ol seules les arétes ou seuls les sommets sont étiquetés. Con-
trairement au dénombrement des multigraphes enrichis pour lesquels les sommets et
arétes sont étiquetés, et a celui des multigraphes enrichis pour lesquels seuls les som-
mets sont étiquetés, le dénombrement des multigraphes enrichis pour lesquels seules les

arétes sont étiquetées s’avere difficile.

Dans son article publié en 2000, Labelle a trouvé deux formules qui effectuent le
dénombrement souhaité: une explicite, et une récursive. Jusqu’a maintenant, ce sont les
deux seules fagons connues pour effectuer ce dénombrement. L’objectif de ce travail est
d’abord de bien comprendre les résultats de Labelle, puis d’expliciter ses preuves parfois

tres courtes en donnant les détails nécessaires & la bonne compréhension des résultats



donnés. Le deuxieme objectif de ce travail est d’explorer les multigraphes enrichis avec
des especes plus complexes. Dans son article, Labelle s’est limité aux multigraphes en-
richis par des singletons, des ensembles, des ordres linéaires et des cycles. Nous nous
intéresserons donc au dénombrement de multigraphes enrichis par des especes un peu

plus farfelues telles que les dérangements, les partitions et méme ’espéce des graphes!

Nous ferons plusieurs calculs a ’aide du logiciel de calcul formel Maple. Nous vérifierons
si les suites d’entiers ainsi obtenues sont répertoriées dans la base de données des suites
d’entiers de Sloane-Plouffe Encyclopedia of Integer Sequences (Sloane et Plouffe, 2004)!
ou pas. Pour celles déja répertoriées, nous étudierons le lien unissant les multigraphes

enrichis correspondant et I'autre structure dénombrée par la méme suite.

Ce travail est divisé en cing chapitres. Le premier introduit les notions de base de
la théorie des especes. Nous définissons d’abord les especes de structures, puis nous
donnons plusieurs exemples en commencant par des especes plutot triviales telles que
I’espece vide, ’espece des singletons, 'espéce des ensembles, et puis des plus complexes
telles que 'espece des scrutins, I'espéce des arborescences, 1’espece des permutations.
Nous introduisons ensuite les séries associées aux espeéces: la série génératrice ordinaire,
la série génératrice des types d’isomorphie et la série indicatrice des cycles. Nous termi-
nouns ce chapitre en définissant sur les espéces de structures, des opérations algébriques
telles que la somme, la multiplication, la substitution et la dérivée. Il est important de

bien définir toutes ces notions puisqu’elles sont préalables aux chapitres ultérieurs.

Le deuxiéme chapitre généralise le concept d’espece de structures. Dans un premier
temps, nous rappelons ce qu’est une espéce de structures sur plus d’une sorte: nous adap-
tons les notions vues au premier chapitre pour des espéces pouvant vivre sur plusieurs
sortes. Dans un deuxieme temps, nous adaptons les notions vues au premier chapitre
cette fois pour des espeéces & une sorte, mais pour lesquelles des pondérations ont été

ajoutées. Puis finalement, nous terminons ce chapitre en combinant ces deux variantes

!Cette base de données électronique est une extension du livre (Sloane et Plouffe, 1995).



de la notion d’espeéce en définissant les especes pondérées a plusieurs sortes.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons le probléme qui motive ce travail. Pour ce
faire, nous introduisons d’abord la définition de multigraphes, puis nous enrichissons
les arétes par une espece et nous obtenons ainsi des multigraphes simples enrichis. Par
la suite, nous généralisons les multigraphes simples enrichis en donnant la possibilité
d’avoir des arcs et des boucles. Ces multigraphes enrichis généraux forment une espeéce.
Nous nous intéressons au dénombrement de l’espece des multigraphes enrichis pour

lesquels seuls les arétes, arcs et boucles sont étiquetés.

Le quatrieme chapitre est consacré a I’étude de notre probléme, soit le dénombrement
de multigraphes enrichis avec sommets non étiquetés et avec k arétes, arcs et boucles
étiquetés. Nous présentons deux formules donnant ce dénombrement: une explicite, et

une récursive. Puis, nous en faisons les démonstrations ainsi que quelques exemples.

Dans le dernier chapitre, nous présentons les résultats obtenus a 'aide du logiciel de
calcul formel Maple pour différents enrichissements, et différents types de liens (arétes,
arcs et boucles) permis. Ainsi, nous obtenons des suites de polynomes et des suites
d’entiers contenant l'information concernant le dénombrement voulu. Nous concluons
ce travail en nous intéressant aux suites d’entiers obtenues en vérifiant si elles sont déja
dans la base de données électronique des suites d’entiers de Sloane-Plouffe Encyclopedia
of Integer Sequences ou non. Dans l'affirmative, nous tenterons de comprendre le lien

unissant le multigraphe enrichi et I’objet décrit par la suite répertoriée.

En annexe, nous présentons les premieres valeurs de ¢, soit le nombre de permutations
de [p] ne contenant que des cycles de longueur > 3. Ensuite, nous donnouns les valeurs
de w;; pour 7 < 20 et j < 20. Finalement, les principaux programmes Maple utilisés

dans ce travail se trouvent & la toute fin des annexes.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION A LA THEORIE DES ESPECES

Dans ce chapitre, nous présentons la base de la théorie des espéces. Dans la premiere
section, nous définissons de facon informelle ce qu’est une espece de structures, nous
introduisons le concept de transport de structures le long d’une bijection, puis nous
donnons la définition formelle d’une espeéce de structures. Par la suite, nous présentons
des exemples d’especes de structures de base, ainsi que d’autres especes un peu plus

compliquées qui nous seront utiles par la suite.

Dans la deuxieme section, nous introduisons les trois plus importantes séries associées
aux especes de structures, tout en définissant les concepts de type d’isomorphie et de
type cyclique d’une permutation. Nous verrons que chacune de ces séries contient de
précieuses informations sur les propriétés énumératives des especes de structures. Nous
donnons, pour chacune des séries, des exemples pour quelques espéces de structures.

Nous montrons aussi de quelle maniere les trois types de séries sont reliés.

Finalement, dans la derniere section, nous définissons des opérations algébriques sur les
especes de structures. Entre autres, nous verrons de quelle maniére 'addition, la mul-
tiplication, la composition et la dérivation sont définis sur des especes. Nous montrons

aussi de quelle maniere les différentes séries sont affectées par les diverses opérations.



1.1 Espece de structures

Informellement, on dit qu’une structure est un couple s = (-, U), ou1 7y est une construc-
tion sur ’ensemble de données U. Autrement dit, s est une structure construite selon

la «regle>> v sur 'ensemble U.

Exemples

1. Ordre linéaire:

° 0 ° 0 o U= {aaba ¢, d7 6}

1= {(av b)v (bv C), (Cv d)v (dv 6)}

2. Graphe simple:

—O®
© Uy = {a,b,c,d}
Y2 = {{a7 b}7 {a7 C}v {a7 d}7 {b7 d}7 {C, d}}

3. Graphe orienté:

®% Us ={a,b,c,d}
Y3 = {(a'v b)v (av C), (a'vd)v (bv d)v (C, d)}

Remarque 1.1.1 Dans les deuz derniers exemples, notons que so, le graphe simple,
et s3, le graphe orienté, ont exactement le méme ensemble de sommets U. De plus,
remarquons que ys et vys ne différent que par le fait que yo est un ensemble d’ensembles,
alors que 73 est un ensemble de couples. Ainsi, dans cette représentation des structures,
il est important de porter une attention particuliére ¢ l’ensemble v afin de savoir s’il est
constitué d’arétes, ou d’arcs. Il est aussi possible que [’ensemble v soit constitué a la

fois d’arétes et d’arcs, ou encore, de constructions ensemblistes plus complezes.



Cette définition de structure n’est pas exactement complete. Il nous faut donc définir de
facon plus rigoureuse le concept de structure. Pour ce faire, nous utiliserons ’approche
fonctorielle. Mais avant tout, introduisons la notion de transport des structures le long

de bijections que nous utiliserons dans la définition formelle d’espece de structures.

Considérons l'ordre linéaire s = (y,U) vu précédemment, dont 1’ensemble sous-jacent
est U = {a,b,c,d,e}. Enremplacant chaque élément de U par ceux d’un autre ensemble
V = {f,g,h,i,j} via la bijection o : U — V décrite dans la figure suivante, on voit
bien que cette bijection permet de transporter I’ordre linéaire s sur un ordre linéaire

correspondant ¢t = (7, V).

IJ: {a, b, c, d, e} >@ @ @ @ @
VAAAAY AN _
v={f,g hij} O

Ainsi, il s’agit de remplacer chaque sommet u € U par le sommet correspondant o(u) €

V. On dit alors que l'ordre linéaire ¢ a été obtenu par transport de 'ordre linéaire s le

long de la bijection o, donc que t = o - s = ({(f, 9), (9, h), (h,%), (:,5)},{f, 9, h, 0,7 })-

Ce transport de structure le long d’une bijection a le méme effet que de remplacer
chaque élément v € U dans v par I’élément correspondant o(u) € V dans I’expression
de «y. Ainsi, s’il existe un tel transport de structures le long d’une bijection o de U
dans V, on dit que s et ¢ sont isomorphes et o est un isomorphisme de s & t. Nous

reviendrons sur ce concept dans la section suivante.

Définition 1.1.1 Une espéce de structures est une régle F' qui associe :
(i) a chaque ensemble fini U, un ensemble fini F[U] ;
(ii) a chague bijection o : U — V, une fonction Flo]: F[U|] — F[V].



De plus, les fonctions F[o] doivent satisfaire les propriétés de fonctorialité suivantes :
(#ii) pour toute bijection o : U -V et7:V — W, on a
Flr o 0] = Flr] o Flo];
(iv) pour la bijection identité Idy : U — U, on a
Flldy] = Idp.

On appelle une F-structure sur U un élément s € F[U]. Une F-structure sur U est
aussi appelée une structure d’espece F' sur U. De plus, la fonction F[o] est appelée le

transport des F-structures le long de 0. Notons que F[o] est bijective.

Exemple Définissons ’espece des arbres, notée (1. La notation A[U] désigne ’ensemble

de toutes les structures d’arbres sur I’ensemble des sommets U. On a:
a[U] ={(»,U) : v C P[U],Vu,v € U,In € N, I[zg, ..., x,] tel 29 = u,z, = v},

ou P3[U] est I'ensemble des couples d’éléments de U, et ou [zg,z1,...,Z,] désigne un
chemin de longueur n du sommet zy au sommet z,, ot chacun des sommets du chemin

sont reliés par des éléments de +.

Rappelons que dans l'arbre a = (v, U), 7y désigne ’ensemble des arétes et U, I'ensemble

des sommets de 'arbre.

Vérifions que A[U] est bien une espece de structure.

(1) Si U est un ensemble fini, alors a[U] est aussi un ensemble fini. En effet, en théorie

des graphes, on a le résultat bien connu que le nombre d’arbres sur n sommets est n" 2.

(ii) Chaque bijection o : U — V induit, par transport de structures, une fonction
alo] : a[U] — a[V]
qui est en fait le transport des arbres le long de o.

La figure 1.1 donne un exemple de transport d’un arbre le long de o.
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Figure 1.1 Exemple de transport d’un arbre le long de o.

Ainsi, si a = (y,U) € U], alors Qfo]ja] =0 -a = (0-7,V) ol o - est 'ensemble des
paires {o(x),0(y)} d’éléments de V obtenues & partir de paires {z,y} € . Toute aréte

{z,y} de a est réétiquetée {o(z),o(y)} dans o -~.

Vérifions maintenant les propriétés de fonctorialité. Nous venons tout juste de voir que
le transport des arbres le long de o n’est en fait qu'un réétiquettage des sommets et des
arétes. Ainsi, il est clair que pour toute bijection o : U — Vet 7:V — W, on a

a[r o o] = a[r] o alo],
et que pour Idy : U — U, on a Q[Idy] = Idgq- Ainsi, a[U] respecte toutes les

propriétés d’espece de structures. [

La figure 1.2 est une représentation générale d’une F-structure, ou les cercles blancs
représentent les éléments de ’ensemble sous-jacent non structuré, et la F-structure sur
ces éléments est représentée par un arc de cercle. Tout au long de ce travail, nous

utiliserons cette représentation générale afin d’illustrer diverses especes de structures.



Figure 1.2 Représentation générale d’une F-structure.

Exemples Quelques espéces de structures.

Il est possible de décrire une espéce de structures F' de différentes facons. D’abord, nous

pouvons utiliser un systeme d’axiomes U et ensuite poser

s=(v,U) € F[U] <= s = (v,U) est un modele de U.

Les transports F'[o] se font de facon similaire aux transports vus précédemment. Ainsi,
nous pouvons facilement décrire les especes suivantes: les arbres (@), les arborescences
(A), les graphes simples (9), les graphes orientés (G,), les graphes simples connexes
(G°), les graphes simples non connexes (G%)!, les arborescences binaires (B), les per-
mutations cycliques (C), les permutations cycliques impaires (C?), les permutations
cycliques paires (CP), les ordres linéaires (L), les permutations (S), les scrutins (Scru),

etc.

Il est aussi possible de décrire certaines espéces de structures de facon explicite. En

voici quelques exemples:

1. L’espece vide, notée 0, est définie par 0[U] = ), pour tout U.

'Le lecteur est invité & consulter (Harary et Palmer, 1973) pour les aspects énumératifs de

diverses classes de graphes.
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2. L’espéce des singletons, notée X, est définie par

U] { ) Lsiful=1

0 , sinon.

3. L’espece caractéristique de ’ensemble vide, notée 1, est définie par

1[U]:{ (U} ,siU =0;

0 , sinon.

4. L’espece des ensembles, notée F, est définie par E[U] = {U}. Ainsi, sur tout
ensemble fini U, il existe une unique E-structure, c’est-a-dire 'ensemble U lui-

méme.
5. L’espece des éléments, notée €, est définie par €[U] = U. Ainsi, les structures sur

U sont les éléments de U.

1.2 Séries associées

Nous présentons dans cette section trois types de séries formelles importantes associées
aux espéces de structures:

1. F(z), la série génératrice de l'espece F';

2. F (z), la série génératrice des types de 'espece F;

3. Zp(z1,x2,T3,...), la série indicatrice des cycles de F.
L’importance de ces séries découle du fait qu’elles permettent d’encoder des informations
parfois difficiles & calculer au sujet du dénombrement de F'-structures.

Dans ce qui suit, nous adopterons comme convention que [n] est ’ensemble {1,2,...,n}

tandis que F'[n] est 'ensemble F[{1,2,...,n}].
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1.2.1 Série génératrice ordinaire

Définition 1.2.1 La série génératrice d’une espéce de structures F, noté F(x), est

définie par la série formelle exponentielle

F(z) =Y famr,
n=0 '

ou le coefficient fp, = |F[n]|, c’est-a-dire que f, est le nombre de F-structures possibles

sur un ensemble de n éléments.
Exemples

1. Soit l'espece des ensembles E. La série génératrice de I’espece des ensembles est
E(x) = e*. En effet, on peut vérifier facilement que Vn, f, = 1 et ainsi,
x
B(z)=) 1— =¢". (1.1)

|
mn.
n=0

2. Soit l'espece des ordres linéaires L. La série génératrice de ’espéce des ordres
lindaires est L(z) = ﬁ En effet, on peut vérifier facilement que Vn, f, = n! et
ainsi,

A A~ 1
L(z)=) mi—p=3 a"=—. (1.2)
n=0 n=0

3. Soit I'espece des singletons X. La série génératrice de 1’espece des singletons est

X (z) = z. En effet, par définition de I'espece des singletons, on a que f; = 1 et
que Vn # 1, f, =0 et ainsi,
X(z) = =. (1.3)

4. Soit ’espece des permutations S. La série génératrice de ’espece des permutations

est S(x) = ﬁ En effet, on peut vérifier facilement que Vn, f, = n! et ainsi,

S(x)zZn!%sz"zl_x. (1.4)
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1.2.2 Série génératrice des types d’isomorphie

Avant d’introduire ce qu’est une série génératrice des types d’isomorphie, nous devons

d’abord définir ce que nous entendons par <types d’isomorphie>>.

Définition 1.2.2 On définit la relation d’équivalence <K méme type d’isomorphie> en
disant que deuz F-structures, s € F[U] et t € F[U], ont le méme type d’isomorphie
si et seulement s’il existe une bijection 5 : U — V telle que F[B](s) = t. Un type

d’isomorphie est une classe de cette relation d’équivalence.

Il est facile de voir qu’a la figure 1.1, les deux arbres sont isomorphes. La bijection
est bien illustrée par les fleches de cette figure. Une représentation pratique d’un type
d’isomorphie consiste & oublier les étiquettes désignant les éléments des ensembles sous-

jacents.

La figure suivante représente le type d’isomorphie des arbres de la figure 1.1.

O

Définition 1.2.3 La série génératrice des types d’isomorphie d’une espéece de structures
F, notée ﬁ(w), aussi appelée série tilda, est définie par la série formelle ordinaire
F(x) = Z fnx"
n>0

ot le coefficient }; est le nombre de types d’isomorphie de F-structures sur n éléments.

Exemples L’espeéce L(z) des ordres linéaires n’a qu’'un seul type d’isomorphie sur n

sommets. Ainsi, on a que }; = 1 pour tout n, et donc que

1
1—x

E(.’E):le”:1+x+x2+...:
n>0
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Par des calculs semblables, on trouve les séries génératrices de types suivantes:

L B@)=—— 2 X@) =z 3 §(x):H1_1xk.
k>1

1.2.3 Série indicatrice des cycles

Parmi les trois types de séries présentés ici, la série indicatrice des cycles est celle qui con-
tient le plus d’informations énumératives. Contrairement aux deux séries précédentes,
cette série formelle contient une infinité de variables x1, 9, 3, 4, ... Avant de présenter
cette troisieme série, nous devons avant tout introduire ce qu’est le type cyclique d’une

permutation.

Définition 1.2.4 Soit U, un ensemble fini et o, une permutation de U. Le type cyclique
de la permutation o est la suite (o1,09,03,...), ot pour k > 1, o est le nombre de cycles

de longueur k de la décomposition de o en cycles disjoints.

Par exemple, soit U = [9], et 0 = (1)(26)(384)(5)(97), une permutation de U. Le type
cyclique de la permutation o est (2,2,1,0,0,...), puisque o1 = 2, 09 = 2, 03 = 1 et

o = 0 pour tout k > 4.

Remarquons que o) représente le nombre de points fixes de 0. De plus, si |U| = n et

k > n, alors on a que o, = 0.

Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes:

Fix 0 = {u € Ulo(u) = u},

fix 0 = |Fix o|.

Ainsi, Fix o est 'ensemble des points laissés fixes par o, alors que fix o représente le

nombre de points laissés fixes par o.

Définition 1.2.5 La série indicatrice des cycles de l'espéce F est la série formelle a



14

une infinité de variables x1,xs, T3, ...
1
Zi(or s as,n) = 30— (3 fixFlolalapag..), (1.5)
n>0 ogESy
ou Sy, est le groupe des permutations de [n] (c¢’est-a-dire que S, = S[n]) et fix F[o] est
le nombre de F-structures sur [n] laissées fizes par Flo]. Autrement dit, fix F[o] est le

nombre de structures sur [n] dont o est un automorphisme.

Exemples Pour l'espece L(z) des ordres linéaires, seule la permutation identité laisse

fixe un nombre non nul de structures, et ce nombre est n!. Ainsi, on a

1 1
ZL(‘/E17$27$3,---) :ZE(TL'.’E?) = 1_$1'
n>0

Par des calculs semblables, on peut obtenir:

T2, %3
L. ZE($13$2,$3, ) = exl"' 5 +3 -I-...,

2. ZX($1,$2,$3, ) =T,

1
1—z1)(1—z2)(1—z3)... *

3. Zs($1,$2,$3,...) = (

Le théoréme suivant montre que la notion de série indicatrice Zp est a la fois une

généralisation de la série F(z) et de la série F(z).

Théoreme 1.2.1 Pour toute espece de structures F, on a
a) F(x)=Zp(x,0,0,...),
b) F(z)=Zp(z,22%13,..).

Preuve

a) Afin d’obtenir la premiere égalité, on remplace dans I'équation (1.5) z; par z et z;
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par 0, pour 7 > 2. Ainsi, on obtient

Zp(2,0,0,..) = 3 %( > ﬁxF[U]JjUIOUZO"S...) (1.6)

n>0 " oES,
- Z%ﬁxF[Idn]xn (1.7)
n>0
1
= ;)afnxn (1.8)
— F(x) (1.9)

Le passage de ’équation (1.6) & I'équation (1.7) est da au fait que pour chaque valeur
fixée de n > 0, £°10920°3... = 0, sauf si o1 =n et o; = 0 pour ¢ > 2. En effet, seules les

permutations identités, notées o = Id,,, peuvent contribuer a la somme. [

b) En remplacant dans I'équation (1.5) les x; par z*, on obtient:

1
2,3 _ 01 ,.202,.30
Zp(x,z°,2°,...) = ZE Z fix Flo|x%tz°722°%3... (1.10)
n>0 0ESH
1
=Y p Y fix Flo]a” t202 808t (1.11)
n>0  o€ES,
1
= > o > fix Flo]a" (1.12)
n>0 " €Sy,
= ) foz" (1.13)
n>0
= F(z). (1.14)

Notez que le passage de I'égalité (1.12) & 1'égalité (1.13) utilise le lemme de Cauchy-

Frobenius, aussi connu sous le nom de lemme de Burnside (Bergeron, Labelle et Leroux,

1994). n

1.3 Opérations sur les espéces

Maintenant que nous avons introduit les espéeces de structures ainsi que les principales

séries qui leur sont associées, il est naturel de se demander s’il est possible de définir
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entre les especes elles-mémes, des opérations similaires aux opérations algébriques bien
connues, en particulier I’addition, la multiplication, la substitution et la dérivation.
Dans cette algébre combinatoire, nous aimerions que les opérations sur les especes de

structures permettent de créer d’autres especes de structures de telle sorte que

1. (F+G)(z) =F(z)+ G(x);
2. (FG)(x) = F(#)G(x);
3. (FoG)(x) = F(G());

4. F'(z) = LF ().

Ainsi, afin d’avoir les égalités précédentes, il faut que les nouvelles especes (F + G),
(F - G), (F o Q) et F' soient entierement définies de fagon a ce que le dénombrement
de leurs structures ne dépende que du dénombrement des F' et G-structures. On veut

donc avoir que

1. le nombre de (F' + G)-structures sur n éléments est donné par
(£ + G)[n]| = |F[n][ +|G[n]|;

2. le nombre de (F' - G)-structures sur n éléments est donné par
nl o :
(F-G)nll = ) i FENGLIE
i+j=n
3. le nombre de (F o G)-structures sur n éléments est donné par

n J
|(FoG>[n]|=Z( > ;l,(mn;_nj)ww1]1|G[ni1|>;

§=0 \ ni+na+..4+n;j=n""

n; >0

4. le nombre de F’-structures sur n éléments est donné par

[F'Inll = [F[n +1]].

Ces quatre égalités proviennent de la comparaison entre les coefficients des séries

génératrices exponentielles de part et d’autre des quatre égalités vues précédemment.
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1.3.1 Somme d’especes de structures

Nous présentons cette opération en commencant par un exemple introductif. Con-
sidérons lespece des graphes connexes G¢ et l'espéce des graphes non connexes G
Comimne tout graphe est connexe ou non connexe, on a I’égalité suivante pour un ensem-

ble fini U :
S[U] = S°Ul+ S4uy, (1.15)

ou ’addition est une somme disjointe ensembliste et ou G désigne ’espece de tous les
graphes simples. On dit alors que P’espéce G est la somme des especes G% et G¢ et on

écrit

G = g°+g9 (1.16)

Définissons maintenant formellement ce qu’est ’addition de deux especes quelconques

F et G.

Définition 1.3.1 Soient F' et G, deuz espéces de structures. L’espéce (F + G), que
lon appelle la somme de F et G, est définie comme suit: une (F + G)-structure sur U
est

une F-structure sur U ou une G-structure sur U.
Notons que ou signifie un ou exclusif, au sens ou les structures communes a F[U] et

G[U] sont dédoublées, si elles existent.
Autrement dit, pour tout ensemble fini U, on a
(P +G)[U] = (FIU] x {1}) U (GIU] x {2}) = FU] + GIU],  (117)

qui est une réunion disjointe ensembliste.

Pour la somme, le transport le long d’une bijection o : U — V est défini par

Flo](s) ,sise F[U],

(F+G)U] = {
Glo](s) ,sise G[U],
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ou s est une (F' + G)-structure sur U.

Nous pouvons représenter de facon générale une (F'+G)-structure, comme dans la figure

1.3.

F+G

Figure 1.3 Représentation générale d'un (F + G)-structure.

Il est simple de vérifier que cette opération d’addition est associative et commutative, a
isomorphisme pres. De plus, on a 1’élément neutre pour 'addition qui est I’espece nulle

0. Ainsi, on a que pour toute espéce F,
(F+0)=(0+4F)=F.

Proposition 1.3.1 Soient F et G, deux espéces de structures. Les séries associées a

Uespéce (F' 4+ G) satisfont les égalités suivantes:

1. (F+G)(z) =F(x)+ G(z);

2. (F +G)(z) = F(z) + G();

3. ZF+G($1,$2,$3,...) = ZF($1,$2,$3, ) + Zg($1,$2,$3,...).

1.3.2 Multiplication d’espéces de structures

Tout comme pour ’addition, avant d’introduire 'opération de multiplication, nous al-
lons d’abord donner un exemple qui illustre bien ce que fait cette opération. Considérons
I’espéce des permutations S. Toute permutation peut étre représentée par un ensemble
de cycles. Il y a deux types de cycles possibles: des cycles orientés pairs, et des cycles

orientés impairs. Rappelons que la parité d’un cycle dépend du nombre de sommets dans
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le cycle. Comme tout cycle a soit un nombre pair, soit un nombre impair de sommets,
toute permutation peut étre représentée par un couple de deux structures disjointes,
formé d’une permutation dont tous les cycles sont impairs et d’une permutation dont
tous les cycles sont pairs. Ainsi, nous dirons que 'espece S des permutations est le pro-
duit de Pespece S' des permutations & cycles impairs par ’espece SP des permutations

a cycles pairs et nous écrirons

S =8".5°, (1.18)

Définissons maintenant formellement ce qu’est le produit de deux espéces quelconques

F et G.

Définition 1.3.2 Soient F' et G, deux espéces de structures. L’espéce (F-G), que l'on
appelle le produit de F et G, est définie comme suit. Une (F - G)-structure sur U est un

couple s = (f,g) ou
1. f est une F-structure sur une partie Uy CU;
2. g est une G-structure sur une partie Uy C U;

3. (Ur,Us) est une décomposition de U, c¢’est-a-dire que Uy UUy = U et Uy NUs = (.

Autrement dit, pour tout ensemble fini U, on a

(F-QU] = Y F[U:]xG[Us], (1.19)
(U1,Uz)

la somme disjointe étant étendue a tous les couples (Uy, Us) formant une décomposition

de U.

Pour le produit, le transport le long d’une bijection o : U — V s’effectue en posant,

pour toute (F - G)-structure s = (f,g) sur U,

(F-G)lol(s) = (Flou](f), Glo2](9)), (1.20)
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ol 0; = 0|y, est la restriction de o & U;, i = 1,2.

Nous pouvons représenter une (F' - G)-structure générale par la figure 1.4.

20 %

Figure 1.4 Représentation générale d'une (F - G)-structure.

G

On peut vérifier que cette opération de multiplication d’espéces est associative et com-
mutative, & isomorphisme pres. De plus, la multiplication admet ’espece 1 comme

élément neutre et ’espece 0 comme élément absorbant. Ainsi, on a les égalités
(1-F)=(F-1)=F, (0-F)=(F-0)=0.

Il est aussi possible de vérifier que la multiplication est distributive par rapport a

l’addition.

Proposition 1.3.2 Soient F' et G, deux espéces de structures. Les séries associées a

Uespéce (F - G) satisfont les €galités suivantes:

1 (F-G)(x) = F(z)G(2);

2. (F-G)(z) = F(z)G(2);

3. ZF.G(.Tl,.TQ,.Tg,...) = ZF(.Tl,.IQ,LEg,...)Zg(xl,xg,xg, )

1.3.3 Substitution d’espéces de structures

Comme pour les deux opérations vues précédemment, avant de définir formellement
la substitution dans les espéces, nous présentons d’abord un exemple illustrant bien

cette opération. Considérons Scru, l'espece des scrutins. Soit le scrutin de la figure 1.5.
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o O O

o o o O - @)

o) o o O
o (@] (@]

Figure 1.5 Exemple de substitution dans les especes.

Cette figure illustre le fait que tout scrutin peut étre exprimé comme étant un ordre
linéaire sur, non pas un ensemble de sommets, mais plutot sur un ensemble d’ensembles
non vides. Ainsi, tout scrutin s’identifie naturellement & une L-structure placée sur un
ensemble de E, -structures disjointes. Autrement dit, tout Scru-structure est une <L-

assemblée>> de Ei-structures. Ainsi, on a les deux équations combinatoires suivantes:
Scru = Lo FE,, (1.21)
Scru = L(EL). (1.22)
Remarquons que les deux équations précédentes ont exactement le méme sens. Ce ne

sont que deux notations différentes.

Passons maintenant a la définiton formelle de la substitution de deux especes quelcon-

ques F et G.

Définition 1.3.3 Soient F' et G, deuz espéces de structures telles que G[0] = 0, c’est-
a-dire qu’il n’y a aucune G-structure sur [’ensemble vide. L’espéce (F o G), aussi notée
F(G), que l'on appelle la composée de G dans F, est définie comme suit: une (F o G)-

structure sur U est un couple s = (p,7y) ou

1. ¢ est une F-structure sur l’ensemble des classes d’une partition arbitraire m de U,

2. v = (Vp)per 0U, pour chaque classe p de m, y, est une G-structure sur p.

Autrement dit, pour tout ensemble fini U, on a

(FoG)U] = > Flalx [ Gl (1.23)

7w partition de U peE™

la somme disjointe étant prise sur [’ensemble des partitions w de U.
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Pour la substitution, le transport le long d’une bijection o : U — V s’effectue en posant,

pour toute (F o G)-structure s = (¢, (7p)per) sur U,

(FoG)lol(s) = (@, (Vp)pen); (1.24)

ou

1. 7 est la partition de V obtenue par transport de 7 le long de o;

2. pour chaque p = o(p) € 7, la structure 7, est obtenue de la structure v, par

G-transport le long de o|;

3. la structure © est obtenue de la structure ¢ par F-transport le long de la bijection

o induite sur 7 par o.

Nous pouvons représenter une (F' o G)-structure générale par la figure 1.6.

O
O
O = >
O 2C
FoG F O

Figure 1.6 Représentation générale d’une (F o G)-structure.

Contrairement aux deux premiéres opérations qui préservaient des égalités naturelles
quant aux séries qui leurs étaient associées, la substitution elle, agit différemment sur

les séries, comme nous le verrons dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.3 Soient F' et G, deux espéces de structures et supposons que

G[0] = 0. Les séries associées a lespéce (F o G) satisfont les égalités suivantes:

L (FoG)(z) = F(G(x))

—_ ~ ~ ~

2. (FoG)(z) = Zp(G(z),G(z?),G(x?),...);
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3. Zpog($1,$2,$3,...) = (ZF o Zg)($1,$2,...)

= Zr(Zg(x1,29,...), Za(x2, 24, ...), (Zc (T3, T, -..), ---)-

Pour la preuve du troisiéme résultat, nous renvoyons le lecteur a (Bergeron, Labelle et
Leroux, 1994). Cette troisieme égalité utilise la substitution pléthystique de Zg dans

Zp, notée (Zp o Zg). Elle est définie par

(Zr o Za) = (feog) = flg1,92, ), (1.25)

ol gi = g(xu L5y L34y )
1.3.4 Dérivée d’une espece de structures

Pour cette opération de dérivation, nous aimerions que la définition de la dérivée F’
d'une espece F soit telle que 1'égalité F'(z) = - F(z) soit respectée, ot F'(z) et F(z)
sont évidemment les séries génératrices des especes F' et F. Cette égalité revient a
écrire que |F'[n]| = |F[n + 1]|. L’espece F' ainsi contruite devrait donc étre telle que le

nombre de F'-structures sur un ensemble fini U est égal au nombre de F-structures sur

Pensemble U augmenté d’un sommet.

Voici un exemple illustrant cette opération de dérivation. Soit C', 'espece des cycles.

La figure suivante illustre une C’-structure sur U'ensemble {1, 2, 3}.

Le cycle illustré ci-haut est construit sur ’ensemble des sommets {1,2,3,+}. L’ordre
linéaire sur ’ensemble des sommets {1, 2,3} illustré dans la figure précédente représente
canoniquement ce cycle. Dans la définition qui suit, nous verrons que l'espece L, les

ordres linéaires, est la dérivée de I'espece C des cycles.

Définition 1.3.4 Soit F', une espéce de structures. L’espéce F', aussi notée %F(X),
que lon appelle la dérivée de F, est définie comme suit. Une F'-structure sur U est une

F-structure sur Ut = U U {x}, ot * = xy est un point choisi a l'extérieur de U.
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Autrement dit, pour tout ensemble fini U, on a

F'lU] = F[U". (1.26)

Pour la dérivation, le transport le long d’une bijection o : U — V s’effectue en posant,

pour toute F'-structure s sur U,
F'lol(s) = F[o™](s), (1.27)

ou ot : U+ {*} = V + {*} est 'extension canonique de o obtenue en posant

ot(u) =o(u) siueU, et ot(x) = *.

Nous pouvons représenter une F'-structure par la figure 1.7.

FI

Figure 1.7 Représentation générale d’une F’'-structure.

Notons que le point * extérieur & U ne fait pas partie de I’ensemble sous-jacent de la

F'-structure sur U.

Dans la proposition qui suit, le comportement des trois séries importantes par rapport

a la dérivation est décrit.

Proposition 1.3.4 Soit F, une espece de structures. On a les égalités

1. F'(z) = LF(z);
2. fﬁ(x) = (%ZF) (z,2%,23,...);

3. sz(xl,xg,xg,...) = (%Z}?) (1131,1132,.’133,...).
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1.3.5 Autres opérations

Les quatre opérations sur les especes présentées précédemment sont les plus impor-
tantes. Par contre, il en existe d’autres. Dans ce qui suit, nous présentons deux autres
opérations qui seront fort utiles dans ce travail: l'opération d’ajout d’un lien, notée
aiyv et 'opération de A-pointage, notée A < X aiX >, dans le contexte des graphes et

multigraphes.

Nous ne ferons qu’une bréve description de ces deux opérations. L’opération d’ajout d’'un
lien, aiyv comme son nom l'indique, ajoute un lien extérieur a ’ensemble des liens. Ici,
nous entendons par lien, soit une aréte, soit un arc. Ce nouveau lien ajouté se représente
graphiquement en pointillés pour bien le distinguer des autres. Par convention, ce lien

pointillé n’est pas considéré comme faisant partie de I’ensemble sous-jacent des liens de

0

la structure. L’opérateur 57 sera utilisé au chapitre 4.

Etant donné une espece A = A(X), le A-pointage, A < X % >, consiste a ajouter une
A-structure sur un sous-ensemble de ’ensemble des sommets. Les sommets affectés par

cette A-structure doivent étre représentés distinctivement.

Exemple Soit la structure représentée en A),  la figure 1.8. Un des résultats possibles
suite a l'application de l'opérateur d’ajout d'un lien a cette structure est la structure
représentée en B). Notons que dans cette structure, 'ensemble sous-jacent de liens est
formé de 4 liens et non de 5. Puis, a cette derniere structure, ’application de 'opérateur

< X % > peut donner la structure représentée en C).

> >

Figure 1.8 Exemple des opérations d’ajout d’un lien et de pointage.




CHAPITRE 11

CONTEXTE MULTISORTE PONDERE

Maintenant que nous avons bien défini ce qu’est une espéce de structures et que nous
savons de quelle facon sont définies les diverses opérations sur les espéces, nous présentons
dans ce chapitre une généralisation des especes de structures sur une sorte, aux especes
de structures pondérées a plusieurs sortes. Pour ce faire, nous procéderons par étapes.
D’abord, nous définissons ce qu’est une espece a plusieurs sortes, puis nous voyons de
, . L . <
quelle fagon l'on peut ajouter des pondérations & une espece a une sorte, et finale-
ment, dans la derniére section, nous combinons ces deux nouvelles notions et ainsi, nous

définissons ce qu’est une espéce de structures pondérée a plusieurs sortes.

2.1 Especes a plusieurs sortes

Nous présenterons la définition générale d’espeéce de structures a k sortes. Par contre,
dans ’ensemble de ce travail, nous nous limiterons a k = 2, c’est-a-dire a des especes de

structures sur seulement deux sortes.

En analyse, les fonctions a plusieurs variables sont une généralisation des fonctions a
une seule variable. Nous verrons ici que de facon similaire, les especes de structures a

plusieurs sortes sont la généralisation du concept d’espece vu précédemment.

Mais avant de définir formellement ce qu’est une espéce de structures a plusieurs sortes,

voyons un exemple illustratif.
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Figure 2.1 Exemple de graphe simple avec deux types de somimets.

Exemple Soit le graphe simple de la figure 2.1. Ce graphe simple a deux types de
sommets: des sommets de forme carrée et des sommets de forme ronde. Ainsi, ce graphe
simple est bien un graphe sur deux sortes de sommets: 'ensemble des sommets carrés
Uy ={1,2,3,4,5} et 'ensemble des sommets ronds Uy = {A, B,C}. L’ensemble sous-
jacent & ce graphe est remplacé par un couple d’ensembles (Uy,Us;) pour signifier que

I’on a une structure sur deux sortes de sommets.

Voyons maintenant de quelle fagon s’effectue le transport des structures le long de bijec-
tions. Pour les espéces a plusieurs sortes, il y aura autant de bijections qu’il y aura de
sortes, chacune de ces bijections ne s’appliquant qu’a une seule sorte d’éléments. Ainsi,
dans ’exemple précédent, chaque sommet carré doit étre envoyé sur un sommet carré
et de la méme maniére, chaque sommet rond doit étre envoyé sur un sommet rond, par

une certaine bijection de la forme
U:U1+U2—>Vl+V2,

ol les sommets de ’ensemble U; sont envoyés sur les sommets de ’ensemble V) et ceux

de U; sur ceux de V5.

Les définitions suivantes sont préalables & la définition formelle d’espéces de structures

a plusieurs sortes.

Définition 2.1.1 Soit k € N*. Un multiensemble a k sortes d’éléments est un k-uple
U d’ensembles U; représenté par U = (Uy,Us, ..., Ug). On appelle élément de U de sorte

1 un u € Uj.
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Le multicardinal de U est le k-uple de cardinaux
|U| = (|U1|7 |U2|7 ey |Uk|)7
et le cardinal total de U est la somme

|U|| = |UL| + |Uz2] + ... + |Uk|-

Le transport le long des bijections nécessite 'introduction de la définition suivante.
Définition 2.1.2 Une multifonction f de (Uy,...,Uy) vers (Vi,..., V), notée
f : (Ul, . Uk) — (Vl, . Vk),

est un k-uple de fonctions f = (f1, fo, -, fx), ot fi : Uy = Vi, pour i = 1...k.

On dira qu’une multifonction est bijective si chacune des fonctions f; est bijective.

Définition 2.1.3 Soit k € N*. Une espéce de structures sur k sortes est une régle F'
qui associe

(i) @ chaque multiensemble fini U = (Uy, Us, ..., Uy), un ensemble fini F[Uy,Us, ..., Ugl;
(ii) a chaque multifonction bijective o = (01,09, ...,0k) : (U1,Us, ...,Ux) = (V1, Vo, ..., Vi),

une fonction Flo|: F[Uy,Us,...,Ux| = F[V1,Va,..., Vi].

De plus, les fonctions F[o] doivent satisfaire les propriétés de fonctorialité suivantes:
(#ii) pour toutes fonctions bijectives
o:(U1,Us,...Ux) = (V1,Va, ..., Vi) et 71 (V1, Vo, ..., Vig) = (W1, Wa, ..., W),
on a F[roo] = F[r]o Flo];
(iv) pour la multifonction identité Idy : U — U, on a

FlIdy) = Idg,).

On appelle une F-structure sur (U, Us,...,Uy) un élément s € F[Uy,Us,...,Ux]. De

plus, la fonction F'[o] est appelée le transport des F-structures le long de (01,09, ..., 0k).
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La représentation générale pour les F-structures sur plusieurs sortes ne differe de celle
des F-structures sur une sorte que par ’ajout de numéros aux sommets de différentes
sortes. Notez que 'on peut aussi utiliser des couleurs ou encore des formes. La figure
2.2 est une représentation générale d’une F'-structure sur deux sortes. Un rond affecté

d’un indice 7 représente un élément de sorte 7 ou 7 = 1, 2.

Figure 2.2 Représentation générale d’une F-structure sur deux sortes.

Remarque 2.1.1 Il n’est pas nécessaire d’avoir un minimum d’'un élément par sorte.

Ainsi, toute espece a k sortes peut étre vue comme une espéce a l sortes, ou k <.

2.2 Especes pondérées

Nous allons maintenant voir de quelle facon 'on peut ajouter des pondérations aux
especes a une seule sorte. L’idée d’ajouter des poids aux structures est intéressante,
puisque, comme nous le verrons, ceci nous permettra de faire une énumération plus
précise des structures, en les classant & ’aide de ce nouveau parametre qu’est le poids.

Mais avant de donner les définitions formelles, voici un exemple introductif.

Exemple On peut associer un poids, noté w(vy), & chaque graphe simple v € G, en
posant

w(y) =7, (2.1)

ou t est la variable formelle et p(y) désigne le nombre de sommets pairs du graphe .
Rappelons qu'un sommet d’'un graphe est dit pair si le nombre d’arétes qui lui sont

incidentes est pair.

Il est alors possible de regrouper les graphes simples selon le parametre descriptif nombre
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de sommets pairs. On dit que ensemble G[U] de tous les graphes simples sur U est
pondéré par la fonction de poids donné par I’équation (2.1). L’inventaire des graphes
simples sur U selon cette pondération w, que 'on note |G[U]|,, est obtenu en faisant la
somme des poids w(7y), pour v € G[U]. Ainsi,

S0l = D w()

veS[U]

= > ), (2.2)

v€S[U]

En regroupant les termes selon les puissances de la variable ¢, on obtient un polynéme

en t. En posant |U| = n, on a alors

|9[U]|w = gn(t) = Zgn,ktk- (23)
k=0

Les coefficients g,, ;, donnent le nombre de graphes simples sur n éléments dont k£ sont des
sommets pairs. Nous constatons donc rapidement que ’ajout de pondérations permet

d’obtenir beaucoup plus d’informations concernant les structures. Dans I’exemple de la

Figure 2.3 Exemple d’un graphe v avec w(y) = ¢2.

figure 2.3, nous savons que notre graphe a six sommets, mais en plus, puisque w(y) = 2,

nous savons qu'’il possede exactement deux sommets de degrés pairs.

Définition 2.2.1 Un ensemble A-pondéré est un couple (A, w), ot A est un ensemble,
w: A — A est une fonction qui associe un poids w(a) € A a chaque élément o € A, et

A est un anneau de polynomes en une ou plusieurs variables formelles.
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On appelle |A], = >, 4 w(a) le poids total de 'ensemble pondéré (A,w), et si cette

somme existe, on dit alors que I'ensemble pondéré (A, w) est sommable.

Définition 2.2.2 Soit (A,w) et (B,v), des ensembles A-pondérés. On appelle mor-

phisme d’ensemble A-pondérés
[ (Aw) = (B,v),
une fonction f: A — B qui préserve les poids au sens suivant:

Va € A:v(f(a)) =w(a).

Il est possible d’effectuer certaines opérations sur des ensembles A-pondérés, comme

nous le verrons dans les deux définitions suivantes.

Définition 2.2.3 Soient (A, w) et (B,v), des ensembles A-pondérés. La somme (A, w)+
(B,v) est 'ensemble A-pondéré (A + B, p), ou (A+ B) représente la réunion disjointe
des ensembles A et B et v est la fonction de poids définie par

w(z st x € A;
u(x)z{ o) te
v(z) , siz€B.

Définition 2.2.4 Soient (A, w) et (B,v), des ensembles A-pondérés. Le produit (A, w)x
(B,v) est l'ensemble A-pondéré (A x B,p), ou (A x B) représente le produit cartésien

usuel des ensembles A et B, et p est la fonction de poids définie par

pla,y) = w(z)v(y).

La proposition suivante explicite la relation entre le poids total de chacun des ensembles

pondérés et le poids total de la somme et du produit de ces mémes ensembles pondérés.

Proposition 2.2.1 Soient (A, w) et (B,v), des ensembles A-pondérés sommables. Alors

(A,w) + (B,v) et (A,w) x (B,v) sont sommables et on a les égalités

L. |A+ B|u = |A|w + |B|va
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2. |Ax B|, = |A|w|Blv,

avec les notations des définitions 2.2.3 et 2.2.4.

Nous pouvons maintenant définir ce qu’est une espéce pondérée.

Définition 2.2.5 Soit A, un anneau de séries formelles en les variables t1,to,... Une
espéce A-pondérée est une régle F' qui associe a

(i) chaque ensemble fini U, un ensemble fini A-pondéré (F[U],wy) ot chaque wy(s)
est un monome en ty,ty, ... pour chaque s € F[U];

(ii) chaque bijection o : U — V, une fonction
Flo]: (F[U],wy) = (F[V],wy),

qui est un morphisme d’ensembles pondérés.

De plus, les fonctions F[o]| doivent satisfaire les propriétés de fonctorialité suivantes:

(iii) sio:U =V et 7:V — W sont des bijections, alors

F[roo] = F[r] o F[o];

(iv) pour chaque ensemble U, si Idy est la bijection identité de U a U, alors

Tout comme pour les espéces non pondérées, on appelle une F-structure sur U un
élément s € F[U] et la fonction F[o] est appelée le transport des F-structures le long

de 0. L’ajout de pondération laisse la fonction F[o] bijective.

Remarque 2.2.1 Toute espéce non pondérée peut étre vue comme une espéce pondérée
pour laquelle I’ensemble A-pondéré est l’ensemble U et que tout élément de cet ensem-

ble U a un poids 1. On aurait ainsi que |Al, = |A|. On peut étendre le concept
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d’espéce A-pondérée en acceptant des ensembles F[U] possiblement infinis a condition

que (F[U],wy) soit toujours sommable.

Voyons maintenant de quelle maniére sont définies les séries associées aux espéces

pondérées.

Définition 2.2.6 Soit F' = F,,, une espéce de structures A-pondérée. La série génératrice

de F est la série formelle exponentielle Fy,(x) a coefficients dans A définie par
wn
Fule) = Y 1Fnllu
n>0

ou |F[n]|w est le poids total de toutes les F'-structures sur [n].

Définition 2.2.7 Soit F' = F,,, une espéce de structures A-pondérée. La série indica-

trice des cycles est définie par
1 .
Zp, (1, 29,...) = Z E( Z |FixF[o]|wz] 32252 ..),
n>0 €Sy

ot o dénote le nombre de cycles de longueur ¢ dans o.

Définition 2.2.8 Soit ' = F,,, une espéce de structures A-pondérée. La série
génératrice des types de l'espece F,, est définie par
Fy(z) =) |F[n)/ ~ |wa™,
n>0
ot |F[n]/ ~ |y est le poids total de tous les types de F-structures sur [n]. Ici, le poids

d’un type est, par convention, le poids d’une structure quelconque représentant ce type.

Tout comme dans le cas d’espeéces non pondérées, les égalités suivantes sont respectées

dans le cadre des especes pondérées:

1. Fy(z) = Zp,(z,0,0,...);

2. Fy(z) = Zp, (z,22,23,...).
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De plus, les opérations vues dans la section 1.3 s’appliquent aussi aux especes pondérées.
Ainsi, on a que si Fy, et G, sont deux espéces de structures A-pondérées, alors

1. (Fy +Gy)(z) = Fy(z) + Gy(z);

2. (Fy-Gy)(x) = Fy(z) - Gy(z);

3. Fé}(w) = %Fw(xﬁ

4. (Fyo Gy)(z) = Fy(Gy(x)).

Pour les séries indicatrices, on a les égalités

—

2. Z(Fw'G'U) = ZFw . ZG’U§
3. Zpy, = 3%2r,;

w

4 Zpyoa, = Zr, 0 Za, .

Pour les preuves des 4 derniéres égalités, nous référons le lecteur & (Bergeron, Labelle

et Leroux, 1994).

En explicitant la derniere égalité, on obtient
Zp, oG, (T1,22,...) = Zp, o Zg,(T1,22,...)

= Zp,(Zc,(71,72,..), Za 5 (02, %4, ...), Za 5 (T3, T6, ..) o0).-

2.3 Especes pondérées a plusieurs sortes

Dans cette derniére section du chapitre 2, nous étendons le concept de pondération
aux especes a plusieurs sortes, afin d’obtenir des especes plus générales: les espéces

pondérées & plusieurs sortes, que 'on appelle aussi espéces multisortes pondérées.
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Définition 2.3.1 On appelle espéce multisorte pondérée a k sortes une régle F' = Fy,
qui associe
(i) & chaque multiensemble U = (Uy,Us, Us, ...,Ug), un ensemble pondéré sommable

(F[U]va);

(ii) a chaque multifonction bijective o = (01, 09,03, ..., 0k ), une fonction bijective Foy, 09, ...

qui préserve les poids, et définie de fagon a ce que les propriétés de fonctorialité d’une

espéce sur k sortes soient respectées (voir section 2.1).

Les opérations pour les espéces multisortes pondérées ressemblent beaucoup a celles sur

une seule sorte. Ainsi, on a les définitions suivantes.

Définition 2.3.2 Soit F' et G, deux espéces pondérées a k sortes, et U = (Uy,Us, ..., Uy),

un multiensemble a k sortes. Alors,

(F + G)[U] = F[U] + G[U]. (2.4)
De plus, on a
(F-q)Ul= >  FVIxGW], (2.5)
(V\W)eA[U]

ot A[U] désigne ’ensemble des dissections de U, c’est-a-dire ensemble des couples
de multiensembles o k sortes (V,W) tel que pour i = 1,....k, on a Uy = V; UW; et
ViNnWw; = 0.

Notons que dans les deux égalités, les opérations d’addition et de multiplication ensem-

blistes sont effectuées dans le contexte des ensembles pondérés.

Remarque 2.3.1 1l est possible d’effectuer d’autres opérations sur des espéces multi-
sortes pondérées, mais nous nous limitons ici a la somme et au produit, puisque ce sera

suffisant dans le cadre de ce travail.

Afin de définir les séries génératrices d’espéces multisortes pondérées, nous devons in-

troduire autant de variables formelles qu’il y a de sortes. Ainsi, si nous avons les

JUk]
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sortes X,Y, Z, ..., nous aurons les variables formelles x,y, z, ... De plus, pour définir les
séries indicatrices, il faudra introduire une infinité de variables formelles. Si nous avons
les sortes énumérées précédemment, nous aurons les variables formelles x1,x2, ..., y1,

Y2500y 215225 o

Voici donc les définitions des différentes séries pour les especes pondérées a deux sortes.

Définition 2.3.3 Soit F = F,(X,Y), une espéce pondérée sur deuz sortes d’éléments,
X etY. La série génératrice est définie par
" yk
n,k>0

ou |F[n, k]|w est le poids total des F-structures sur ([n], [k]).

La série génératrice des types d’isomorphie est donnée par

Fulw,y) = > |F[n, k) ~ o™y, (2.7)
n,k>0

ot |F[n,k]|/ ~ |w est le poids total des types d’isomorphie de F-structures sur ([n], [k]).

Finalement, la série indicatrice des cycles de F est définie par

1 ) . .
Zp, (T1,%2, Y1, Y2, ...) = Z T Z |FixF[o, T]|lwz] 5 x5% ..y Y5  ys® ..., (2.8)
n,k>0 oESh
TESE
ot |FixF[o,T]|w est le poids total des F-structures sur ([n],[k]) laissées fizes sous le

transport le long de (o, 7).

Tout comme pour les especes non pondérées a une sorte, il est possible de relier ces

différentes séries comme 1’énonce la proposition suivante.

Proposition 2.3.1 Soit F = F,,(X,Y), une espéce pondérée sur deuz sortes d’éléments,

X etY. On ales formules

Fy(z,y) = Zp,(,0,0,..;9,0,0,...), (2.9)

Fy(z,y) = Zpg, (w,xQ,x3, sl y,y2,y3, ). (2.10)
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Nous allons maintenant introduire une opération sur les espéces multisortes qui est
appelée le passage auzx types d’isomorphie selon ['une des sortes. Nous nous limiterons
a définir cette espece que dans le cas d’especes sur deux sortes méme si une généralisation

est aussi possible sur plusieurs sortes.

Définition 2.3.4 Soit F' = F,(X,Y), une espéce A-pondérée o deuzx sortes. Con-
sidérons deuz F-structures: s € F[U,V] ett € F[U',V']. On dit que s et t ont le méme

type d’isomorphie selon la sorte Y si

1. U=U',
2. t s’obtient de s par transport de structures le long d’une bijection de la forme
o=1d+0:U+V ->U+V'

ot 0:V — V' est une bijection,
et on le note s ~y t.

De plus, on appelle type de s selon Y, la classe de s selon la relation d’équivalence ~y

et on la note Ty s. On dit que U est ’ensemble sous-jacent a Ty s.

Autrement dit, on a s ~y t si et seulement si s et ¢ deviennent égales lorsque les éléments

de sorte Y dans leurs ensembles sous-jacents sont indistinguables.

Pour tout ensemble fini U, on a que 'ensemble des types selon Y est
Ty F[U] ={Tys|3V,s € F[U,V]},

dont U est '’ensemble sous-jacent.

On définit le poids d’un type Ty s, pour s € F,[U, V] en posant

w(Tys) = v(s)yl".
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Notons que la variable y a été introduite pour que ’ensemble Ty F[U] soit sommable

dans Afy]. Cette variable agit comme compteur des points de sorte Y.

Les structures de la forme Ty s forment une espéce pondérée notée Ty F, ou plus
précisément, (Ty ., F,)(X), dont les structures sur U sont données par I’ensemble
(Ty F)[U] = {Tys|s € F,[U,V]} dont le poids total est |Ty F[U]|,. On appelle cette

espece l'espéce des types de F'(X,Y)-structures selon la sorte Y et on la note Ty, F;,.

On peut généraliser ce concept en disant que le type d’une espece Fy, (X7, Xo, ..., X)

selon la sorte X; est

TXi;xiFw = TXi;a:iFw(Xla "'7Xi—17X’i+17 7Xk)

Voici finalement quelques égalités concernant cette nouvelle opération.

Proposition 2.3.2 Soit F' = F,(X,Y), une espéce pondérée o deux sortes. On a alors
que

1. ZTY;yF(xlv L2,23, ) = ZF(xla L2, 3y -3 Y, y27 y37 ):

2. (TY;yF)~($) = ZF(xa $27 $37 Y, y27 y37 )7

3. Ty F(z) = Zp(x,0,0, IRE TR LI



CHAPITRE III

ESPECES DE MULTIGRAPHES ENRICHIS

Dans ce troisieme chapitre, nous introduisons d’abord la notion de multigraphe simple,
puis nous définissons 'espece des multigraphes simples. Puis, nous ajoutons des en-
richissements aux multigraphes simples et nous obtenons ainsi des multigraphes simples
enrichis. Par la suite, nous généralisons le concept de multigraphe enrichi en permettant
d’avoir des arcs (arétes orientées) et des boucles. Ensuite, nous définissons la notion
de poids d’un multigraphe enrichi. Finalement, nous présentons le probléme central
de ce travail: déterminer le poids de tous les multigraphes enrichis avec sommets non

étiquetés et k liens (arétes, arcs ou boucles) étiquetés.

3.1 Multigraphes

Dans cette section, nous définissons d’abord informellement ce qu’est un multigraphe
simple, puis nous présentons une nouvelle espece & deux sortes: 1’espece des multigraphes
simples, que 'on notera M. Cette espece sera la base de tous les calculs des chapitres

suivants.

Définition 3.1.1 On définit un multigraphe simple sur un ensemble d’arétes A et un
ensemble de sommets S, comme une fonction p : A — Po[S], ou P2[S] désigne I'ensemble

des paires non ordonnées d’éléments distincts de ’ensemble S des sommets.
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On dira que pour toute paire {s1,s2} € Po[S], la fibre u({s1,52}), est ensemble des
arétes joignant les sommets s; et so. Notons que la fibre peut étre un ensemble vide
d’arétes. De plus, on a que pu *({s1,s2}) = p 1 ({s2,51}), car {s1,52} est un ensemble

et non un couple ordonné.

Figure 3.1 Exemple de multigraphe simple.

Dans la figure 3.1, le multigraphe est constitué de ’ensemble des arétes

A ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} et de Pensemble des sommets S = {A, B,C, D, E}.

Ainsi, on a que

W H{A, BY) = i ({A,C) = ({B.CY) = w1 (G, DY) = u (G, B = {1,
p{ADY) = {ab}, T {AEY = {f}, w'(B,DY) = g,
Nil({BvE}) = {h, i}, :uil({DvE}) ={c,d,e}.

Définition 3.1.2 On appelle espéce des multigraphes simples l'espéce a deux sortes

M =M(X,Y), définie pour tout couple d’ensembles finis (S, A) par
M[S, A] = {p| p: A — P2[S]}

l’ensemble des multigraphes dont A est 'ensemble des arétes et S est l’ensemble des

sommets. Ici, les arétes sont considérées de sorte Y et les sommets de sorte X.

Voyons que ’espece M est bien une espece a deux sortes, en vérifiant qu’elle respecte

les 4 propriétés que les especes & deux sortes doivent satisfaire.
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(i) A chaque multiensemble fini U = (S, A), on peut associer ensemble M[S, A], qui
A
est fini. En effet, on a que |M][S, A]| = ('g‘)‘ |, puisque chaque aréte peut étre placée a

exactement ('g ‘) endroits, et ce, indépendamment de ’emplacement des autres arétes.

(ii) A chaque multifonction bijective o = (01,03) : (S, 4) — (S, A’), on peut associer
une fonction M[o] : M[S, A] — M[S’, A’]. En effet, cette fonction M|[o] correspond au
transport des multigraphes le long de ¢. La figure 3.2 illustre bien cette propriété. Plus
précisément, pour toute fonction bijective o : (S, A) — (S’, A’), le diagramme ci-dessous

permet de définir le transport comme suit:

pour s : A — Po[S] (dans M[S, A]), on définit M[o](u) = Pa[oa] o ooy .

Figure 3.2 Illustration du transport des multigraphes le long de o.

En juxtaposant deux diagrammes du type ci-dessous, on vérifie facilement que
M]o o '] = M[o] o M[o].

A —HF—— 9]
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(iii) Pour la multifonction identité Id(g 4) : (S, 4) — (S, A), on a

MIds,4)] = Tdy((s,a)-

Informellement, ces deux propriétés de fonctorialité découlent du fait que le transport
des multigraphes simples le long de o n’est qu'un simple réétiquettage des sommets et

des arétes.

Ainsi, on a bien que cette nouvelle espece M = M(X,Y') respecte toutes les propriétés

d’espéce de structures a deux sortes. [

3.2 Multigraphes simples enrichis

Afin de définir la notion de multigraphe simple enrichi, nous devons d’abord définir ce

qu’est une fonction R-enrichie.

Soit R une espeéce de structures. Une fonction p telle que définie plus tot est dite R-
enrichie si sur chacune de ses fibres, il y a une R-structure. Par hypothese, on ne peut

mettre qu'une seule R-structure sur 'ensemble vide, c’est-a-dire que R[0] = 1.

Définition 3.2.1 Un multigraphe R-enrichi sur A, l’ensemble des arétes, et sur S,
l’ensemble des sommets, est une fonction R-enrichie p: A — Po[S]. Ainsi, pour chaque
couple {s1,s2} de sommets de S, une R-structure a été ajoutée sur ’ensemble des arétes

joignant si et sy (fibre de {s1,s2}).

Dans le multigraphe R-enrichi de la figure 3.3, on a ’ensemble des arétes

A ={a,b,c,d,e, f,g,h,i}, Pensemble des sommets S = {A, B,C, D, E} et - - - représente
la R-structure ajoutée a la fibre concernée. Notons qu’afin d’alléger le multigraphe, on
ne mettra pas de R-structure sur une fibre vide. Rappelons que nous avons admis qu’il
n’y a qu'une seule R-structure sur I’ensemble vide. Par exemple, dans la figure 3.3, on

aque p~'({B,C}) = 0.
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Figure 3.3 Exemple de multigraphe R-enrichi.

Selon le choix de l'espéce R, on obtient différentes sortes de multigraphes. Par exem-
ple, en prenant l'espece R = X + 1, des singletons incluant ’ensemble vide, on obtient
les graphes simples. Le choix de l'espece R = FE, des ensembles, donne les multi-
graphes ordinaires. Le choix de 'espece R = C'+ 1, des permutations cycliques incluant
I’ensemble vide, donne les multigraphes ayant des fibres cycliquement structurées. Le
choix de l’espéce R = L, des ordres linéaires donne les multigraphes ayant des fibres
ordonnées linéairement. L’exemple le plus trivial est celui ol 'espece enrichissante, R,
est espece caractéristique de I’ensemble vide, que 'on note 1. On obtient ainsi un

multigraphe ou il n’y a aucune aréte, c’est-a-dire, un ensemble de sommets.
) )

Dans les prochains exemples, nous illustrons les multigraphes enrichis avec les espéces
nommés précédement. Notons qu’il est aussi possible d’enrichir les arétes par des especes
plus complexes tel que des arbres, des arborescences, des partitions, des dérangements,

etc. Des exemples avec des enrichissements moins triviaux sont faits dans le chapitre 4.

Exemples

1. R=1:

©) A={}

S ={a,b,c}
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2. R=X+1:
@) b)
A={1,2}
S ={a,b,c}
3. R=F
A=1{1,2,3,4}
S ={a,b,c}
4. R=L
A=1{1,2,34)
S ={a,b,c}
5. R=C+1:
A = {1727 374}
S ={a,b,c}

Notons que la classe des multigraphes simples enrichis avec leurs transports forment
une espece. En effet, de fagon similaire au cas des multigraphes simples vus a la section
3.1, nous pouvons facilement vérifier les deux propriétés des espéces ainsi que les deux
propriétés de fonctorialité. Ainsi, la classe des multigraphes simples enrichis, que nous

noterons Mgz = Mz (X,Y), est une espece.

Dans ce qui suit, nous définirons la notion d’isomorphie de multigraphes R-enrichis,
pour ensuite introduire le concept de désétiquettage complet et de désétiquettage par-

tiel.
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Définition 3.2.2 Soient py et s, les deux multigraphes R-enrichis définis par

JOA A1 — Pg[Sl] et [ A2 — PQ[SQ]

Un isomorphisme, 0 : p1 — pe, est défini comme un couple ordonné, 0 = (o,7), de

bijections o : A1 — Ay et 7: 51 — So telles que

A ad > ?2[51]

’ Polo]

Ag > ?2[52]
2

commute et induit des isomorphismes de R-structures en restreignant T a chaque -

fibre et a la po-fibre correspondante.

On peut former les types d’isomorphie des multigraphes enrichis en désétiquettant a la
fois les arétes et les sommets. Il suffit de prendre les classes d’équivalence correspondant

aux isomorphismes 6 = (o, 7).

Il est aussi possible d’effectuer un désétiquettage partiel en n’enlevant que les étiquettes
des arétes, ou encore, en n’enlevant que les étiquettes des sommets. Dans le premier
cas, on doit prendre la classe d’équivalence correspondant aux isomorphismes de forme
0 = (id,7) et dans le deuxiéme cas, on doit plutot prendre la classe d’équivalence

correspondant aux isomorphismes de forme 6 = (o,4d). La figure 3.4 en est un exemple.

3.3 Ajout d’arcs et de boucles

Nous allons maintenant généraliser le concept de multigraphe enrichi a des multigraphes
permettant aussi d’avoir des arcs (arétes orientées) ou des boucles. Ainsi, le concept de
multigraphe enrichi orienté sera un cas particulier de cette nouvelle notion généralisée de

multigraphe enrichi. Nous appelerons liens 'ensemble des boucles, arcs et arétes. Pour
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Figure 3.4 Exemple de désétiquettage.

faire cette généralisation, nous devons remplacer ’ensemble P5[S] dans la définition de
multigraphe enrichi vue dans la section précédente, par un ensemble approprié, soit

Q[S], qui dépendra des sortes de liens permis (ou non). Il y a quatre cas principaux a

considérer:
CAS 1. Q[S]=P,[S5]: les multigraphes enrichis simples;
CAS 2. Q[S]=SUDP[S5]: les multigraphes enrichis boucles;
CAS3. Q[S]=8xS: les multigraphes enrichis orientés avec boucles;
CAS 4. Q[S] =85 x S\ diag(S): les multigraphes enrichis orientés.

Ainsi, dans le premier cas, les seuls liens permis sont les arétes, dans le cas 2, les liens
permis sont les arétes et les boucles, dans le cas 3, seulement les arcs et les boucles,

alors que dans le dernier cas, les liens doivent étre des arcs reliant des points distincts.

Remarquons que dans chaque cas, 2 peut étre interprété comme une espece = Q(X),
sur la sorte X de sommets, de la forme Q = A - E, ou E est I'espece des ensembles et A

est une espece sur un ensemble ayant au plus deux éléments.
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Pour les quatre définitions de €2 données précédemment, on trouve respectivement les

valeurs suivantes pour A:

1) A=Ey; 2) A=X+Ey; 3) A=X+X% 4) A=X2

Remarquons que Ey, I’espece des ensembles non ordonnés de deux sommets, représente
les extrémités des arétes, I’espece X des singletons représente les points d’attache des
boucles, et l'espece X? résultant du produit de I'espéce des singletons par lui-méme

représente les couples ordonnés de singletons, donc les extrémités des arcs.

Les 4 cas présentés sont les principaux. Il existe d’autres cas possibles. Ainsi, il est
possible qu’un multigraphe ait & la fois des arétes et des arcs. En posant A = AX +aX?+
eFsy, ot A\, a, e € N, on généralise ’espéce A en permettant aux liens d’avoir différentes
couleurs. Ainsi, on a un multigraphe avec A couleurs de boucles, « couleurs d’arcs et
e couleurs d’arétes. Cette espéce plus générale introduit une définition élargissant le

concept de multigraphes R-enrichis. Ainsi, on retrouve la définition qui suit.

Définition 3.3.1 Soient A, une espéce de structures vivant sur les ensembles ¢ au plus
deux éléments, et R, une espéce telle que R(0) = 1. Un multigraphe R-enrichi avec
des liens de sorte A, ou plus simplement, un (R, A)-multigraphe, sur un ensemble S de
sommets et un ensemble A de liens, est une fonction R-enrichie p: A — Q[S], ot Q

est l’espéce définie par Q@ = A - E.
Exemples
1. Soit R(Y) =1+4Y et A(X) = eE(X). Un (R, A)-multigraphe est alors un graphe

simple dans lequel les arétes sont colorés par € couleurs différentes.

2. Soit R(Y) = E(Y) et A(X) = eEo(X) + aX? Un (R, A)-multigraphe est alors
un multigraphe sans boucle avec arétes et arcs ou les arétes sont colorées par ¢

couleurs différentes et les arcs sont colorés par « couleurs différentes.



48

3. Soit R(Y) =1 et A(X) = AX. Un (R, A)-multigraphe est alors un multigraphe
simple avec boucles, mais sans aréte ni arc, et les boucles sont colorées par A

couleurs différentes.

Remarque 3.3.1 La classe de tous les (R, A)-multigraphes forme une espéce combi-
natoire dépendante de R et A que l'on note Mpa(X,Y) ou, plus simplement M(X,Y).
Le désétiquettage partiel donne lieu aux deux espéces pondérées que l'on verra dans la

section suivante, My (Y) et My (X).

3.4 Présentation du probléme

Dans cette derniere section, nous introduisons le concept de poids pour les multi-
graphes R-enrichis désétiquetés partiellement. Par la suite, nous définissons trois espéces
pondérées, chacune dépendant de l’enrichissement R choisi. Nous étudions les séries
génératrices exponentielles qui sont associées & chacune des trois nouvelles especes. Ceci
nous amene ensuite au probléme central de ce travail: comment déterminer le poids de
I’ensemble des multigraphes R-enrichis, ’espéce R étant bien déterminée, ayant des

sommets non étiquetés et k arétes étiquetées?

Définition 3.4.1 Soient x ety, des variables formelles. On définit le poids d’un multi-

k

graphe R-enrichi avec k sommets non étiquetés par =%, et le poids d’un multigraphe

R-enrichi avec n arétes non étiquetées par y".

Ainsi, dans 'exemple de la figure 3.4 vu au début de ce chapitre, le multigraphe enrichi
de gauche a un poids de y’, puisqu’il y a 7 arétes non étiquetées, et celui de droite un
poids de z°, puisqu’il y a 5 sommets non étiquetés. Remarquons que la variable z agit
comme un compteur de sommets non étiquetés, alors que y agit comme un compteur

d’arétes non étiquetées.

Cette nouvelle notion de poids nous amene a définir trois especes de structures pondérées,

selon I’espece R choisie comme enrichissement.
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Définition 3.4.2 Soit R, une espéce satisfaisant R(0) = 1.

1) On note M(X,Y), l’espéce des multigraphes R-enrichis sur deuz sortes d’éléments:
X, la sorte des sommets, et Y, la sorte des arétes. Dans cette espéce, les sommets et
les arétes sont étiquetés.

2) On note M, (Y), Uespéce des multigraphes R-enrichis avec des sommets non étiquetés,
pondérée par x, le compteur de sommets, sur des ensembles d’arétes de sorte Y.

3) On note My(X), l’espéce des multigraphes R-enrichis avec des arétes non étiquetées,

pondérée par y, le compteur d’arétes, sur des ensembles de sommets de sorte X.

I1 est facile d’étendre la définition précédente au contexte de I’espece Mp o des (R, A)-

multigraphes.

En utilisant la notation de la théorie des especes vue dans le chapitre précédent, on peut
écrire
My (X) = Ty, M(X,Y), (3.1)
My (Y) = TX;IM(Xa Y), (3.2)

ou l'opérateur T, appliqué & une espece de structure F(X,Y,Z,T,...) a leffet de
remplacer les éléments de sorte Z dans la F-structure par les éléments de poids z non
étiquetés correspondants. Ce qui entraine que l'espece Tz, F(X,Y, Z,T,...) ne dépend

que de X,Y, T, ...

Maintenant que nous avons défini les trois différentes espéces de multigraphes R-enrichis,
ou (R, A)-enrichis, voyons comment sont définies les séries génératrices exponentielles

qui leur sont associées. On a

Ma,y) = D map=, (3.3)
n,k>0
yk
Maly) = S wn(n)L, (3.4
£>0
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ou My, désigne le nombre de multigraphes R-enrichis sur n sommets étiquetés et k
arétes étiquetées, wy(x) désigne le poids total, selon le compteur de sommets x, de tous
les multigraphes ayant des sommets non étiquetés et k arétes étiquetées, et v, (y) désigne
le poids total, selon le compteur d’arétes y, de tous les multigraphes ayant des arétes

non étiquetées et n sommets étiquetés.

Les trois équations précédentes découlent de la définition de la série génératrice d’une
espece F' = F(X,Y) & deux sortes. En effet, comme on a vu au deuxiéme chapitre, on
a que

xnyk
Fxxay):: ji: |Pqnak”;;ETa
n,k>0 o

ou |F[n,k]| est le nombre de F-structures sur un ensemble a n éléments et un autre a
k éléments. Ainsi,
xnyk
F(z,y) = M(z,y) = Z Mk ey
n,k>0
Ces formules viennent soulever une question importante: existe-t-il des formules simples
pour exprimer les valeurs de my, i, wi(z) et v,(y)? Cette question est a I'origine de ce

travail. On s’apercoit rapidement que le calcul des valeurs m,, ;. et vy (y) sont tres faciles

a effectuer.

On doit d’abord établir la série génératrice exponentielle et la série génératrice des types
de ’espece R(Y). Tout d’abord, on a que la série génératrice exponentielle de I'espece

R(Y) est
k

R(y) = Zrk%, (3.6)

k>0

ou r désigne le nombre de R-structures sur k éléments étiquetés.

De plus, on a que la série génératrice des types de 'espéce R(Y') est donnée par

R(y) =Y ", (3.7)

k>0

ou 7 désigne le nombre de R-structure sur k éléments non étiquetés.
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Puisque 7, compte le nombre de facons de mettre des R-structures sur k arétes étiquetées,

on a que pour 7 sommets, le poids total des M-structures sur n sommets de sorte X est

R(y)(g). Donc

Mz, y) = 3 Rp)E (3.8
n>0
Ainsi, on trouve que
Mk = kl[yFTR(y) ), (3.9)

ot [y¥] désigne le coefficient de y* dans I’expression R(y)(g).

Maintenant, voyons de quelle fagon on peut exprimer v, (y), le poids total de tous les
multigraphes enrichis avec arétes non étiquetées, sur n sommets étiquetés. Rappelons
que E(y) désigne le nombre de R-structures sur k arétes non étiquetées, c’est-a-dire une

fibre. Puisqu’il y a (g) fibres possibles, on a directement que

vn(y) = R(y)). (3.10)

N

Ainsi, on a bien que v,(y) et m,  sont faciles & calculer. Par contre, le calcul de
wy(x) s’avere beaucoup plus difficile & effectuer. Jusqu’a maintenant, aucune formule
simple pour exprimer wy(z) n’est connue. Dans le chapitre suivant, nous utiliserons des
opérateurs différentiels et des suites de polynomes de type binomial afin d’évaluer wy ()

pour certaines espeéces R et une valeur de k donnée.

Donc avant de conclure ce chapitre, définissons ce qu’est une suite de polyndémes de type

binomial associée & une espece (Labelle G., 1981; Rota, Kahaner, et Odlyzko, 1973).

Définition 3.4.3 Une suite de polynomes (ry(t))r>0 est dite de type binomial si
ro(t) = 1 et, pour tout k > 0, deg ri(t) < k, et lidentité binomiale suivante est satisfaite:
g
re(s +t) = ; (i>ri(s)rki(t). (3.11)
De plus, la suite de polynomes de type binomial est dite associée a ’espéce R si R(0) =1

et

k
(Rw)' = (Erl) =S mn? (3.12)



CHAPITRE IV

FORMULES ENUMERATIVES

Dans ce chapitre, nous faisons 1’étude du poids, selon le compteur de sommets x, de
tous les (R, A)-multigraphes sur un ensemble de k liens étiquetés, et ayant des sommets
non étiquetés. Rappelons que liens désigne 'ensemble des arétes, arcs et boucles. Nous
introduisons d’abord un lemme combinatoire trés important, qui nous sert par la suite
a établir une formule exprimant le poids total de tous les (R, A)-multigraphes avec
sommets non isolés et non étiquetés, et k liens étiquetés. Ensuite, nous présentons une
version récursive de la formule. Nous montrons qu’a partir de ces deux formules, il est
possible d’obtenir la valeur recherchée, soit le poids total de tous les (R, A)-multigraphes

avec sommets non étiquetés et k liens étiquetés.

4.1 Lemme préliminaire

Le lemme qui suit fait appel a des pointages de sommets et a des déplacements d’arétes.
L’utilisation de telles opérations n’est pas nouvelle en théorie des graphes (Hanlon et
Robinson, 1982). Ce lemme nous sera treés utile dans la section suivante, lors de la
démonstration de la formule énumérative explicite du poids total de tous les (R, A)-
multigraphes ayant k liens étiquetés et ayant des sommets non étiquetés et non isolés.

Il a été introduit dans (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994; Labelle G., 2000).

Lemme 4.1.1 L’espéce M(X,Y') des (R, A)-multigraphes satisfait I’équation
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différentielle combinatoire suivante

R(Y)%M(X, Y) = R(Y)A< XaiX SMX,Y), (4.1)

qui est un isomorphisme naturel.

Preuve Voici une preuve graphique, pour A = Fs.

D’un c6té, on a R(Y)%M(X, Y):

/R

N\ s NS
R(Y)

aréte distinguée

et d’un autre c6té, on a R'(Y)Ex< XaiX > M(X,Y):

E2<<X%>>

0
. N

Pour passer du multigraphe du haut & celui du bas, il suffit d’interchanger la R(Y)-
structure flottante avec celle contenant laréte distinguée (- - -), puis de marquer les
deux sommets pour différencier les sommets auxquels la R-structure était accrochée.

De fagon inverse, on peut passer du multigraphe du bas & celui du haut. [

Remarque 4.1.1 Notons que pour que cette construction fonctionne, il est absolument
nécessaire que A soit définie comme une espéce de structures vivant sur des ensembles

a au plus deux éléments, comme le mentionne la définition 3.1.1.
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Le lemme suivant montre la relation qui unit le poids total de tous les (R, A)-multigraphes
avec sommets non étiquetés et k liens étiquetés, au poids total de tous les (R, A)-

multigraphes sans sommets isolés, avec sommets non étiquetés et k liens étiquetés.

Lemme 4.1.2 Pour tout k > 0, le poids total, wi(x), exprimé en fonction du compteur
de sommets x, de tous les (R, A)-multigraphes avec sommets non étiquetés et avec k
liens étiquetés est une fonction rationnelle de la forme

o) = LR (42)

1—2x2’
ou wi(x), un polynome en = de degré < 2k, est le poids total de tous les (R,A)-

multigraphes avec sommets non étiquetés et non isolés et avec k liens étiquetés.

Preuve Soit wj(x), le poids total de tous les (R, A)-multigraphes sans sommet isolé,

et ou les sommets sont tous non étiquetés et les k liens le sont.

Pour tout entier ¢ > 0, le poids total de tous les (R, A)-multigraphes avec sommets non

étiquetés et avec k liens étiquetés, ayant exactement ¢ sommets isolés est alors z'wj ().

Ainsi, on obtient

wg(z) = lew,’;(:ﬁ)

i>0

= wi(2) Yo

i>0

De plus, puisque chacun des k liens a au maximum deux sommets adjacents, on a que

wj (x) est un polynéme en z de degré < 2k. ]

Ainsi, & partir d’une valeur de wj(z), on peut obtenir rapidement la valeur pour wy(z).
Puisqu’il est plus facile de déterminer wj,(z) que wy(x), nous présenterons dans les deux

sections suivantes, des formules permettant d’évaluer wj () et non pas wg(x).
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4.2 Formule énumérative explicite

Avant d’énoncer et de prouver I'important théoréeme de cette section, nous devons

d’abord introduire certaines notions.

Lemme 4.2.1 Le nombre de permutations de [p] n’ayant que des cycles de longueur

> 3, noté cp, peut étre exprimé par
¢ =@-1e1+p-1)p-2)¢-s, (4.3)

o les conditions initiales sont c_1 =0, co =1, ¢ =cy = 0.

Preuve Nous présentons ici deux différentes preuves du lemme 4.2.1. La premiére

sera combinatoire, la deuxiéme analytique.

Notons que les conditions initiales de la récurrence sont triviales. En effet, par définition,
il n’existe aucune permutation sur [-1], et il n’existe que la permutation vide sur
I’ensemble vide. De plus, il est évident qu’il n’y a aucune permutation n’ayant que
des cycles de longueur > 3 sur [1] et sur [2]. Dans les preuves qui suivent, nous sup-

posons vraies ces conditions de base.
Preuve combinatoire:

D’abord, notons que l’ensemble des permutations de [p] n’ayant que des cycles de
longueur > 3 peut étre divisé en deux sous-ensembles: le sous-ensemble des permu-
tations ayant le p-ieme sommet sur un cycle de longueur 3, et le sous-ensemble des
permutations pour lesquelles le p-iéeme sommet n’est pas sur un cycle de longueur 3.
La valeur de ¢, est donc la somme des cardinalités de ces deux sous-ensembles, puisque
leur intersection est vide et que leur union donne I’ensemble pour lequel nous cherchons

la cardinalité. La preuve combinatoire est basée sur cette observation.

Comptons le nombre de permutations sur p sommets, parmi les c,, qui ont le p-iéme
sommet sur un cycle de longueur 3. Comme le p-iéme sommet est sur un cycle de

longueur 3, il reste 2 sommets & choisir afin de former le cycle. On a (p — 1) choix pour
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le premier sommet et (p — 2) choix pour le deuxiéme sommet. Les (p — 3) sommets
restant peuvent étre décomposés en cycles de longueur > 3 de ¢,_3 facons. Ainsi, on
trouve que le nombre de permutations sur p sommets qui ont le p-ieme sommet sur un

cycle de longueur 3 parmi les ¢, est donné par (p — 1)(p — 2)cp—3.

Il nous reste a compter le nombre de permutations sur p sommets, parmi les c,, qui n’ont
pas le p-ieme sommet sur un cycle de longueur 3. Ceci revient & compter le nombre de
permutations de p sommets n’ayant que des cycles de longueur > 3 et pour lesquelles

le p-ieme sommet est sur un cycle de longueur > 4.

Remarquons que les permutations qui nous intéressent ont autant de sommets que
d’arcs. En effet, puisque les cycles des permutations sont de longueur > 3, tous les
sommets des permutations sont de degré 2. Ainsi, par le lemme des poignées de mains
bien connu en théorie des graphes, on obtient que toute permutation de [p] n’ayant que

des cycles de longueur > 3 a autant de sommets que d’arcs.

L’ensemble des permutations de [p] parmi les ¢, qui n’ont pas le p-ieme sommet sur un
cycle de longueur 3, peut étre obtenu en prenant I’ensemble des permutations sur [p — 1]
n’ayant que des cycles de longueur > 3 et en ajoutant le p-ieme sommet sur 'une des
(p — 1) arétes et ainsi transformer une aréte en un sommet et deux arétes. De cette
fagon, on est assuré que le p-ieme sommet est sur un cycle de longueur > 4 puisqu’avant
d’ajouter le p-ieme sommet, tous les cyles de la permutation étaient de longueur > 3.
Cet ensemble est donc de cardinalité (p — 1)c,—1, puisqu’il y a (p — 1) choix d’arétes

pour mettre le p-ieme sommet dans chacune des ¢,_; permutations.

Ainsi, en combinant les deux résultats précédents, on obtient

¢p = (P = Dep1 + (p = (P = 2)cp-s- (4.4)



Preuve analytique:

Posons f(z), la série génératrice exponentielle de c,,.

o7

Ainsi, on a

xp
flz) = Zcpﬁ' (4.5)
p>0
Sachant que la série génératrice exponentielle des permutations est ﬁ =ttty
on a que
xp
flz) = Zcp_|
o P
= estatF T
= e T Tt T T
2 1
= e "z T2 (4.6)
En utilisant (4.6), on obtient
-1
zf'(z) _ prZ() Cpp% _ szlpcp%; (4.7)
f(@) 2420 Cagr 220 ot
En développant le membre de gauche de (4.7), on a
R Gt
x -2
f( ) e T2 i
2
—r—Z 1 —e—z 1
x[(_l_x)e T te T T gy
= 2
g2 1
N
_ 2 L
= —(z+2°)+ -
3
x
= ) 4.8
T (4.8)
Puis, par (4.7) et (4.8), on obtient
$3 _ EPleCpf)—I; (4 9)
L=z YsoCly '
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En chassant les dénominateurs de I’égalité (4.9), on obtient

p £4+3

(1-=z chpx Z Cq— a (4.10)

p>1 p! q¢>0

En développant le membre de gauche de (4.10), on a la suite d’égalités

xp
(1-2)Y po— = chp pr
1 P R
2 3

X X [E2 [E3 LE4
= (161 1 + 262 + 303 31 > (161 1 + 202 ol + 363 3' >

T z? x3
= 1Clﬁ + (262 261) o1 (303 -3- 2) 3l + ...
l‘p
= > (pey —p(p— Dep-1)"r- (4.11)

p>1

Puis, des équations (4.10) et (4.11) découle ’équation

Z(pcp—p( —1)ey1) Z Cq— :Zcp,g o . (4.12)

_ |
p>1 Pom ¢ s o)

Finalement, en comparant les coefficients de 2P de part et d’autre de I'équation (4.12),

on trouve
pep —p(p — 1)cp—1 _ Cp-3
J = o 413)
p—@-1ga = (-1 23, (4.14)
o = P+ @—1p-2)c-s. (4.15)

On passe de (4.13) & (4.14) en multipliant de part et d’autre par (p — 1)!. Puis, en

isolant ¢, dans (4.14), on obtient 1'égalité désirée. ]

Le tableau 4.1 donne les premieres valeurs de c,.

Remarquons que 'on peut vérifier facilement les premieres valeurs de c,. Le tableau 4.2

donne I’ensemble des permutations pour les premieres valeurs de p.



99

Tableau 4.1 Premieres valeurs de c,

C-1|C |C1L|C2|C3]|Cs) Cs Ce C7 Cs C9 C10 C11

0 11002624160 | 1140 | 8988 | 80864 | 809856 | 8907480

Tableau 4.2 Permutations de [p] n’ayant que des cycles de longueur > 3

Cp Enumération des permutations
c3 =2 {(123), (132)}
cg =6 {(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432) }
{(12345), (12354), (12435), (12453), (12534), (12543), (13245), (13254),
c; =24 (13425), (13452), (13524), (13542), (14235), (14253), (14325), (14352),
(14523), (14532), (15234), (15243), (15324), (15342), (15423), (15432) }

Théoréme 4.2.1 Soit A(X) une espéce de la forme AX + aX? + €Fs, ou A\, a et €
sont des entiers non négatifs, et soit (ri(t))r>0, la suite polynomiale de type binomial
associée a l'espece R(Y'). Alors, le polynome wj(x) donnant le poids total de tous les

(R, A)-multigraphes avec sommets non étiquetés et non isolés et k liens étiquetés est

donné par
2k
wi@) =Y [5] " (4.16)
n=0
ot
Kl _ re(Wig) (& -1
MR_ Z i127 4! <p! (p—1)!>’ (4.17)

i+2j+p=n
wij = M + (20 +¢€) (;) +¢j et ¢, est le nombre de permutations de [p] n’ayant que des

cycles de longueur > 3.

De plus, la série génératrice exponentielle des polynomes wi(x) est donnée explicitement
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par
k |
Suila)fy = ¢ TEEOD Y e g )
o I = 7!
_ SR WD) R, @ @) dele) (4.19)

ot a(x), b(x) et c(x) sont les polynomes

a(z) = Az + (@ + 2e)z?,  b(z) = Az + 2a+¢e)2?,  c(z) = (o + 3e)z2
Remarque 4.2.1 Notons que dans ce qui précéde, pour un opérateur différentiel 6
idépendant de y, on a

R(y)9 _ e(ln R(y))0

k
= YR

k>0
Remarque 4.2.2 On trouvera en anneze des tables contenant les premiéres valeurs de

cp et de wj ;.

Avant de débuter la preuve de cet important théoreme, nous devons d’abord introduire

les quatre lemmes suivant.

Lemme 4.2.2 L’opération de A-pointage satisfait [’égalité combinatoire
0
AL X8—X>>M(X’Y) = (A(X)-E(X)-E(Y)) xMX,Y), (4.20)

ou X est le produit cartésien d’espéces.

Preuve Cette égalité découle directement de la définition du A-pointage. [

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur & (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994; La-

belle G., 2000).
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Exemple Voici un exemple de cette égalité pour A = X2.

M(X,Y)

X2 X > M(X,Y) X2

Dans cette figure, on voit clairement que la X< X % > M(X,Y)-structure de gauche
est constituée d’une X2-structure représentée dans le graphe par le couple de sommets
colorés (le premier étant gris, le deuxiéme étant noir), d’un ensemble disjoint de sommets
E(X) et d’'un ensemble d’arétes F(Y), a partir desquels on a fait une M (X, Y')-structure.
L’égalité (4.20) est une égalité naturelle combinatoire. En effet, la bijection décrite par

la figure est indépendante de la nature des sommets et des arétes.

L’égalité (4.20) nous conduit au lemme suivant.

Lemme 4.2.3 L’opérateur combinatoire de pointage A X% > correspond, dans le

contexte des séries indicatrices de cycles, a Uopérateur différentiel partiel de deuzieme

ordre
1 0 1 0 0
D = A—-a—= — — —)? —_— 4.21
( « 2€)x1 0z et 26) (21 8x1) +er 0x9 ( )
Preuve Soit
N $1i1$2i2...y1j1y2j2...
Zyxy) = Zmil,ig,...;jl,jg,... Tii 1221 101,127 51 (4.22)
On veut connaitre ZA<<Xai>>M(X v):
X k
On sait, par (4.20), que
ZA<<X%>>M(X,Y) = Z(AX)-E(X)-E(Y)xM(X,Y)

= ZAX)E(X)EY) X ZM(XY)- (4.23)
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Or, on sait aussi que

o $1i1$2i2...y1j1y2‘j2...
Zrere0) = D BTN BTN A (424)

7:‘1;2._2)"'
115725

et que

ZNX) = ZaXtaX?teEs
= Zxx + Zax? + Zep,
= Mx +aZx: +€Zg,
= A1+ oza;% + 6%(3:% + x9)

= Az + (a+ g)x% + %xg. (4.25)

Notons que le 1 de ’équation (4.24) provient du fait qu’il n’existe qu’'une seule facon de

placer une E(X) et une E(Y) structure.

Ainsi, en utilisant les égalités précédentes, on obtient

ZA<<X31X S>M(X,Y)

= ZA(X)E(X)E(Y) X ZM(X.Y)

€ € xlilaniz...yljlygjz...
= ()\.Tl + (a + 5) {II% + —{II2> Z X ZJV[(X,Y)

2 = 1“21'2”22'1]1]1'2]2]2'
21,22,..-
J1:J25eee
. Z )\$1i1+1$2i2...y1j1y2j2...
i 1“21'2”22'171]1'2]2]2'
J1:J25mee
()
+ Z <a+g) {I}1“+2.’172l2...y1ﬁy2]2...
S 2 1“’&1'21222'1]1!71'2]2]2'
jl’j27"'
(%)
. 4l . .
€ $1l1$212+ ...yljlygm...
+ —— oo X Z . 4.26
llg 2 1014, 1202,).. 191 1122, . MY (4.26)
J1,J25--

J

N~

(k)
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En multipliant le terme (*) par :iﬁ, puis en effectuant un changement d’indice en

posant 41 ;=47 — 1, on obtient

Z >\$1“+ $222_,.y131y2]2... . Z >\(Zl + 1)$121+ $2Z2---y1]1y232---
= 1“il!2Z2i2!...171j1!2]2j2!.. = (Zl + 1)lzlil!2”2-2!...1]1]'1!2]2]-2!..
01,02,... 01,02,...
J15J25-- J15]25-+

Z )\(21 + 1)$1i1+1$2i2...y1j1y2j2...
B T+ (G + 1)120245]...191 51127251

11,02,
jl’jz)"'

o Z )\ilxlllxzw'_'y1]1y2]2_“ (4 27)
.= 1Z121'2Z222'1]1]1'2J2j2' '
21,22,...
jl’jz)"'

De la méme fagon, on peut écrire autrement le terme (**) en le multipliant par %,

puis en effectuant le changement d’indice i1 := i1 — 2.

On obtient ainsi

3 (a n 6) w112tz Ly iy 3 (a 8) (i1 + 1)(41 + 2)z111 22002y T1y0T2 ...
i1, 2 lili1!2i2’i2!...lj1j1!2j2j2!... P 2 (’il + 1)(i1 + 2)1i1i1!2i2i2!...lj1j1!2j2j2!...
J1sJ2,e- J1sJ2,e-

Z ( n E) (’il + 1)(i1 + 2)x1i1+2x2i2...y1j1y2j2...
= a+ — - - - -
+2(; ! io! il il
iy, 2 141 (’Ll -l—2).2’212....1]1]1.2J2]2....
J1sJ2,e-
i1 — Dirzi a2y J1ysdz ..
- 3 (a+§) (1 = Dz o™ g llys?.... (4.28)
.= 2 1 (Zl)!2Z2Z2!...1J1]1!2]2]2!...
11500,..-
J1sJ2,-

Finalement, le terme (***) peut étre réécrit suite & une multiplication par gﬁ et au

changement d’indice 2 := 49 — 1. Les égalités suivantes sont ainsi obtenues:

£ .’L‘1i1$2i2+1...y1j1y2j2... _ £ (22 + 1)$1i1$2i2+1...y1j1y2j2...

“%: 2 10141282451 1711272 4y .. llg 2 (g + 1) 101411202451 191 11272 551 ..

J1572,--- 15725

. 6(i2 + 1)$1i1$2i2+1...y1j1y2j2...
2. 10141282+ (45 4+ 1)1 17151272551

11,02,..
J1sJ25mee

o Z i ’L'2£E1“$2Z2...y1]1y2m... (4 29)
i 1“’L'1!2Z2’L'2!...1J1j1!2]2j2!...

J1,J25---
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Ainsi, en remplagant les termes (*), (**) et (***) dans 'équation (4.26) en utilisant les
égalités (4.27), (4.28) et (4.29), on peut écrire 2y« x -2 sv(x,y) Sous la forme
o0X ’

ZA<<X% >SM(X,Y)

_ Z A1z o2y Y2 ..
= 1i1i1!2i2i2!...1j1j1!2j2j2!..
21,22,...
J1,J25--

n Z (OH- ) (11 — Dirz1 "oy j1y2j2 ..
2 ]_'Ll (Zl)'21222 1]1]1'2]232

Zlﬂ'Z: .
]1,]2,...

D R P A T
+ Z 9 XZJV[(X,Y)

121/[/1'22222 1]1]1|2]2]2
117Z27 .
]17]27"'

i1 1o ]1 ]2

e ) ) P E . mil:i2a aj17j2; xl $2 yl y2
= Z (}\Zl + Zl(zl 1)(a + 2) + 622) 1Z1/[/1|2Z22Z27/2 1]1]1|2]2]2

(4.30)

L’égalité (4.30) s’obtient en appliquant 'opération X Zyx y). Maintenant, en utilisant

9 o o
(3618—361) > aigaiyl = iairiyl, (4.31)
et

< 3351) Zal]xlylj = Zz a; leyp (4.32)

léquation (4.30) devient

ZA<<X%>>J\[(X,Y)

AN DU L . o .
0x1 0x2 11111'2’22’212 1J1]1'212]2

19} 19}
T +€$2a—$2 Zn(X,Y)
19}

Ainsi, lopérateur A< X % > a le méme effet que Papplication de D & la série indica-

trice de cycles Zyi(x,y), ou

ey 0 e 9\’ )
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L’introduction du lemme suivant est nécessaire puisqu’il sera utilisé dans la preuve d’un

autre lemme.

Lemme 4.2.4 Pour v =0,1,2,..., l’égalité suivante est respectée:
—T d ! €T d v
e z— | eg(z) = (v +2—)"g(x). (4.34)
dx dz

Preuve Nous ferons cette preuve par récurrence.

Pour v = 1:
e_’”(x%)e’”g(x) = e * (xemg(x) +x6xdii(5)> (4.35)
= zg(z)+ x%g(x) (4.36)
- (:Jc—l—w;—x)g(x). (4.37)

Ainsi, 'équation (4.34) est vraie pour v = 1.

Supposons que (4.34) soit vraie pour v et vérifions qu’elle est alors aussi vraie pour

v+ 1
e*“”(x%)uﬂe”ﬁg(:ﬂ) = (ew(:p%)e’”) (ew(x%)”e’”) g(x) (4.38)
—z d x d v
= e (ac%)e (x—i—xa) g(x) (4.39)
= (z+ x%)”“g(:ﬂ). (4.40)

Le passage de (4.39) & (4.40) découle de (4.37). Ainsi, on a démontré que (4.34) est

vraie pour tout v. [

Lemme 4.2.5 Pour les polynomes a(z), b(z) et c(x) définis dans le théoréme 4.2.1,

l’égalité suivante est vérifiée:

e—xR(y)/\a:%-l—(oa—l—%)x%(x%—l)ex _ }%(y)a(w)er(a:)%Jrc(w);i%2 1. (4'41)
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Preuve On sait que

e—a:R(y)/\a:%-l-(a-i-%)x%(m%—l)ex — e—xR(y)()\—a—%)xﬁ R(y)(oa—l—%)(a:%Fexl‘

Puis en utilisant (4.34), on a

e—xR(y)/\a:%+(a+§)x%(m%—l)6x _ R(y)()\—a—%)(x-l—a:%)—l—(a-i—%)(x-i—x%y1.

D’autre part, en évaluant (z + x%)Zh, on obtient

d ., d d
(w—l—w%)h = (w+$%)(x+$%)h
= Gt D) @h o Lh)
N dr dx
d d d d
= 2’h+2*(—h h —)h —h 2(=)h
z°h + (dac )+ z( +x(d$) )—i—x(dw )+ (dacz)
2 2 d 5 d°
= ((#°+2) + (22" + 2) 0 + 2°(55))h-
dr dx

Ainsi, en combinant ces résultats, on a
R(y)P-o=$ataip)+a+5)atair)’y

_ Ry)(O-a-DeHa D) H(Omam Pa et a)at D)+ (a4 )y

Ja(a)+b() 2 ye(r) L, 1

I
=

(y

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour démontrer le théoreme 4.2.1.

Preuve Cette preuve est divisée en trois parties: une pour chacune des trois équations

énoncées dans le théoreme.

Preuve de l’équation (4.16):

Par la proposition 2.3.2, on peut dire que

k
Mg(y) = Zwk(x)%:ZM(x,xz,xg,...;y,O,O,...), (4.44)
k>0 )
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ou Zy = Zy(z1,x2,3,.;Y1,Y2,Y3,...) est la série indicatrice de cycles de I'espece
M(X,Y). Le lecteur est référé a (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994; Pélya et Read,
1987) pour plus de détails.

Ainsi, il n’est donc pas nécessaire de connaitre completement ’expression de Zy; pour
calculer la série M;(y). Nous allons montrer que le lemme 4.1.1 suffit pour le calcul de

la série My (y).

En utilisant le lemme 4.2.3, en prenant la série indicatrice des cycles de (4.1), et en y

faisant la substitution y; := y, y; := 0 pour ¢ > 2, on obtient 1’équation différentielle
partielle
9 /
R(y)a—yZM(«’El,@, +539,0,0,...) = R'(y)DZn (21,22, .., 0,0, ...). (4.45)

Cette derniére équation peut étre réécrite comme

P R
5y 21, 2,9,0,0,.0) = R((g))'DZM(xl,xg,...;y,O,O,...). (4.46)

Soient h(y), une fonction de y, f(z1,x2,...,y), une fonction de x1,xs,.. et y, et § un
opérateur différentiel indépendant de y, c’est-a-dire agissant seulement sur les variables

z1,T2,... L’équation différentielle

82 ($17$27 7y) = h(y)ef($17$27 "'7y)7 (447)
Y

se résoud comme suit pour U'inconnue f(x1,z2,...,y):

f(xl,fﬁg, Jy) = e(f[;” h(y)dy)af(x17x27 70) (448)

En posant f(y) = Zy(x1,x9,...59,0,...), h(y) = % et @ = D, on obtient
Invi(x1, 9, ..59,0,...) = eln(R(y))'DZM(xl,xg,...;0,0, ) (4.49)
= R(y)Zy(z1,2,...;0,0,...). (4.50)

Puisque pour un (R, A)-multigraphe sans lien, on n’a que des sommets isolés, on a

ZM(xl,xg,...;O,O,...) = ZE($1,$2,...), (451)
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et on obtient

Zni(z1,22,..19,0,0,...) = R(y)Pemt 5+ +, (4.52)

A partir de I'équation précédente et de (4.44), et en y faisant la substitution z; := z°

pour ¢ > 1, on obtient

k Ty x
Soun@)h = Rly)PentE I (4.53)
k>0 ’

zii=xt, i>1

= (RW)Z2) @.% 0", ) (1.5)

De plus, & partir de ’équation précédente et en utilisant 'égalité générale

o ) S hua = gt (455)

on obtient
k vl U2
y _ A—a—& + +£ 2+ ; .’El .'.E2
2wl gy = Ry T (4.56)
k>0 Tii=xt
v1+2v2+3vz+...
— Ay +avy (v —1)+(Svi (v —1)+eva ) X
= ZR(y) 1+avi (v1 (5v1(01 2) o2l (4.57)
2v2+3v3+...
- A +2a (VL) 4e( %L ) +ew: "t
= Z R(y)™* ("3)+e(")+ev W (4.58)
w $U1+2U2+3’U3+...
= ZR(?J) v1,v2W. (4.59)

Il reste & prouver & partir de cette égalité que (4.16) est vraie. Pour ce faire, rappelons

d’abord les formules suivantes:

wy(x) = tf’z_( ’Z) (4.60)
k

(R)* =Y r(w). (4.61)
k>0

Cp 1
]7! N Z Juspglqvagyl... (4.62)
Zizgg Wi=p



Par (4.59) et (4.61), on a

k
Zwk(w)% =

k>0

Notons que I'équation (4.64) est obtenue de (4.63) en utilisant I’équation (4.62).

V1 +2v2+...

Z 1v17)1|2v2v2 Z k! w”h”
V1,02,
Z Wgy] P! Z Bl " (Wij)
1+2j+p=n
> z
k ,J
10 ol |
i+251p=n " 25t p! i
k n
Yy . r o
k>0 i+2j+p=n

69

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

k
En comparant les coefficients de %—, dans la sommation de part et d’autre de I’équation

(4.66), on obtient

R T aa
ZIQJ] pl'

n=01:+2j4+p=n

Finalement, en utilisant la formule (4.60), on a

wile) = (1-

2219

n
z Z Z Zéy] ;I;

n=01+2j5+p=n

re(wig) (o G n
2 i (H‘(p—b!)x'

n=01:i+25+p=n

Preuve de l’équation (4.18):

3 wi(z)?

k>0

On sait par ’équation (4.53) que

- i+(atLe)i(i—1) %"
DT Ry Heen

i>0

_ R(y)De$1+m72+mT3+"'

zii=xt, i>1

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)
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Ainsi, on a

k
Zkzo wi () 47
V1 ,.V2 .V3

_ R(y)jj Z Ty Tp T3"...
1U1U1!2v21)2!3v31)3!...
V1,V

5 vy ,,v2
_ R(y)(A*a*%)ﬂfl%+(a+%)(ﬂ?1 321) +exz 322 N I
1vipq12v2ps!...
V1,02,
V1 02

_ Z R(y)(A—a—%)v1+(a+%)v%+ev2 L1 Ty
1”11)1!2“21)2....
V1,U2,...

_ ev v+ (a+5)vy (v —1) w’lflw;z"'
= R R T

V1,V2,--
V1 ,.V2 U3 .04
— Z R E’U2R( )>\v1+(a+ $)vi(vi—1) L1 Ty L3 "Ly ..
1v1yq12v2,! 3vspzl4vay,!...
vl,v2 V3,04,...

vl ,,v2 -1 vl ,,v2 vy .02
331 Ty Z R(y)sz(y)AUhL(aJr%)vl(vl,l) T Ty Z L1 Ty ...
1v1pq12v2p,! 1v1pq12v2p5! 1v1pq12v2ps!...
U2 v1,v2 V1,02,

@ 3

.vz x 2 =z
— R(y)®"? Ty R(y /\v1+(0¢+ Jvi(vi—1) 1 e®le s o3
v > V12
Puis en utilisant 1’égalité
v;
et = Zavl—l, (4.71)
v;!
on obtient
yk -z _—£2—st /\z—l—a-i-)( nx Ty 22 L3
Zwk(x)ﬁ = e "2 2 ZR — | ePeTe
! 7!
k>0 i>0

22(Re(y)-1) —=x —lnl ) )\H- (a+5)i(i— )LE_
e e ;R A

1 2 pe (a
— o (R Y R(y) et >Z! : (4.72)
>0

En utilisant ’équation (4.2), le résultat désiré est obtenu:

k
z : * Yy e ® § : (a
wk(,’I))y = + R /\Z+ +5 ) ( ) z! . (473)

k>0 ’ i>0
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Preuve de l’équation (4.19):

Ce résultat découle de I’équation (4.18). En éliminant la sommation dans (4.18), on a

Z’wk . _ % Re(y)—1) e—a:R(y))\z+(a+%)w%(w%fl)ew' (4'74)
£>0

Puis, en utilisant le résultat du lemme 4.2.5, le résultat souhaité est obtenu:

Zw % Re(y)— )R(y)a(a:)-i-b( ) oz )dz21 (4.75)

k>0

Exemple Voici un exemple simple de ’application de la formule du théoréme précédent
pour R=1+4+Y, A=Ey, e=1 a=X=0et k=2 Il s’agit donc de calculer wj(z)

pour les graphes simples.

Par le théoreme précédent, on a

wy(z) = Z|[}]Rx (4.76)
B e B Bl o

Evaluons chacun des [[Zﬂ

[, = ¥ %2 (G-

i+2j+p=0
_ ra(wop) (¢ c_

- (2)!2000(; (0_(: a (—11)!>
= 712(wo)(co —c-1)

— r(0)(1-0)

= 0-1=0
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ro(wij) (¢ Cp—
2 Zzﬂ'ﬁ (p_I;_ (pp—iﬂ)

i+2j+p=1
ra(wio) (co  co1 n r2(wo,0) (c_1 B C_o)
112000 \ 0! (-1)! 012001 \1! 0!

ro(w1,0)(co — c—1) + 1r2(wo,1)(c1 — o)

r2(0)(1 = 0) +r2(1)(0 - 1)

0-14+0-(-1)=0,
ro(wi ) (¢p [
2 jmj]! (E (- i)!)

i+2j+p=2
7“2(w2,0) ¢  C-1 4 7“2(w1,0) (C_1 _ C_o) + 7“2(w0,1) C  C-1
212001 0! (—1)! 11200! 1! 0! 0r1211! 0! (—1)!

T2 (wo,o) (02 C1 )

012000 \2! 1!
T2(°‘2’2’0) (co = 1) +ra(wio)(cr — o) + TZ(L;O’l) (co — 1)
+r2(WO,o)(c§2 —c1)
mél) (1-0)+7(0)(0-1) + Tzél) (1-0)+r2(0)(0-0)
7"2;1) .1+0.(_1)+T2;1) 14+0:-0=12(1) =0

ro(wij) (cp Cp—
2 z2'!2jj]! (H‘(p—b!)

7“2(w3,0) c  C-1 + 7“2(w2,0) (0_1 _ C_o) 4 7“2(w1,1) ¢  C-1
312001 0! (—1)! 212001 1! 0! 112111 0! (—1)!

7“2(w1,0) <C2 Cl) +T2(w0,1) (01 Co) +T2(w0,0) (03 C2>

112000 \2r 1! 01211 \1! _ 0! 012001 \31 ~ 2
7“2(;!3,0) (co—c 1)+ 7“2(2’2,0) (c1 — co) + M (co—c_1)
+r2(w1,0) (%2 - Cl) + 7”2(;/0,1) (c1 —¢p) + ra(wop) (%3 - %)
TQT(S)(I —0)+ TQT(I)(O -1+ %ﬂ(l —0) +72(0)(0 - 0) + TQS) (0—1)
+75(0)(0 — 0)
r(3) _ 1

—Z.6=1
6 6
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[ - = 5w (G

i+2j+p=4
_ ra(wap) (C_o o >+ ra(ws,0) (C_l 3 C_o) 4 r2(wa) (C_o e )
a200r \or ~ (=1)r) " 3oor \1 "~ or) T 2t \or T (-1
e (= 50+ i (50 + o (51— )
T (0 ) e G- ) e (- )
. 7"2(;”'4’0) (1-0)+ ”(;3’0) 0—1)+ ng‘”z;) (1-0)
#7202 g) 4 2 0 1)ty 00) G - 0)
122 g 4 20 (o ) 4y ) 2)
_ Té(f) + T2é3) (-1) + mf) +0+ T2£1) (—1) + 7“2(0)% + r2é2)
10+ 7“2(0)(% - %)
= %—g+1+0+0+§+0

Ainsi, en mettant les valeurs que nous venons de calculer dans la formule (4.77), on

obtient

whi(z) = 0+ 0z 4 0x? + 123 + 12*
= 23+
Cela correspond au fait qu’avec 2 arétes, il est possible de faire qu’un seul graphe simple

sur 3 sommets, et un seul sur 4 sommets, avec la condition qu’aucun sommet n’est isolé.

La figure 4.1 illustre ces deux multigraphes.

De la formule générale donnée dans le théoreme 4.2.1, on peut en déduire le corollaire
suivant qui donne une expression simple pour le nombre de (R, A)-multigraphes avec

sommets non isolés et non étiquetés et ayant k liens étiquetés.
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OO0

Figure 4.1 Graphes simples avec 2 arétes étiquetées.

Corollaire 4.2.1 Le nombre total de (R, A)-multigraphes avec des sommets non étiquetés

et non isolés et ayant k liens étiquetés est donné par

wi(l) = Y Th(wig) (4.78)

3127 71p! Cp-
i+2j+p=2k J°P:

Preuve Le théoreme 4.2.1 dit que
wi(z) = Z H’fb]] Rxn. (4.79)
En posant z = 1, on obtient

wi(1) =

M?T ||M?r

2%k
_ Z Z T (wij) (C_p_ Cp—1 >
19771 ! 1)
ol PPN LV LN 2 S R DL
2%k
-3 1 (wiy) (C_p_ Cp-1 )
B 1197 41 ! — 1)
0 i2750 \p! (p—1)!
2% 2k—p
= X e (5 o)
i\ pl 1)
p=01i+2j=0 22]‘7 p: (p 1)'
X <c o1\ o ri(wiy)
= > (2--" R 4.80)
) Y B (
= \p! (p—1)! 0 127 4!
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En développant la premiere sommation, on obtient

2% B o m
wi(l) = (%_ (i_ll)!> Z TIZ'(;;;{) <_1|__0) Z leﬂﬁ

i+2§=0 +2j=
+(02 01) 2%:2 k(Wi ) PR T Cok—1 2kz% 1 (wi ;)
20 1/ L g2yt T (2k)!  (2k—1)!) &= 41274]
i+27=0 i+27=0
c 2k rk(w ) 2k—1 rk(w ) ¢ 2k—1 rk(w ) 2k—2 rk(w )
_ Q@ ij) _ irj ‘1 ij) irj
0 Z 3127 5! Z 3127 5! M Z i127 5! Z i127 5!
i+2§=0 i4+2§=0 i4+2§=0 i4+2j=0
Cok k(Wi j)
Tt Gt 2 g
i+27=0
S rr(wig) | €1 3 Tk (wiy)
0! 3124 5! 1! 3124 5!
i+2j=2k i+2j=2k—1
C2k Tk(wi,j)
Tt Gl 2 i
1+2j=0

-3 rk(wi) ¢
B 1973451 pl-
42—k 112741 pl
Exemple Soit R=1+Y, k=2, e=1,A=a=0.
Dans I'exemple du théoreme 4.2.1, on a trouvé que pour ces mémes parametres,
wh(z) = 23 + zt.

On s’attend donc & trouver la valeur 2, puisque 13 + 1% = 2. Par le corollaire 4.2.1, on a

* TZ((-’Jz])
wy(1) = Z o711 CP (4.81)
irojrps VTP
ro(way) ro(ws ) ro(w2,1) r2(w2,0) ro(wi 1)
41200101 312001111 T 212111010 T 212001212 T 12t !
r2(w1,0) r2(wo,2) r2(wo,1) r2(wo,0)
+1|200|3| 3 + 0122210! co + 01211121 €2+ 0120014! €4 (4.82)



2 (wa,0) r2(ws3,0) ro(we,1) r2(w2,0) ro(wr,1)
g ot g @ olp 0T o 21T
ro(wi,0) 2 (wo,2) r2(wo,1) 2 (wo,0)
Ty Bt Ty 0t 5 r @t g
7‘2(6) 7“2(3) 7‘2(2) 7“2(1) 7“2(1)
ot Vg b g 0 0
r2(0),  r2(2) . ral) . 72(0)
2 1
M TR IR W T TR
r2(6) r2(2) 2(2)
- O S H 040+ 04+ S5 040
ro(6)  1r2(2) N r9(2)
24 4 8
30,2, 2 48 _,
24 4 8 24

Ces deux multigraphes sont ceux de la figure 4.1.

C1
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(4.83)

(4.84)
(4.85)
(4.86)

(4.87)

Le chapitre 5 contient plusieurs dénombrements explicites selon divers choix de R, A\, «

et €.

4.3 Formule énumérative récursive

Dans cette section, nous présentons un corollaire découlant du théoreme 4.2.1. Ce

corollaire nous donne une autre facon de calculer wj(x), mais cette fois, de maniere

récursive.

Corollaire 4.3.1 Les polynomes wj(x), de degré < 2k en x, donnant le poids total de

tous les (R, A)-multigraphes avec sommets non isolés non étiquetés et k liens étiquetés,

peuvent étre générés comme suit. Posons (p;)i>o0 et (0i(x))i>0 tels que

Alors,

R(y) _ Zpy_l
’LZ-!?

R'(y) =
i>0

(4.88)

(4.89)

(4.90)



7
ot ho(xz) =1 et, pour k > 0,

pheia(e) = ala)hn(a) + Hahi (o) + oMo~ 3 ()it (491

Preuve Par (4.19), on sait que:

» £ o a(x c il
Zw,’;({p)%: ¢ (HW)=1) gy e@ (@) +e(e) iz g

k>0

Posons 1'égalité

R(y)* a(2)+b(2) o +elz) 75 1 — Zh (4.92)
37>0

En utilisant 1’équation (4.89), on obtient

k i 2
* y y a\r T a4 CIL
Suitaly = (Lol ) (ROt O,

k>0 i>0
(4.94)

et par (4.92),

S - (Sef) (go)

k>0 >0

Ainsi,

Vi : ot
> wi(w - = > Z )hi—i() 7 (4.95)
0

k>0 ) k>0 i=

. . k . ~ /7 /7 . rd
Puis, en comparant les coefficients de % dans les sommations de chaque coté de I'égalité,

on trouve .

it =3 (’“) oi(x)he_i(z). (4.96)

On a bien I’équation (4.90) énoncée dans le corollaire. Cherchons maintenant une for-

mule récursive pour les h;(x).
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Précédemment, on a posé dans 1’équation (4.92) que

R(y) @)@ g +e(e) 3 =2 > hj(z) % (4.97)
3>0

En appliquant aﬁ de part et d’autre de I’équation précédente et puisque 'opérateur

a(z) + b(z) L c(ac)d@‘l—;2 est indépendant de y et de 1, on trouve

k d d2 a\x T a4 c\x ﬁ—
Do (@) = (al@) + be) + (o)) R(y) OO ETOLT TR ()1
k>0 )
d d2 a(x T 4 c\T i —
= R()(ale) + ble) 7 + c(e) 75) R(y) " O ETOLT R (y)1
R'(y) d a2 L)L

Notons qu’ici, le changement d’indice j := k n’affecte en rien ’égalité. En multipliant

chaque coté de 1’égalité précédente par g,(—é)), on obtient

d2

)Ry PO E @,

k
Z S b (@)l = (a(x)—l—b(w)%—l—c(w)

k>0
(4.98)

Puis, on utilise I’égalité (4.88) pour obtenir

% ; 9 ) p

i>0 k>0
(4.99)
Et de I'égalité (4.92) découle
7 j 2 k
<Zp%> (th(x)z—j) = (ale) +bla) o+ ela) ) S hela) L
i>0 k>0 k>0
(4.100)
et donc
yk o / " yk
kzng ( )plhk i ( )k! = kzm (a(x)hk(x) + b(z) )y (z) +c(m)hk(x)>ﬁ.
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k
En comparant les coefficients de % dans les sommations de I’équation (4.101), on obtient
I’égalité

g
Z <i>p¢hki+1(x) = a(z)hi(z) + b(x)h)(x) + c(z)hi (). (4.102)

1=0

La récurrence (4.91) du corollaire 4.3.1 en découle directement. Il suffit de sortir le

premier terme de la sommation dans (4.102), puis de isoler. ]



CHAPITRE V

RESULTATS OBTENUS

Dans ce chapitre, nous appliquons les formules énumératives trouvées dans le chapitre
précédent pour des multigraphes enrichis par diverses especes et pour des valeurs de A, €
et a données. Les différents résultats sont présentés sous forme de tableaux. Puis, pour
terminer, nous portons une attention plus particuliere aux suites déja connues dans la

littérature.

5.1 Exemples spécifiques

Dans cette premiere section, nous présentons d’abord les premiers polynémes wj(x),
donnant le poids total de tous les (R, A)-multigraphes avec sommets non isolés et non
étiquetés et k liens étiquetés, pour différentes especes R et différents types de liens A.

Puis, nous présentons les suites (wj(1))r>o dénombrant les multigraphes enrichis.

5.1.1 Polynoémes wj(x)

Comme nous avons vu précédemment, les arétes, boucles et arcs peuvent étre colorés
par respectivement €, A et a couleurs. Dans les tableaux 5.1 a 5.5, nous présentons
les polynémes déja connus par Labelle, pour les multigraphes enrichis par ’espece des
ensembles sans arc ni boucle (multigraphes ordinaires), pour les multigraphes enrichis
par l’espece des singletons sans arc ni boucle (graphes simples), pour les multigraphes

enrichis par 'espece des singletons avec arcs et boucles (graphes orientés avec boucles),
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pour les multigraphes enrichis par I'espece des cycles sans arc ni boucle (multigraphes cy-
cliquement enrichis), puis pour les multigraphes enrichis par ’espece des ordres linéaires
avec arcs, boucles et arétes. Pour chaque type de lien admis dans les multigraphes, nous

supposons qu’il n’y a qu’une seule couleur possible, donc que e = A = a = 1.

Tableau 5.1 wj(x) pour R=FE, A = E

Multigraphes ordinaires

k wi ()

0 1

1 z?

2 2?2 + 23 + 2t

3 z? + 4a3 + 7ot + 325 + 25

4 22 4+ 1323 4 462* 4 472° + 252° + 627 + 28

5 2% + 4023 + 295z + 58725 + 5162° + 23527 + 652° + 102 4 219

6 | 22+ 12123 + 1846z + 671525 + 96902° + 705327 + 30062 + 8002 + 140210

+15z1 4 212

+467952° + 1220120 + 2170z + 26622 + 21213 + 2™

8 | 22+ 1093z3 + 68986x* + 76874715 + 284175525 + 474902427 + 430868248
+23845752° + 869065210 + 218988z + 39277212 4+ 5054z + 462414
428415 4 416

9 22 + 328023 + 4168152 + 79351472° + 458817462° + 11336499327
+1460756012° + 11162584027 + 55189624219 + 187420232 + +4552633212
+811440213 4+ 10745724 + 105422 + 750216 + 36417 + 18

Le tableau 5.6 présente les polynomes généraux pour les multigraphes enrichis par
I’espece des partitions, et pour lesquels les liens sont limités aux arétes. Nous sup-

posouns que les arétes peuvent étre colorées par € couleurs différentes.
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Tableau 5.2 wj(z) pour R=1+Y,A=FE,

Graphes simples

w ()

1

:II2

a;3—|—$4

z3 + 4zt 4 32° + 2

152% +292° + 1925 + 627 + 28

30z* + 22245 + 30125 + 17527 + 5528 + 1022 + £10

30z* + 123025 + 385028 + 403827 + 211628 + 6502° + 125210 + 152 + 212

5040z 4+ 401102°% + 7806027 + 6672528 + 3174522 + 9436210
+1855z ! 4 245212 4+ 21213 4 £14

151202° + 34524025 + 129528027 + 181807528 + 131231527 + 570557210
416305821 + 32151212 + 44662 + 434214 + 28210 + 416

302402° + 2492280z°% + 1872360027 + 4380894023 + 479269002
429952439410 + 119752352 + 3279361z'2 + 640962413 + 91371214
49534215 + 714216 + 36217 4 218

10

302402° + 15104880z + 238986720247 + 94714830028 + 157869306027
+1412323884210 + 778462070211 + 287844736212 + 7541901022 + 14504155214
42090319215 + 22757726 + 18600217 + 111018 + 45219 + £20

11

7567560025 + 271800144027 + 1858684212028 + 475272982801
+609103063802' + 46039502250 + 2270201234522 + 780334551723
419555278162 + 36827642525 + 5313764526 + 5932231127 + 51245728
+33825219 + 1650220 + 55521 + %2
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Tableau 5.3 wj(z) pour R=14+Y, A =X + X?

Graphes orientés avec boucles

w(z)

1

:Jc~|—a:2

622 + 623 + z*

1222 + 7223 + 622* + 152° + 6

1222 + 4922 + 13222* + 9602° + 2602° + 2827 + 28

252023 + 193202* + 3255025 + 2020225 + 560027 + 7402 + 4529 + £10

1008023 + 230160z* + 8274002° + 10036322° + 54157627 + 1478628
+216002° 4+ 1690219 + 662 + 212

3024023 + 23721602* 4+ 178021202° + 3944052025 + 3716238427 + 1770326828
+46752302° 4+ 717122219 + 646802t + 3346212 4+ 91413 + 214

60480z> + 215611202* + 341817840z° + 134197056025 + 2091349008z
+160596255628 + 6840849602 + 173224984210 4 27108312211
42663164212 + 163072213 + 59922 + 120415 + 216

6048023 + 172912320z* + 6005013840z° + 4135673304025 + 1035327444487
+1226461088162° + 79330914540x° + 3054027532420 + 7385048880z
+11589064642'2 + 11994200423 + 8192604z + 362880x'° + 996026
+1532'7 4 £

10

12108096002 + 976364928002° + 11828598566402° + 468495232128027
+8339883884640x% + 79003424412002° + 44090985395602'0 + 1547802170904z
+35684877220422 + 5554843112023 + 592935752024 + 4359096002
42190200426 + 73440027 + 1563028 + 1902 4 220




Tableau 5.4 wj(z) pour R=1+C, A = E,

84

Multigraphes cycliquement enrichis

wi (x)

1

:II2

22+ 23+ 2t

202 + 423 + Tzt + 325 + 26

622 + 1723 + 502* + 472° + 252% + 627 + 28

2412 + 8523 + 370z* + 6172 + 52625 + 23527 + 6528 4+ 102”7 + z!1°

12022 + 49923 + 29292% + 770025 + 102052° + 717327 + 302622
+800z% 4+ 140z + 1521 + £!2

72022 + 338823 + 251652 + 959072 + 1892242° + 19789327 + 1215212°
+471452° + 1223620 + 2170z + 26622 + 21213 + 2

504022 + 26200z + 2355912% + 12231172° + 343972325 + 516481027
+44822962% + 243007527 + 876975210 + 219828z
439333212 + 505423 + 4622'* + 2821° + 16

4032022 + 22770823 + 2400890z* + 161949662° + 6243824925 + 130623087z
+15659164523 4+ 11567590027 + 5623399620 + 18926193z + 4575103212
4813204213 + 107541214 + 105422 + 750216 + 36217 + 18

10

36288022 + 219927623 + 265505162* + 2242942005 + 114624627525
+325307964927 + 52802493232 + 522092856027 + 335391687910
+14776869502 ! 4 46576587412 + 10834617023 + 190028804 + 2543709217
+260577x'6 + 20220217 + 115528 + 45219 + 220

11

362880022 + 2338221623 + 317354994x* + 326140625845 + 2146457638615
+80693433260x" + 1741383531252% + 2270664507652° + 1900858688630
+1079279287405 " 4 4348532643521 + 12881832040z + 288190093424
+496337050x° + 6661501026 4 700283127 + 5748272 + 3630027
+17052%0 + 55221 + 222




Tableau 5.5 w}(z) pour R=L, A = Ey + X + X?
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Multigraphes enrichis par des ordres linéaires

wi (x)

1

x + 22

2z + 142% + 1323 + 424

6z + 10222 + 26823 + 2192* + 662° + 826

24x + 82822 + 466823 + 7909z + 53092° + 16592 + 24827 + 1622

120z + 750022 + 8010023 + 248870x* + 303932z° + 17578345 + 534657
+895028 + 800z° + 3210

720z + 7524022 + 14116802> + 74766902* + 152078102° + 145044105
+736179627 + 215054128 + 37637527 + 39540210 + 235221 4 64212

5040z + 8290802 + 2591820023 + 222900720z* + 716053380°
+10585476302° + 82670558227 + 3740816692° + 1041783332 + 1849428710
42115974211 + 153048212 + 6496212 + 128214

40320z + 995904022 + 4980931202 + 6715742880z + 32861136000°
4723516124805 + 8296947293627 + 548137053232° + 22380407263°
+5925688257210 + 10487496747t + 12581239322 + 10184496713
+539168x* + 17152x'% + 256516

362880z + 12954816022 4 1003012416023 + 2063462688002
+1497728141280x° + 477480719520055 + 7791611781744x" + 72454250077562°
+4145412926998z° + 1542165622371x10 + 387964494333z + 6775570050022

1833440576523 4 72357150621 + 4373356821° + 177004826
+437762'7 + 51228




Tableau 5.6 wj(z) pour R =Par, A = cE»

Multigraphes enrichis par ’espéce des partitions

k wi ()
0 1
1 ex?
2 (e + €2)a? + 223 + 22!
3 (e + 3% + e3)z? + (32 + 4e3)23 + (32 + Te3)azt + 3325 + 326
4| (e +7e% 4663 4+ ) x? 4 (7e? + 243 + 13h) 23 + (72 + 423 + 46¢)2?
+(18% + 47et)x® + (663 + 25e1) 20 + 6eta” + eta®
5 (e + 1562 4 253 + 10e* + £%) 2 + (15e% + 1003 + 130e* 4 40e5)2?
(1562 + 17563 + 460 + 295¢5)z* + (753 + 470* + 587e%) 25
+(25€% + 250 4 516£%)2% + (60 4 23527
+(10e* + 65¢%)2® + 10627 + 5210
6 | (¢+31e% + 90 + 65t + 155 4 £5)22 + (3162 + 360 + 845¢ + 600e°

+121%)23 + (312 + 630 + 2990e* + 4425¢° + 1846£%)x* + (270€3
+3055¢ + 8805¢° + 6715¢%)2 + (90e® + 1625¢* + 7740 + 9690£5) x5
+(390e* + 3525¢5 + 7053¢5)2™ + (65¢* + 9755 + 30006¢° ) 2®
+(150e° 4 800£®)z? + (15¢° + 140e%) 219 + 156021t + 412
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En posant € = 1, on obtient les polyndmes dénombrant les multigraphes enrichis par
I’espece des partitions, ou les liens sont des arétes étiquetées et sont d’une seule couleur,
avec sommets non isolés et non étiquetés. On obtient ainsi les résultats présentés dans

le tableau 5.7. Le tableau 5.8 est obtenu en posant cette fois ¢ = 5.

Nous avons aussi généré les polyndmes généraux pour les multigraphes enrichis par
I’espece des partitions, et pour lesquels les liens sont limités aux arcs. Nous sup-
posons que les arcs peuvent étre colorées par a couleurs différentes. Ces polynémes
sont présentés dans le tableau 5.9. Puis, en posant o = 7, les polynomes du tableau

5.10 sont obtenus.

Tableau 5.7 wj(z) pour R =Par, A = E»

Multigraphes enrichis par 1’espece des partitions
k wh(z)
0 1
1 z2
2 222 + 23 + 2t
3 522 + 723 + 10z* + 32° + 28
4 1522 + 4423 + 952* + 652° + 3125 + 627 + 28
5 5212 4 28513 4 945x* 4+ 113225 4 79125 4 29527 4 7528 + 1027 + 210
6 | 20322 + 195723 + 9922z + 188452 + 191452 + 10968z" + 40462° + 9502°
+155210 + 15z1!




Tableau 5.8 wj(z) pour R =Par, A = 5F;

Multigraphes enrichis par 1’espece des partitions

k w ()
0 1
1 522
2 30x2 + 2523 + 2524
3 20522 + 57523 + 950z + 3752° + 12546
4 | 155522 4+ 113002 + 34175z + 316252 + 1637525 + 375027 + 62528
5 1288022 4 21912523 + 1231625z* 4 21375002° 4 177187525
+ 77187527 + 20937528 + 312502° + 3125210
6 | 11515522 + 433952523 + 44620150z* 4 13438062545 + 17662062525

+12146250027 + 5005625028 + 12968750z° + 2234375210
+234375z + 15625212
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Tableau 5.9 w}(z) pour R =Par, A = aX?

Multigraphes enrichis par ’espéce des partitions

wi (x)

1

04372

(o + 202)2% + 40?2 + 2!

(a + 602 + 4a3)z? + (1202 + 32a2)2® + (302 + 38a3)zt + 120325 + 2F

= W [N

(o + 14a? + 2402 + 8at)x? + (282 + 19202 + 208a)2?
+(7a? + 228a3 + 652at )zt + (7203 + 576a) 15 + (60 + 188at)z®

+240t " + ata®

(o + 30a% + 100a? + 80at + 16a°)2? + (6002 + 800a3 + 2080at + 1280a°)z?
+(15a% + 9500° 4 65200 4+ 9080a°)z? 4 (30003 4 57600 4 169440°)z”
+(25a% + 18800t + 12052a°)2° + (240a* + 38400°)2™ + (10a* + 580a°) 8

+40a°2° + o z10

Tableau 5.10 w}(z) pour R =Par, A = 7X?

Multigraphes enrichis par 1’espece des partitions

T2

10522 + 19623 + 49z*

167322 + 1156423 + 131812* + 41162° + 34325

2813322 + 56663623 + 164399924 + 1407672x° + 4534464° + 5762427 + 240128

G | > | W [N

49676922 + 26784380z + 168588665x* + 298710468z + 2070804195
+6511512027 4+ 977207022 + 67228027 + 16807x'°




5.1.2 Suites d’entiers (wj(1))r>0

Nous avons vu dans le corollaire 4.2.1 que wj (1) = wj(x) représente

total de (R, A)-multigraphes avec sommets non étiquetés et non isolés et avec k liens

étiquetés. Pour terminer cette section, nous présentons les suites (wj(1))x>0 obtenues

=1

pour différentes valeurs de R et de A.

Tableau 5.11 wj (1) pour R(Y) = E(Y), R(y) = €Y

le nombre

Multigraphes ordinaires
Al a]e | (wi(1)k>o
0(011]11,3,16,139,1750,29388,624889,16255738,504717929,18353177160,
769917601384,...
110]1]1,2966,712,10457,198091,4659138,132315780,4441561814,
173290498279,7751828612725,...
1110/ 1,2,15,203,4140,115975,4213597,190899322,10480142147,682076806159,
51724158235372,4506715738447323,...
0|1]0]1,1,7,87,1657,43833,1515903,65766991,3473600465,218310229201,
16035686850327,1356791248984295,...

Voici les premiers multigraphes associés a la premiere suite du tableau 5.11.

w

{8

AA&&%%

OO0

A1 mm@ i@ i@?ﬁi

3

16

Figure 5.1 Enumération des multigraphes ordinaires pour £ =0, 1,2, 3.
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Tableau 5.12 wi(1) pour R(Y)=1+Y, R(y) =1+y

Graphes ordinaires

(’U’Z(l))kzo

1,1,2,9,70,794,12055,233238,5556725,158931613,5350854707,
208746406117, ...

1,2,7,43,403,5245,89132,1898630,49209846,1517275859,54669946851,
2269075206395,...

1,2,13,162,3075,80978,2784067,119971162,6289972169,392257225754,
28582571639293,2398695602082442,...

1,1,6,68,1206,29982,981476,40515568,2044492988,123175320988,
8697475219688,709097832452880,...

Tableau 5.13 wj (1) pour R(Y) = L(Y), R(y) = le

Multigraphes L-enrichis

(’U’Z(l))kzo

1,1,4,27,274,3874,71995,1682448,47840813,1615315141,63566 760077,
2873099980637,...

1,2,11,97,1219,20385,433022,11296844,352866598,12938878499,
548257129281,26503637228615,...

1,2,17,252,5535,165278,6355147,303080956,17440307953,1185613611362,
93640428880873,8476453909912332,...

1,1,8,110,2262,63822,2335856,106643980,5901564892,387251339836,
29612207398688,2601877956513640,...
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Tableau 5.14 wj (1) pour R(Y) =1+ C(Y), R(y) =1 —log(l —y)

Multigraphes cycliquement enrichis

(wZ(l))kZO

1,1,3,17,152,1933,32608,695657,18148533,564860131,20581455139,
864802010595,...

1,2,9,68,750,11178,213895,5068102,144746329,4880572564,191104219619,
8573780527428,...

1,2,15,205,4202,118096,4300364,195155304,10727473182,698874420944,
53040545101942,4624423933685370. ...

1,1,7,88,1686,44746,1550780,67381560,3562868722,224113484498,
16473080538422, 1394549071911392,...

Tableau 5.15 wj (1) pour R(Y) = B(Y), R(y) = R 3;4"/

Multigraphes enrichis par des arborescences binaires

(w;;(l))kzo

1,1,6,63,958,19254,484735,14759358,530271461,22073719357,
1049789517047,56406216212727,...

1,2,15,187,3283,74825,2109272,71217488,2815154006,128079232835,
6618682431711, 384397221347345,...

1,2,21,378,9819,338978,14802427,790660090,50405704473,3763429394138,
324142520562853,31809195929392082,...

1,1,10,170,4182,137262,5721356,292803772,17946811644,1292298341980,
107643364177688,10240855765623320, ...
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Tableau 5.16 w} (1) pour R(Y) =Par(Y), R(y) = e !

Multigraphes enrichis par des partitions

(’U’Z(l))kzo

1,1,4,26,257,3586,66207,1540693,43659615,1469677309,57681784820,
2601121752854,...

1,2,11,95,1173,19364,407447,10552664,327719713,119600021230,
504784756672,24321086122048,...

1,2,17,250,5465,162677,6241059,297132409,17075153860,1159545515804,
91501467848088,8276847825732141,...

1,1,8,109,2229,62684,2289151,104344153,5767234550,378073098155,
28888082263581,2536660090249102,...

Tableau 5.17 wj (1) pour R(Y)=Der(Y), R(y) = {=;

Multigraphes enrichis par des dérangements

(wZ(l))kzo

1,0,1,2,15,84,750,6852,79639,1006184,14875218,241078100,
4392257716,87279581232,...

1,0,2,4,39,228,2400,23616,307692,4197408,67658769,1174316570,
22916090131, 482946085932,...

1,0,2,4,57,348,5235,57930,1037540,16842496,363889755,7792175070,
201054289293, 5345844537876,...

1,0,1,2,27,164,2335,25458,437241,6965112,145640817,305 7675290,

76814951587, 2003471245164,...
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Tableau 5.18 w (1) pour R(Y) = P(Y), R(y) = e%

Multigraphes enrichis par ’espece des parties

(wZ(l))kzo

1,2,12,128,2224,56000,1880832,79985792,4161468928,258415579648,
18793653411840,...

1,4,36,528,11392,334624,12677824,596369664,33872839680,2274079648768,
177449470237696....

1,4,60,1624,66240,3711200,269670208,24435113216,2682916389632,
349223324753408,52965538033020928,...

1,2,28,696,26512,1402656,97017792,8418174848,889241719040,
111774837350912,16420543334734848,...

Tableau 5.19 wj (1) pour R(Y) = Ep,ir, R(y) = cosh(y)

Multigraphes enrichis par ’espéce des ensembles pairs

(U’Z(l))kzo

1,0,1,0,7,0,166,0,9367,0,991186,0,171380452,0,44509993711,0,
16385216984962,0,...

1,0,2,0,23,0,752,0,51788,0,6322577,0,1226582843,0,351300803492,0,
140872938680588,0, ...

1,0,2,0,41,0,2627,0,357716,0,86570987,0,33355085381,0,19002804068432,0,
15177169622020811,0,...

1,0,1,0,19,0,1111,0,141289,0,32283361,0,11841596779,0,6461678187511,0,
4966364015391889,0,...




Tableau 5.20 wj (1) pour R(Y) = Eimpair, R(y) = 1 + sinh(y)

Multigraphes enrichis par ’espece des ensembles impairs

95

a | €

(’U’Z(l))kzo

1

1,1,2,10,78,885,13487,261848,6255453,179297990,6046 396379,

236175330388,...

1,2,7,45,431,5677,97304,2086120,54337094,1681862711,60786960947,

2529205845825,...

1,2,13,164,3127,82600,2845775,122820136,6446913953,402413160952,

29343933156485,235446319553848087,...

1,1,6,69,1230,30663,1005692,41571127,2099861244,126607647073,

8945129371976, 729628409684925,...

Tableau 5.21 w,’;(l) pour R(Y) = Em0d3(Y)7 R(y) = %ey + %@_T COS(@)

Y

Multigraphes enrichis par ’espéce des ensembles mod 3

Al a e | (wip(1))k=0

0 11 1,0,0,1,0,0,21,0,0,2689,0,0,1162525,0,0,1213162861,0,0,
2531581232565,0,0,...

1,01} 1,0,0,2,0,0,72,0,0,12630,0,0,6608296,0,0,7926336602,0,0,
18527530189240,0,0,...

1,101 1,0,0,2,0,0,132,0,0,46454,0,0,48860748,0,0,117834107302,0,0,
554073633956884,0,0,...

0({1]0]100,1,0,0,61,0,0,19545,0,0,19204813,0,0,43724593641,0,0,
195751661906589,0,0,...




Tableau 5.23 wj(l) powr R(Y) = Emoas(Y), Rly) = Le¥ + Le’ cos(

1
3€

Tableau 5.22 wj (1) pour R(Y) = Emeasa(Y), R(y) = %ey 4 %cos(y) + ie—y

Multigraphes enrichis par ’espéece des ensembles mod 4

Al a e | (wi(l)ko

0|10]1] 10,0,0,1,0,0,0,71,0,0,0,52966,0,0,0,188004311,0,0,0,
2072901801106,0,0,0,...

1701(1]1,00,0,2,0,0,0,247,0,0,0,251792,0,0,0,1078360012,0,0,0,
13649358704657,0,0,0,...

1(11}0]1,0,0,0,2,0,0,0,457,0,0,0,941987,0,0,0,8153027092,0,0,0,
208426400639147,0,0,0,...

0|1]0] 1,0,0,0,1,0,0,0,211,0,0,0,395671,0,0,0,3199595881,0,0,0,

7721895343841,0,0,0,...

2 cos(@) +teY

Multigraphes enrichis par ’espéce des ensembles mod 6

A

£

(U’Z(l))kzo

1

1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,925,0,0,0,0,0,25766833,0,0,0,0,0,...

o
0
0

1

1,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,3236,0,0,0,0,0,123060758,0,0,0,0,0....

1,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,6008,0,0,0,0,0,463376006,0,0,0,0,0,...

1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,2773,0,0,0,0,0,194513593,0,0,0,0,0,...

)

Y
2
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Tableau 5.24 wj(1) pour R(Y) = E*, R(y) =2¢¥ — (1 +y)

Multigraphes enrichis par ’espéce des ensembles orientés

€ (’U’Z(l))kzo

1| 1,1,4,23,220,3016,55011,1265824,35496711,1183686987,46072834777,...

11 1,2,11,89,1063,17099,352700,8987170,275303298,9930027149,
414883314611,...

0| 1,2,17,244,5283,156092,5954547,282221828,16159327961,1094056231572,
86116276633357,...

0 | 1,1,8,106,2144,59844,2173450,98648246,5433864078,355229741266,
27080154837658,...

2
Yy

Tableau 5.25 wj (1) pour R(Y) =Inv, R(y) = e¥"%

Multigraphes enrichis par ’espece des involutions

€ (’U’Z(l))kzo

1| 1,1,4,25,244,3380,62133,1440382,40673705,1364815169,53415511305,...

111,2,11,93,1135,18567,387976,9991794,308837454,11225560583,
472141867849,...

01 1,2,17,248,5403,160420,6142567,291996934,16759322733,1136940595762,
89641455771637,...

01 1,1,8,108,2200,61708,2249268,102377404,5651999688,370171228504,
28262385542832,...




Tableau 5.26 w (1) pour R(Y) =G, R(y) = 3,5, 2(3) &

n!
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Multigraphes enrichis par 1’espece des graphes simples

(wZ(l))kZO

1,1,4,29,330,5438,128211,4808964,378829853,77137284917,
36854103598061, 36864364745783295, ...

1,2,11,101,1355,24733,597686,19975138,1157593462,177427216131,
76854836746273,75062022205128613,...

1,2,17,256,5719,173446,6768075,328288840,19468007553,145808001 7522,
183476204746761,87209577493989776,...

1,1,8,112,2350,67526,2514688,117239888,6756599164,509020241244,
72817721736544,41583904069469312,...

Tableau 5.27 wj (1) pour R(Y') = G,, R(y) =D ,~0 on? y"

n!

Multigraphes enrichis par ’espece des graphes orientés

(01

€

(’U’Z(l))kzo

1

1,2,24,776,79840,35397440,69619053504,564929183555840),
18464894708236907776,2418517115222622481308160,...

1,4,60,2040,188080,74164384,140677401088,1132868741554944,
36957109369822385664,4838033391155896811513344,...

1,4,84,3568,305712,87782720,144600947392,1139235294403328,
37012349010095737088,4840037457225169875031040,...

1,2,40,1632,140128,42396096,71916221184,569069398642688,
18501543711357418496, 2419851465592233142433792,...
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n

Tableau 5.28 wj (1) pour R(Y) =End(Y), R(y) = ano n”i/l—,

Multigraphes enrichis par ’espéce des endofonctions

(wZ(l))kZO

1,1,6,60,854,16029,378871,10926690,375538541,15097900582,
699359781567, 36859422340308,...

1,2,15,181,3039,66065,1779764,57667098,2198654278,96987734231,
4883685562991,277612787114231,...

1,2,21,372,9503,323528,13976119,740471952,46918236113,3486842393336,
299252510858253,29285226572514608...

1,1,10,167,4030,130187,5362052,272062457,16573460092,1188168923929,
98653699675128,9363400084014583,...

Tableau 5.29 wj(1) pour R(Y) = A(Y), R(y) = 3,5, n" 4

n!

Multigraphes enrichis par 1’espece des arborescences

(wZ(l))kZO

1,1,4,30,338,5169,101251,2446806,71043973,2429762734,96364601877,
4375603494478,...

1,2,11,103,1383,24505,545354,14751666,473719878,17740486031,
763890459761,37384489903461....

1,2,17,258,5771,174528,6770119,324895980,18781627193,1281239711000,
101465766593553,9204346831406488, ...

1,1,8,113,2374,67927,2508632,115219211,6402538044,42137859873,
32293353537408,2842256451820073, ...
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Tableau 5.30 wj (1) pour R(Y) = a(Y), R(y) =>,,>1 24"

n!

Multigraphes enrichis par ’espéce des arbres
Al ee | (wi(1)k>o
0(0]|1]1,1,3,18,170,2244,38686,834594,21874433,681399298,24797467947,
1039645748808,...
1(0]1]1,29,70,798,12230,238979,5746740,165778237,5626476014,
221330040771,9950747684006,...
1110/ 1,215,207,4274,120698,4408714,200482089,11035845002,719691942986,
54661283926338,4768412660292713,...
0(1]0]1,1,7,89,1720,45887,1595192,69438623,3675895762,231400961167,
17017734251838,1441193215057543,...

5.2 Suites particulieres

Dans la section précédente, plusieurs suites ont été obtenues. Il est intéressant de se
demander si ces suites sont nouvelles, et si elles existent déja, il est pertinent de voir le

lien entre notre structure et I'autre structure décrite par la méme suite.

Suite a des vérifications dans la version électronique de ’encyclopédie des suites d’entiers
de Sloane et Plouffe (Sloane et Plouffe, 2004), nous avons trouvé que parmi toutes les
suites (wj,(1))r>0 obtenues pour les différentes valeurs de R et A trouvées dans la section
précédente, seulement 5 étaient déja connues. La présente section est consacrée a 1’étude
des liens unissant les multigraphes correspondant aux suites déja répertoriées aux autres

structures décrites par les mémes suites d’entiers.
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5.2.1 Multigraphes ordinaires sans arcs ni boucles et revétements

La premiere suite déja connue est celle dénombrant les multigraphes ordinaires, pour

A=a=0et e =1 (sans arc ni boucle):
1,1,3,16,139, 1750, 29388, 624889, 16255738, ...

Cette suite correspond & la suite 4020554 de la base de données de I'encyclopédie des
suites d’entiers. Elle dénombre aussi les birevétements d’un ensemble a n sommets.
Cette suite a été introduite pour la premiére fois par Comtet en 1968 (Comtet, 1968).
Un birevétement d’un ensemble U est défini comme un multiensemble de sous-ensembles
non vides (qui peuvent donc se répéter), tel que tout élément de U appartient a exacte-
ment deux sous-ensembles du multiensemble. On peut faire une bijection entre les
birevétements de U et les multigraphes ordinaires sans sommet isolé et sans arc ni
boucle ou les arétes sont étiquetées par les éléments de ’ensemble U. L’exemple qui

suit illustre clairement cette bijection.

Exemple Soit le multigraphe ordinaire suivant, ou les arétes sont étiquetées sur

lensemble U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

On obtient directement le birevétement correspondant en supprimant les arétes du
multigraphe et en associant & chaque sommet, I’ensemble contenant toutes les étiquettes
des arétes qui lui sont incidentes. Ainsi, on obtient le multiensemble qui est représenté

graphiquement a la page suivante.
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Récemment, cette suite a soulevé quelques questions lorsque Deutsch (Deutsch, mai
2004) a remarqué que cette suite était différente de celle trouvée par Comtet (Comtet,
1968) en 1968 que d’une seule valeur. Labelle a ensuite trouvée la bijection que nous
venons tout juste de voir entre les birevétements de Comtet et les multigraphes ordi-
naires. Ainsi, Deutsch et Labelle ont pu constater qu'une erreur s’était glissée dans une

publication datant de plus de trente ans.

5.2.2 Multigraphes orientés avec boucles et B(2n)

La deuxieme suite déja connue est celle dénombrant les multigraphes orientés pour

A =a=1et e =0 (avec boucles, sans aréte):

1,2,15,203,4140, 115975, 4213597, 190899322, 1040142147, ...

Cette suite correspond & la suite 4020557 de la base de données de I'encyclopédie des
suites d’entiers. On a que wj (1) = B(2k), out B(2k) est le 2k-ieme nombre de Bell. La
bijection entre les nombres de Bell de la forme B(2k) et les multigraphes orientés avec

boucles est assez simple.

D’abord, rappelons que le n-ieme nombre de Bell est défini comme étant le nombre de
partitions de [n]. On peut aussi voir le n-iéme nombre de Bell comme étant le nombre

de facons de placer n boules distinctes dans n boites identiques potentiellement vides.

Afin de voir la bijection entre les nombres de Bell B(2k) et les multigraphes orientés

avec boucles ayant exactement k arcs, on doit considérer les n sommets non étiquetés du
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multigraphe comme étant n des 2k boites indifférentiables. Puisqu’aucun sommet n’est
isolé, on a nécessairement que n < 2k. Les (2k —n + 1) autres boites seront considérées
comme étant vides. De plus, les k arcs étiquetés peuvent étre vus comme 2k objets
distincts: en effet, les étiquettes distinguent les différents arcs, et en plus, chaque arc

peut étre vu comme 2 objets, en considérant ’orientation de l’arc.

Voici un exemple qui illustre bien comment on passe d’un multigraphe orienté avec

boucles a k liens & une partition de [2k].

Exemple Soit le multigraphe orienté avec boucles suivant.

Voici la partition de 22 obtenue & partir de ce multigraphe a 11 arcs.

4-8+, 5-,6+,8-, @
9+10- 9-,10+

Notons qu’ici, nous adoptons comme convention d’écrire m—+ si I’arc d’étiquette m est

sortant et m— si l'arc est entrant.



104
5.2.3 Multigraphes orientés sans boucle et nombres de Bell généralisés

La troisieme suite déja connue est celle dénombrant les multigraphes orientés pour

A=¢ec=0et a =1 (avec arcs seulement):
1,1,7,87,1657,43833, 1515903, 65766991, 3473600465, ...
Cette suite correspond & la suite 4020556 de la base de données de I'encyclopédie des

suites d’entiers. Elle correspond a la suite d’entiers des nombres de Bell généralisés

(Blasiak, Penson et Solomon, 2003).

Les nombres de Bell généralisés, notés B, s(n), sont définis par

ns
Br,s (n) = Z Sr,s(na k)u
k=s

ou S, s(n, k) désigne les nombres de Stirling de deuxieme sorte généralisés. La suite qui
nous intéresse dans cette sous-section correspond aux nombres de Bell généralisés, ou
r =2 et s = 2. Le tableau 5.31 présente le triangle des nombres de Stirling généralisés

pour r =2 et s =2.

Tableau 5.31 Nombres de Bell et nombres de Stirling généralisés

n\k | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Bya(n)
1 1 1
2 | 2 4 1 7
3 | 4 32 38 12 1 87
4 | 8 208 625 576 188 24 1 1657
5 |16 1280 9080 16944 12052 3840 580 40 1 43833

On peut interpréter combinatoirement Ss2(n, k) comme étant le nombre de fagons de
placer dans k boites identiques les n paires distinctes de boules {a1, 1}, ..., {an, Bn}
de facon & ce qu’aucune boite ne soit vide et que pour tout 7, les boules «; et 3; ne

soient dans la méme boite. Ainsi, le nombre de Bell généralisé By 2(n) peut s’interpréter
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combinatoirement comme le nombre de facons de placer dans au plus 2n boites distinctes
potentiellement vides les n paires distinctes de boules {ay, 1}, ..., {an, Bn} de facon a

ce que pour tout ¢, les boules «; et §; ne soient dans la méme boite.

Cette interprétation combinatoire permet de faire une bijection entre le nombres de
Bell généralisés et les multigraphes orientés, sans boucle, ni aréte. En effet, de facon
semblable & la bijection vue dans la section précédente, on peut voir les sommets du
multigraphe orienté comme étant des boites indistinguables, et chacun des arcs comme
étant un couple de deux objets différentiables. La seule différence avec la bijection
vue précédemment réside au niveau de I’absence de boucle dans le multigraphe. Cette
absence implique la contrainte de ne pas placer deux objets du méme couple dans la

méme boite.

Nous ne ferons pas d’exemple de cette bijection puisqu’elle est similaire & la précédente.

5.2.4 Graphes simples et groupe de permutations oligomorphiques

Une autre suite déja connue est celle dénombrant les graphes simples, pour A = a« =0

et € = 1 (sans arc ni boucle):

1,1,2,9,70,794, 12055, 233238, 5556725, 158931613, ...

Cette suite correspond a la suite A014500 de la base de données de 'encyclopédie des
suites d’entiers. Elle décrit le nombre de groupes de permutations oligomorphiques
(Cameron, 2000). Un groupe de permutations sur un ensemble infini est dit oligomor-
phique si son extension aux n-tuplets ordonnés possede un nombre fini d’orbites pour

tout entier positif n.”

Nous n’avons pas trouvé de bijection reliant les permutations oligomorphiques d’un
groupe aux graphes simples. Par contre, on peut voir une bijection entre le nombre
de graphes simples sur k arétes étiquetées et le nombre de fagons de placer 2k objets

{ai1, a1, ..., ok, ar } dans au plus 2k boites de fagon a ce que chaque objet et son double ne
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soit pas dans la méme boite et que deux boites n’aient pas plus d’un objet en commun.

Par exemple, soit le graphe simple suivant & 7 arétes.

Au graphe simple ci-haut, on peut associer les sous-ensembles de {1,1,2,2,...,7,7}

représentés graphiquement ci-bas.

5.2.5 Multigraphes ordinaires avec boucles et factorisation de (p,)*

La derniere suite connue parmi toutes celles présentées dans la section précédente est
celle dénombrant les multigraphes ordinaires, pour A = ¢ = 1 et = 0 (sans arc, mais

avec boucles):

1,2,9,66,712, 10457, 198091, 4659138, 132315780, ...

Cette suite correspond & la suite 4020555 de la base de données de I'encyclopédie des

suites d’entiers. Selon cette encyclopédie, cette suite correspondrait au nombre d’états
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génétiquement distincts parmi n individus, ou encore, elle correspondrait au nombre de
factorisations de (p,)?. Malheureusement, les références étaient manquantes & ce sujet

et nous n’avons pas pu faire la bijection avec les multigraphes avec arétes et boucles.

Par contre, tout comme pour la sous-section précédente, nous pouvons donner une
interprétation combinatoire & cette suite de nombres et faire une bijection avec les
multigraphes sur k arétes et boucles étiquetées. En effet, le nombre de multigraphes sur
k arétes et boucles étiquetées peut étre vu comme le nombre de fagons de placer 2k objets
{ag, a1, a9, ag, ..., a, ar } dans au plus 2k boites. Remarquons que la permission d’avoir
des boucles dans ces multigraphes enléve la restriction que les deux objets identiques ne
soient pas dans la méme boite et la permission d’avoir plus d’une aréte entre le méme

couple de sommets nous permet que deux boites aient plus d’un objet en commun.

Puisque cette bijection ressemble a celle présentée dans la sous-section précédente, nous

ne ferons pas d’exemple.



CONCLUSION

Le but de ce travail était de trouver une facon d’effectuer le dénombrement des multi-
graphes enrichis par différentes especes de structures. Pour ce faire, nous devions
préalablement définir plusieurs notions. Ainsi, le premier chapitre était consacré a
I'introduction & la théorie des especes. Le deuxiéme chapitre introduisait les définitions
d’espéce multisorte, d’espece pondérée, et finalement, la définition d’espéce multisorte
pondérée. Les especes multisortes pondérées ont ensuite été utilisées dans le troisiéme
chapitre, puisque nous y avons défini les multigraphes enrichis sur deux sortes, la sorte
des sommets et la sorte des arétes, ot ’on associait a chaque aréte non étiquetée un
poids, et & chaque sommet non étiqueté un autre poids. Nous avons ensuite constaté que
le dénombrement de multigraphes enrichis ou seules les arétes sont étiquetées est tres
difficile. Nous avons explicité les deux formules effectuant ce dénombrement que Labelle
avait présentées dans son article publié en 2000. Puis, pour la bonne compréhension du

lecteur, nous avons donné quelques exemples d’application de ces formules.

En utilisant le logiciel de calcul formel Maple, nous avons terminé ce travail en présentant
divers résultats obtenus sous forme de tableaux. Ainsi, nous avons obtenu différentes
suites d’entiers qui, pour la plupart, n’étaient pas répertoriées dans la base de données
des suites d’entiers de Sloane-Plouffe Encyclopedia of Integer Sequences. Nous avons
pu aussi constater 1'utilisation potentielle de nos résultats avec I'exemple de la suite de

Comtet.

Dans ce mémoire, nous avons trouvé une expression récursive pour exprimer le nombre
de permutations de [p] sans cycle de longueur inférieure & 3 et nous en avons fait la

preuve de facon combinatoire et analytique. Par contre, nous n’avons pas réussi a

k

trouver une interprétation combinatoire pour la formule de |[n

ﬂ . Cette expression nous
R

indique le nombre de multigraphes enrichis sans sommets isolés, ot il y a exactement n
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sommets non étiquetés et k arétes, arcs et boucles étiquetés. Si nous avions trouvé une
interprétation combinatoire pour cette formule, nous aurions ainsi pu avoir une belle
preuve combinatoire peut-étre beaucoup plus simple que la preuve analytique que nous
avons faite. De plus, nous avons noté w; ; une expression qui revenait souvent dans les

calculs.

Soulignons qu’il serait aussi intéressant d’étudier les multigraphes enrichis ou différents
types de poids seraient ajoutés aux sommets. Par exemple, un sommet v ayant s arétes
sortantes, e arétes entrantes et n arétes neutres, pourrait avoir le poids w(u) = %1% ¢",
et le poids d’un multigraphe enrichi M pourrait étre w(M) = Il,cyw(u). Le poids
d’un multigraphe enrichi nous donnerait alors directement le nombre d’arcs entrant, le
nombre d’arcs sortants, ainsi que le nombre d’arétes. Nous aurions ainsi beaucoup plus

d’informations au sujet de la structure des multigraphes.

Pour terminer, mentionnons qu’il serait pertinent de connaitre le cout en temps des deux

formules énumératives. Nous pourrions ainsi comparer 'efficacité des deux formules.



APPENDICE A

TABLES DES PREMIERES VALEURS DE ¢, ET DE w;

Tableau A.1 ¢, pour 0 <p < 24

c_1 = 0
co = 1
c1 = 0
cy = 0
c3 = 2
cq4 = 6
cs = 24
cg = 160
cr = 1140
cg = 8988
c9 = 80864
c10 = 809856
c11 = 8907480
c12 = 106877320
c13 = 1389428832
c14 = 19452141696
c15 = 291781655984
c16 = 4668504894480
c17 = 79364592318720
c18 = 1428562679845888
c19 = 27142690734936864
c20 = 542853814536802656
c21 = 11399930109077490560
c22 = 250798462399300784640
€23 = 5768364635100620089152
c24 =  138440751242507472273856




Tableau A.2 ¢, pour 25 < p < 55

C25 =
C26 =
C27 =
€28 =
C29 =
€30 =
Cc31 =
Cc32 =
33 =
C34 =
€35 =
C36 =
Cc37 =
€38 =
€39 =
C40 =

Cq1 =

€43 =
C44 =
C45 =
C46 =
C47 =

C48 =

c50 =
c51 =
C52 =
C53 =

C54 =

C55

3461018781064593367693824

89986488307675206245836800

2429635184307185219369763200

68029785160601345467104670848

1972863769657440129000783404544

59185913089723198139150966450176

1834763305781419114730910057143040
58712425785005411876628940337660160
1937510050905178592606163849523699712
65875341730776072141159248054625140736
2305636960577162524924992104916109484544
83002930580777850897576058652997034616320
3071108431488780483210598764056720923514880
116702120396573658361992243753846932003463168
4551382695466372676117697201112297246802146304
182055307818654907044708298211711653033932758016
7464267620564851188833039828724467335282712862720
313499240063723749930987656387527328231346747310080
13480467322740121247032469257796715252240995596326912
593140562200565334869428648015935143853883390072129536
26691325299025440069124289158586348034584577209084370944
1227800963755170243179717301266823157755743145689523978240
57706645296493001429446713159666851004541723319167411138560
2769918974231664068613442231665205681664232851926908733493248
135726029737351539362058669351587825763780133429167185302585344
6786301486867576968102933467579339895987908671275873830824574976
346101375830246425373249606846546748719472804051014617938287206400
17997271543172814119408979556020433140390752346846121837374240153600
953855391788159148328675916469082932704479055832221952942807260823552
51508191156560594009748499489330478272808257007072359793006704364486656
2832950513610832670536167471913176306379444211598581029520927111001882624

111
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3961 + D0SE + Y07 | 2961 + V0SE + YOZ | F76T + VOSE + Y07 | 66T + VOSE + Y07 | 2261 + ©OSE + YOG | 2T6T + DOSE + Y07 | 06T + 008E + Y07 || 07
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3607 + D0SE + Y07 | 2207 + V0SE + Y07 | 210G + V0SE + Y07 | 2003 + ©OSE + Y07 | 266T + ©OSE + Y07 | 86T + DOSE + Y07 | 26T + 008E + Y07 || 07
V8T + VTS + X6T | 68T + VEE + 6T | 38T + VGIE + 6T | TST + VTE + X6T | 08T + 0TvE + X6T | 61T + 0ghe + Y61 | 28LT + 0gre + Y61 || 61
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APPENDICE B

QUELQUES PROGRAMMES MAPLE

Programme 1: Calcul non récursif de c,

>

>

>

>

>

>

cp:= proc(p)
local expr, co:
if p=-1 then 0:
else p!*coeff(series(exp(-(x+x**2/2)) /(1-x),x=0,p+1),x,p);
fi:

end:

Programme 2: Calcul récursif de c,

>

>

>
>
>
>
>
>

cp:= proc(p)
local c,i:
c[0]:= 1: ¢[1]:= 0: ¢[2]:= O:
for i from 1 to p do
clil:= (i-1)*c[i-1]+(i-1)*(i-2)*c[i-3];
od:
c[pl;

end:
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Programme 3: Calcul de [[ﬁ}]R
> kn:= proc(k,n,r,alpha,epsilon,lambda)
> local i, j, p, val,expr:

val:=0:

for i from 0 to n do

for j from 0 to n do

for p from 0 to n do

>
>
>
>
> if (i+2*j+p=n) then
> if p>0 then
> val:= val + rk(k,omega(i,j,alpha,epsilon,lambda),r)*
(cp(p)/pl-cp(p-1)/(p-1)!)/ (iF2%%jj!);
elif p=0 then
val:= val 4 rk(k,omega(i,j,alpha,epsilon,Jambda),r)*(cp(p) /p!) / (i1*2**j*j!):
fi:
fi:

>

>

>

>

> od:
> od:
>  od:
> val;

>

end:

Programme 4: Calcul de w;;
> omega:= proc(i,j,alpha,epsilon,Jambda)
> lambda*i +(2*alpha+epsilon)*i*(i-1)/2 + epsilon*;:

> end:
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Programmes 5: Calcul de ri(t)
> rk:= proc (k,t,r)
> coeff(series(r**t,y,2%k),y,k):

> end:

Programme 6: Calcul non récursif de wj (x)
> wstar:= proc(k,r,alpha,epsilon, lambda)
> sum(kn(k,n,r,alpha,epsilon,Jambda)*x**n, n=0..2%k):

> end:

Programme 7: Calcul des suites (wy (1))k>0
> suite:= proc(kmax,r,alpha,epsilon,Jambda)

> local val, i

> val= [

> for i from 0 to kmax do

> val:= [op(val),subs(x=1,wstar(i,r,alpha,epsilon,lambda))]:
>  od:

> val;

> end;

Programme 8: Calcul de la série génératrice de ’espece des ensembles mod
k

>serieGen:= proc(k)

> evalc(sum(exp(1)** (( exp(1)**(2*Pi*I/k) ) **j *y) ,j=0..k-1))/k;

> end:
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Programme 9: Calcul récursif de wj(z)

> calcule := proc(oriente, boucles)

>

V V. V vV V vV V V V V V V V V V

local a, b, c, sR, eR, rho, sigma, k;
global R, kmax, x, y, qStar, h ;
sR := expand(series(R/diff(R,y), y, kmax+1)):
eR := expand(series(exp(x**2*(R-1)/2), y, kmax+1)):
for k from 0 to kmax do
rho[k] := k!*coeff(sR, y, k);
sigmalk] := k!*coeff(eR, y, k)
od:
if not oriente and not boucles then a := x**2/2: b := x**2: ¢ := x**2/2
elif not oriente and boucles then a := (x**242*x)/2: b 1= x**24x: ¢ := x**2/2
elif oriente and not boucles then a := x**2: b := 2*x**2: ¢ := x**2

elif oriente and boucles then a := x**2+x: b := 2*x**2+x: ¢ 1= x**2

for k from 0 to kmax-1 do

hlk+1] := expand((a*h[k]+b*diff(h[k],x)+c*diff(h[k],x,x) -

sum(’binomial(k,i)*rho[i]*h[k+1-i]’,'i’=1..k)) /rho[0])

vV V. V VvV V V V V V V

od;
if not oriente then
for k from 0 to kmax do
gStar[k] := expand(sum(’binomial(k,i)*sigma[i]*h[k-i]’,’i’=0..k))
od
else;
for k from 0 to kmax do
gStar[k] := h[k]
od;
fi;
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> end:

Programme 10: Affichage des polynémes wj obtenus par la procédure Cal-
cule

> poids := proc(oriente, boucles)

> local k;

> global x;

> calcule(oriente, boucles):

> for k from 0 to kmax do

> print(series(qStar[k], x, 2*kmax+1))
>  od;

>

end:

Programme 11: Affichage des suites de nombres (wj(1))r>o obtenues par la
procédure Calcule

> nombres :=proc(oriente, boucles)

> local k;

> global x;

> calcule(oriente, boucles):

> seq(subs(x=1, gStar[k]), k=0..kmax)

> end:
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