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Ausfliige in die Welt der
kombinatorischen Zahlen






It doesn’t mean a thing if it ain’t got that swing.

— Louis Armstrong

Numero deus impari gaudet!

— Gottfried Wilhelm Leibniz



STICHWORTE

2000 Mathematics Subject Classification. Primary o5A10; Secondary 33Cz20.

Keywords. Factorial function, Swinging factorial, Gamma function, Era-
tosthenes’ factorial, Binomial coefficient, Least common multiple, Cata-
lan numbers, Louisa numbers, Combinatorial pyramids, Swinging orbi-
tals, Bertrand’s postulate, Alhacen-Lagrange theorem, Riemann hypothe-
ses, Hypergeometric series, Reed-Dawson identity, Orbital lattice, Omega
numbers, Chebychev 1 function.

vi



VORWORT

Unsere kleine Abhandlung kreist um drei Funktionen:
¢ die schwingende Fakultit,
e die Louisa-Zahlen,
¢ die Catalan-Funktion.

Die schwingende Fakultit ist die kleine Schwester der eulerschen Fa-
kultat, eine leichtgewichtige und kurvenreiche Funktion ni, welche, im
Gegensatz zur monotonen Fakultét, die angenehme Eigenschaft besitzt,
auch auf der negativen Achse nur endliche Werte anzunehmen. Eng ver-
wandt ist die schwingende Fakultit mit dem mittleren und dem zen-
tralen Binomialkoeffizienten: doch wihrend sich diese beiden noch mit-
einander streiten, wer denn nun wirklich in der Mitte des binomischen
Dreiecks Platz nehmen darf, ist die schwingende Fakultit die lachende
Dritte, welche die guten Eigenschaften der beiden Rivalinnen nicht nur
vereint, sondern tibertrifft, wie wir sehen werden.

Die zahlentheoretischen Eigenschaften der schwingenden Fakultét las-
sen sie in ein Verhiltnis treten zu dem kleinsten gemeinsamen Vielfa-
chen der ersten n natiirlichen Zahlen, lemn = lem{1,2,..,n}, und die-
sem Verhiltnis entspringen die Louisa-Zahlen £(n) = lem(n)/n. In ih-
nen spiegeln sich die Wachstumseigenschaften der Primzahlen wider,
die Inklusion [n/3|! < £(n) < [n/2], giiltig fir n > 285, kann man
etwa als eine zum Primzahlsatz in seiner elementaren Form &dquivalente
Aussage ansehen. Tatsédchlich bilden die Wachstumseingenschaften der
Louisa-Zahlen die der Primzahlen so gut nach, dass sich mit ihnen eine
einfache, rein zahlentheoretische Version der riemannschen Hypothese
formulieren 14f3t.

Die schwingende Fakultat besitzt aber noch einen Zwillingsbruder, die
Catalan-Funktion E(x). (Auf dem Titelblatt sieht man eine Zeichnung die-
ser anmutigen Funktion in ihrem Anfangsbereich fiir x > 0.) Damit steht
die schwingende Fakultit auch im Mittelpunkt vieler kombinatorischer
Uberlegungen, denn die Sprechweise der einen Funktion 148t sich leicht
in die der anderen tiberfithren. Doch wéihrend die Catalan-Zahlen Cy,
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die Dycke-Pfade zéhlen, sind die schwingenden Zahlen n! begrifflich all-
gemeiner gehalten. Deswegen fiihren wir eine eigene kombinatorische
Sprechweise ein, die der Orbitale, welche, eingeschrankt auf die elevier-
ten Orbitale, im Fall eines geraden n den Dycke-Pfaden entsprechen.

An wen richtet sich das Buch? Jeder mathematisch Interessierte, der
mit den mathematischen Begriffen, wie sie aus den Vorlesungen des
Grundstudiums der Mathematik, der Informatik oder eines naturwissen-
schaftlichen oder technischen Studiums vertraut ist, kann diese Schrift
miihelos lesen. Erreichen mdochte ich in erster Linie Leser, die Freude
an der konkreten Mathematik haben, und diesen Begriff verstehe ich im
Sinne der Arbeiten von Leonhard Euler und Donald E. Knuth.

Ich gebe jetzt einen kurzen Uberblick tiber den Inhalt der Arbeit. Ent-
sprechend den drei Themenschwerpunkten ist die Arbeit gegliedert in
drei Teile — Analytik, Zahlentheorie und Kombinatorik — wobei die bei-
den spéteren Teile jeweils nur vom ersten Teil abhangen.

TEIL 1: Die schwingende Fakultat m2 :W ist, wie schon erwéahnt,

eine Cousine von (ZT'L‘) und (Ln]}z J)' Wer von diesen drei Schénheiten
aber auf den ersten Platz in der Konkurrenz kommt, stellt im ersten Ka-
pitel Satz 1 von Anfang an klar. Die Einfachheit der zahlentheoretischen
Darstellung gibt 1! den besonderen, systematischen Vorzug.

Danach suchen wir eine analytische Darstellung von n, welche giil-
tig fiir beliebige reelle oder komplexe Werte ist. Das Problem ist hier
die Interpretation der floor-Funktion. Wir lassen uns dabei von einer For-
mel von John Wallis leiten, die uns die geheimnisvolle Balance zwischen
dem geradem und ungeradem Fall erschliefit. So finden wir eine Fortset-
zung im Komplexen, die dhnlich wie die eulersche Fakultit eine einfache
Funktionalgleichung und Reflexionsgleichung besitzt. Integraldarstellun-
gen, die auf Eulers zweitem Integral basieren, runden die analytischen
Grundlagen ab.

Die logarithmische Ableitung der schwingenden Fakultit besitzt eine
Verbindung zu den alternierenden harmonischen Zahlen, die eine dhn-
liche Gestalt animmt, wie die Verbindung von monotoner Fakultdt zu
den harmonischen Zahlen. Besonders anschaulich werden die Sachver-
halte nach Einfithrung einer schwingenden harmonischen Funktion: Die
alternierenden harmonischen Zahlen sind genau die Schnittpunkte der
logarithmischen Ableitung der schwingenden Fakultdt mit der schwin-
genden harmonischen Funktion.

Als néchstes fithren wir die eratosthenische Fakultit ein und zeigen die
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aus der Identitdt von Legendre erwachsende Verbindung zur schwingen-
den Fakultat.

Das erste Kapitel schlieffen wir mit einem kurzen Hinweis auf die von
A. A. Markoff eingefiihrte Methode der Konvergenzbeschleunigung mit-
tels schwingender Reihen, besonders bei der Berechnung von Werten der
riemannschen Zetafunktion.

In Kapitel 2 geben wir eine gerade und einhiillende asymptotische
Entwicklung der schwingenden Fakultdt an und leiten daraus einfache
Schranken fiir den reellen Fall ab. Dabei greifen wir nicht auf die stirling-
sche Entwicklung zuriick, sondern verwenden eine asymptotische Ent-
wicklung, die von J. L. Fields angegeben wurde, und die zu wesentlich ef-
fizienteren Formeln fiihrt. Am Beispiel einer ,Taschenrechnerformel’ fiir
e
Eine zweite Demonstration der asymptotischen Formeln ist die Be-

) zeigen wir den Unterschied zu der konventionellen Form.

trachtung der alternierenden Summe des bindren Logarithmus. Sie fiihrt
uns auch zu einem Vorschlag, wie die alternierende Fakultit ins Komplexe
fortgefiihrt werden kann. Eine Betrachtung des Verhiltnis von Bernoulli-
Funktion (beziehungsweise Zetafunktion) zur schwingenden Fakultét be-
schliefst das zweite Kapitel.

Das 3. Kapitel widmet sich hypergeometrischen Darstellungen von x ¢ .
Insgesamt 14 solcher Darstellungen werden angegeben, der Grofiteil von
ihnen auch hergeleitet. Diese werden auf verschiedene Summen von bi-
nomischen Reihen angewendet, eine Variante der Legendre-Polynome
wird betrachtet und zwei Verallgemeinerungen der Reed-Dawson-Identi-
tat besprochen. Das Kapitel schliefit mit zwei Kettenbruchentwicklungen
der schwingenden Fakultit, welche auf hypergeometrischen Darstellun-
gen von Quotienten von Gammafunktionen und der gaufischen Ketten-
bruchentwicklung beruhen.

Im 4. Kapitel zeigen wir, dass die schwingende Fakultit die natiirliche
Basis einer einfachen Methode zur exakten Berechnungen des ganzzahli-
gen n! ist. Wir untersuchen die Zeitkomplexitét dieses Algorithmus und
stellen sie einer dhnlichen Methode von Arnold Schonhage gegentiber.
Vermutlich ist der vorgestellte Algorithmus unter den bekannten der ef-
fizienteste, was auch numerische Experimente nahelegen. Wieder ist es
wohl die besondere zahlentheoretische Einfachheit der schwingenden Fa-
kultét, die hier den Unterschied ausmacht.
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TEIL 2: Der zweite Teil der Arbeit ist Fragen aus der elementaren Zah-
lentheorie gewidmet. Eine zahlentheoretische Ungleichung wird gezeigt,
die das bertrandsche Postulat impliziert und einen einfachen Zugang zu
einer elementaren Form des Primzahlsatzes er6ffnet. Ein Primzahlenkri-
terium dhnlich dem Alhacen-Lagrange-Kriterium (vulgo: Satz von Wil-
son) wird gesucht, in welchem die schwingende Fakultdt die Rolle der
monotonen Fakultét tibernimmt. Doch dabei stellt sich heraus, dass die
Wieferich-Primzahlen hier zum Spielverderber werden, wie Ilan Vardi
(leider) hat zeigen konnen.

Dann adaptieren wir den Satz von Lucas fiir die Berechnung von n?
mod p, und geben eine Liste bekannter Kongruenzen der schwingenden
Fakultdt an, deren fritheste Eintrage auf Babbage (1819) und Gauf3 (1828)
zurlickgehen.

Am Ende des 5. Kapitel unterhalten wir uns noch mit zwei Vermu-
tungen, die hoffentlich auch den Leser herausfordern werden, und einer
Notation fiir natiirliche Zahlen, in welche eine Primzahlerkennung ein-
gebaut ist.

Im 6. Kapitel werden die Louisa-Zahlen eingefiihrt als eine zur schwin-
genden Fakultidt komplementire Funktion bezogen auf das kleinste ge-
meinsame Vielfache der ersten n nattirlichen Zahlen. Wir erhalten damit
eine genauso einfache, wie fundamentale Dualitét, die alle weiteren Uber-
legungen im zweiten Teil bestimmen werden, und die anscheinend noch
nie systematisch untersucht wurde.

Als erste Konsequenz dieser Dualitét fallt die Existenz von Zahlen auf,
die in dem gleichen Verhiltnis zu den Louisa-Zahlen stehen wie die mo-
notone Fakultédt zur schwingenden Fakultit. Ich habe diese Zahlen daher
Cofakultiit genannt, aber nicht weiter untersucht.

Das besondere Interesse gilt, wie schon oben einfithrend erwahnt, den
Schranken der Louisa-Zahlen. Einfache Schranken der Louisa-Zahlen,
die einer qualitativen Fassung des Primzahlsatzes entsprechen, werden
hergeleitet. Dabei erweist sich die Teilbarkeitsbeziehung £(n) | lem [n/2]
als grundlegend fiir einen divide-and-conquer Zugang zur Berechnung der
oberen Schranken.

Ist die Fruchtbarkeit der Zerlegung von lem n in das Paar n2 und £(n)
erst einmal erkannt, so liegt es nahe, diesen Zugang auszubauen. Dies
wird in den letzten Abschnitten des 6. Kapitels angedeutet.

Im 7. Kapitel fiihrt die Zerlegung der tschebyschewschen 1-Funktion
in Inn¢ und In £(n) auf eine Reihe von interessanten Darstellungen, die



illustrieren, dass der harte Kern von lem{1, 2, ...,}, in dem sich die Unre-
gelmafigkeit der Verteilung der Primzahlen unmittelbar widerspiegelt,
in den Louisa-Zahlen liegt.

Ein besonders anschauliches Beispiel fiir diese Technik ist von Man-
goldts explizite Formel: Bei der Summierung tiber die nichttrivialen Null-
stellen der Zetafunktion in von Mangoldts Formel gentigt nach Heraus-
ziehen der schwingenden Fakultit die Kenntnis der Primzahlen
p < [n/2], im Gegensatz zur urspriinglichen Darstellung, welche die
Kenntnis der Primzahlen p < n erfordert.

Unter Anwendung dieser Methode formulieren wir dann eine zur rie-
mannschen Vermutung dquivalente, rein zahlentheoretische Aussage, die
sich allein auf die Louisa-Zahlen bezieht und eine Aussage tiber die Gro-
fienordnung der Abweichung der Louisa-Zahlen £(n) von ihrem asym-
ptotischen Wert e™ /2™ ist.

Um noch Aussagen tiber die Anzahl der Primzahlen, die einen gewis-
sen Wert nicht {iberschreiten, zu erhalten, geben wir noch einen einfa-
chen Transfersatz an, mit dem sich solche Aussagen aus entsprechenden
Aussagen tiber die Louisa-Zahlen ergeben.

Den SchlufSpunkt des 7. Kapitels und des zahlentheoretischen Teils
der Arbeit bildet ein kurzer Bericht iiber eine numerische Exploration
der vorgestellten Abschatzungen.

TeIL 3: Der dritte Teil der Betrachtung widmet sich Fragen der Kom-
binatorik. Im 8. Kapitel beginnen wir mit einer Erweiterung des Bino-
mialkoeffizienten. Den begrifflichen Rahmen bildet die rekursive Pyrami-
de, ein Begriff, der sich an den Begriff der rekursiven Matrix von Mar-
tin Aigner ([2] und [3]) anlehnt. Dariiberhinaus assoziieren wir zu den
Zahlenpyramiden Laurent-Polynome, die es uns erlauben werden, die
Catalan-Pyramide als die Ableitung der binomischen Pyramide zu deuten.

Ein klassisches Ergebnis wie die Summendarstellung der Diagonalen
im pascalschen Dreieck durch die Fibonacci-Zahlen wird erganzt um ei-
ne analoge Identitdt mit den gefalteten Fibonacci-Zahlen.

Im 9. Kapitel wird eine kombinatorische Interpretation der schwin-
genden Fakultit als Abzahlfunktion der schwingenden Orbitale gegeben.
Sie ist grundlegend fiir die im Folgenden entwickelten Zusammenhan-
ge zwischen der binomischen Pyramide und den Catalan-Zahlen. Bei die-
ser kombinatorischen Erkundung werden die verlorenen Catalan-Zahlen
wiederentdeckt und die Catalan-Zahlen werden zur catalanischen Pyramide
verallgemeinert. Fiir diese verallgemeinerten Catalan-Zahlen geben wir
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eine asymptotische Entwicklung an, welche effizienter ist als die in der
Literatur zu findenden géngigen fiir die klassischen Catalan-Zahlen. Da-
neben tibertragen wir eine Reihe von Ergebnissen von der schwingenden
Fakultdt auf die verallgemeinerten Catalan-Zahlen, zum Beispiel die 14
hypergeometrischen Darstellungen der schwingenden Fakultit.

Im 10. Kapitel werfen wir einen kurzen Blick auf die g-Verfeinerungen
der bisher behandelten Grofsen, insbesondere werden die schwingen-
de komplexe q-Fakultét, die binomiale g-Pyramide und die g-Catalan-
Pyramide eingefiihrt. Als kombinatorisches Ergebnis zeigen wir den Spe-
zialfall eines Satzes von L. Carlitz, der die schwingenden gq-Polynome als
die erzeugenden Funktionen fiir die Inversions-Statistik tiber den schwin-
genden Worten identifiziert.

Das 11. Kapitel rundet die Untersuchung der Orbitale mit der Betrach-
tung spezieller Einzelfragen ab. Es wird auf die Verbandstruktur der Or-
bitale eingegangen und auf die Erzeugung der Orbitale. Der Begriff des
elevierten eratosthenischen Orbitalsystem wird eingefiihrt als ein dekorier-
tes Orbitalsystem, in dem die elevierten Bahnen ausgezeichnet sind und
gezeigt, dass die eratosthenische Fakultédt die Abzahlfunktion dieser Gro-
en ist, eine tiberraschende Deutung.

Dann fithren wir die orbitale Fakultit n© = nyn! ein im Zusammen-
hang mit farbigen Orbitalsystemen (Orbitalsysteme, deren Sektoren far-
big sind) und zeigen, dass es genauso viele farbige Orbitalsysteme gibt
wie Moglichkeiten, auf eratosthenischen Bahnen zweimal um das Orbital-
zentrum zu ,fliegen’. Der Begriff des orientierten Orbitals und dessen Dual
schliefit das Kapitel ab.

ANHANG: Der Anhang beginnt mit einem Abschnitt tiber Ballot-, Fine-,
Motzkin- und Schroder-Zahlen, klassische Zahlen der Kombinatorik, die
mit den Catalan-Zahlen zusammenhingen und wo man die Frage stel-
len kann, inwieweit die hier gegebene Verallgemeinerung der Catalan-
Zahlen zu natiirlichen Verallgemeinerungen dieser Zahlen fiihrt. Wei-
ter wird eine kleine Liste offener Fragen mit Forschungscharakter auf-
gefiihrt, und eine Reihe einfacher Ubungsaufgaben, welche im Text an-
geschnittene Fragen weiter beleuchten. — Soweit der Uberblick {iber den
Inhalt.

Ein methodisches Thema der Untersuchung ist das Paradigma des
divide-and-conquer, das sich dabei mehrfach als fruchtbar erwies. Dies gilt
nicht nur bei der Konstruktion des Algorithmus zur Berechnung von n!,
sondern zum Beispiel auch bei der Formulierung einer Ungleichung, die
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der Ausgangspunkt unserer zahlentheoretischen Betrachtungen ist, und
die direkt zum Beweis des bertrandschen Postulats fiihrt.

Ein zweites methodisches Thema ist das Bemiihen, diskrete Zahlenfol-
gen durch analytische Funktionen zu interpolieren. Die fast dreihundert-
jahrige Erfolgsgeschichte der eulerschen Gammafunktion [18] ist ja die
Erfolgsgeschichte einer gegliickten Interpolation einer diskreten Zahlen-
folge. Die unendliche Vielzahl der Méglichkeiten einer kontinuierlichen
Fortsetzung darf die Mathematiker nicht davon abhalten, nach fruchtba-
ren Vorschldgen zu suchen. Beispiele in dieser Arbeit sind die schwin-
gende Fakultit selber, die schwingende harmonische Funktion, die alter-
nierende Fakultit und last not least die Catalan-Funktion (Abbildung 7),
welche die Catalan-Zahlen als einen Mittelwert von Werten der monoto-
nen und der schwingenden Fakultit deutet.

Auf diese Weise wird das begriffliche Netz spiirbar enger gekntipft als
dies durch jede rein formale oder kalkiilméafiige Betrachtung der diskre-
ten GroBen allein moglich wiére.

Diejenigen Abschnitte und Sétze, bei denen wir glauben, die etwas
andere Sichtweise unterstreichen zu miissen, wurden mit ausfiihrlichen
Beweisen behandelt. Nattirlich giefsSen wir auch viel alten Wein in neue
Schlduche, aber dann halten wir solche Abschnitte im Stil eines Kompen-
diums, welche Ergebnisse nur referiert.

Ich bedanke mich bei Wolfram Koepf und Stefan Wehmeier fiir kriti-
sche Anmerkungen zu fritheren Fassungen dieser Arbeit und bei André
Miede fiir seinen TgXStyle classicthesis, der in modifizierter Form zum Set-
zen dieser Arbeit benutzt wurde. Fiir das Studium der speziellen Zahlen
erwies sich die von N. J. A. Sloane aufgebaute Enzyklopadie der Zahlen-
folgen [82] als unentbehrlicher und anregungsreicher Begleiter.

Die graphischen Darstellungen im Anhang gestatten einen erstaunli-
chen Blick hinter die Kulissen des binomischen und des catalanischen
Zahlendreiecks und dienen ebenso fiir einen unterhaltsamen Einstieg in
das Thema wie ein Werkstattgesprich (Anhang C) mit dem Autor, das
seine Tochter mit ihm fiihrte.

Berlin, im August 2011. P.H.N. L.
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NOTATION

Die Eigenschaft einer ganzen Zahl durch 2 teilbar zu sein nennen wir
even, und odd ist definiert als non even. Wir verwenden diese Bezeichnun-
gen als mathematische Namen dhnlich wie exp oder log, die (in Formeln)
keiner Ubersetzung in eine nattirliche Sprache bediirfen.

Insbesondere werden wir diese Bezeichnungen héufig im Zusammen-
hang mit der Iverson Notation [b] verwenden, die den Wert 1 bezeichnet,
sofern b wahr ist und 0 sonst. So ist n — [n odd] die Indikatorfunktion
der ungeraden Zahlen.

Die Konvention 0° = 1 wird durchgéngig verwendet, zum Beispiel in
dem Ausdruck nlm odd],

n! (monotone) Fakultat

P schwingende Fakultat

nlq g-Fakultat

g schwingende g-Fakultét

nlgy symmetrische q-Fakultét

() symmetrische schwingende Fakultat
n’ eratosthenische Fakultat

nj Cofakultat

L(n) Louisa-Zahlen

Ly (n) verallgemeinerte Louisa-Zahlen

Hn harmonische Zahlen

ﬁn alternierende harmonische Zahlen
ﬁ(z) schwingende harmonische Funktion
X steigende Fakultat

X doppelt steigende Fakultét

m™ ungerade Fakultat

2" gerade Fakultat

n!! = [Tr_o(k!) bellsche Fakultit
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x mod m
™™

[x™]F(x)

mittlerer Binomialkoeffizient

zentraler Binomialkoeffizient
verallgemeinerter Binomialkoeffizient
verallgemeinerter q-Binomialkoeffizient
Catalan-Funktion

verallgemeinerte Catalan-Zahlen
verallgemeinerte q-Catalan-Zahlen
verallgemeinerte Fibonacci-Zahlen
Inversionszahlen

schwingende Inversionszahlen
Von-Mangoldt-Funktion

= exp(A(n))

grofiter gemeinsamer Teiler

kleinstes gemeinsame Vielfache

= 1em({1,2,3,---, [x]})

= x—m|x/m] fir m # 0, x sonst.

= 1—[n—% odd] [m—k odd]
Koeffizient von xy, in der Taylorentwicklung von F(x)

an der Stelle x = 0.
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Teil I

DIE SCHWINGENDE FAKULTAT N2



3

EINE NEUE FAKULTATSFUNKTION

1.1 EINE ZERLEGUNG DER FAKULTAT.

Ungliicklicherweise konnen wir Fakultiten nicht effizient berechnen” schrei-
ben Graham, Knuth und Patashnik [31, S.133]. Wie effizient konnen wir
aber sein? Arnold Schonhage etwa berichtet von einem Wettbewerb, die
Fakultét schneller und schneller zu berechnen [77]. Hier wollen wir eine
divide-and-conquer-Rekursion fiir n! angeben, die sich mittels Primfaktor-
zerlegung zu einer schnellen Methode zur Berechnung von n! ausbauen
lasst.

log(x!)

30 —

log(z!/x0)

10—

X

Abbildung 1 — Der Rachen des Drachen: eine Zerlegung der Fakultat

Ausgangspunkt unseres Vorgehens ist dabei die Drachen-Darstellung
der Fakultdt, eine Zerlegung der Fakultdt in ein Produkt zweier oszillie-
render Funktionen, deren Name der graphischen Darstellung entlehnt
ist (Abbildung 1). Die untere ,Zahnreihe’” dieses ,Drachenrachens’, die
schwingende Fakultit, wollen wir dabei genauer untersuchen.



1.2 DEFINITION DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.

4 5 6 7 8 9 10 11

3
1 2 6 6 30 20 140 70 630 252 2772

Tabelle 1 — Die schwingende Fakultat

1.2 DEFINITION DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.

Der Funktionsplot in Abbildung 1 greift der Entwicklung vor. Wir be-
ginnen im ganzzahligen Bereich n € INy = {0,1,2,...}. Unter der (mo-
notonen) Fakultit verstehen wir das Produkt n! = 1-2....-n. Unter
der schwingenden Fakultit von n verstehen wir das Verhiltnis von n! zu
[n/2]!? und bezeichnen sie mit

n!

(/2] (n=>0). (1.1)

n =

|x| ist dabei die floor-Funktion, welche die grofite ganze Zahl kleiner
oder gleich x liefert. Die ersten Werte von n fithrt Tabelle 1 auf.

Weiter schreiben wir (i) = n!/(k!(n —k)!) fiir den Binomialkoeffizien-
ten. Sei pun = (LnT/LZ J) der mittlere Binomialkoeffizient. Dann ist \l = pn
falls n gerade ist und andernfalls m0 = p, ((n+ 1)/2). Damit ist n? stets
eine ganze Zahl. Anschaulicher ist es, die schwingende Fakultit als einen
Trinomialkoeffizienten aufzufassen:

n
me (WZJ, n odd], [n/2 J> (1.2)

Wir verwenden hier, wie im Folgenden héufig, die Iverson-Klammer [],
wobei [b] = 1 falls die Aussage b wahr ist, 0 sonst. [n odd] ist somit 1
falls n ungerade ist und 0, falls n gerade ist. In der Form (1.2) werden
wir der schwingende Fakultidt im kombinatorischen Teil dieser Arbeit

begegnen (9.1).
1.3 DIE PRIMFAKTOREN DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.
Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die Primfaktorzerlegung von

n. Dabei ist die mod -Operation definiert durch x mod m = x—m |[x/m|
fiir m # 0, x sonst.
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Satz 1 Sei £, (1) der Exponent der Primzahl p in der Primfaktorzerlegung
von m1. Dann gilt:

(M) = Z L%J mod 2. (1.3)

k>1

Damit ist €y (1) < log]J (n) und pt (") < n. Fiir ungerade Primzahlen gilt
Lpp N = a. Spezialfille von (1.3) und Folgerungen sind:

(a) [n/2] <p< n = () =1

(b) [n/3] <p< [n/2] = Lp(m)=0

(c) vno o <p< [n/3] = {p()=|n/p| mod 2
(d) 2 <p<g n = {p(n) <log,(n)

(e) p= 2 = {lp() = 02([n/2])

Dabei bezeichnet o, (n) die Summe der Stellen von n in bindrer Basis.

Beweis: Mit der Primfaktorzerlegung von n! nach Legendre (siehe [31
(4-4)]) erhalten wir

€ (n!/[n/2]12) = ¢y (n!) — 20, ([n/2]1)

=) In/p*l=2) [In/2)/p%) (1.4)
k=1 k>1

= Y (Inw¥)—2linp¥)/2))
k>1

und da j —2|j/2] =j mod 2 per Definition gilt, folgt (1.3). In den Fillen
(@), (b) und (c) ist der Summationsbereich auf k = 1 beschrankt, im Fall
(@) ist [n/p] = 1, im Fall (b) [n/p] = 2 und damit folgen diese drei
Félle aus (1.3). Aussage (d) folgt aus log,, (n) < log,(n) fiir 2 < b und (e)
folgt aus (1.4) und den Relationen {;(n!) = n—o0(n) und o, (|n/2]) =
02(n) —n mod 2. Schlieflich ist fiir eine ungerade Primzahl p

fp(paz):ZLpa/pkjmodZZ Z P mod2= Z 1=a.

k>1 1<k<a 1<k<a

Die in Satz 1 beschriebenen Eigenschaften weisen n als einen Hybrid aus
Fakultdt und Binomialkoeffizienten aus und legt die schwingende Fakul-
tit in den Kern eines divide-and-conquer Algorithmus zur Berechnung der
ganzzahligen Fakultit, wie wir noch sehen werden.



1.4 VERALLGEMEINERUNG VON M IN DIE KOMPLEXE EBENE.

Als Folgerung von Satz 1 ldsst sich der Logarithmus der schwingenden
Fakultdt schreiben als

log (1. Z Z H—J odd} logp . (1.5)

k=>1p prim

In dieser endlichen Summe ist k < log, n und p < n. Die Einfachheit der
Darstellung (1.5) kiindigt interessante zahlentheoretische Eigenschaften
von M an, die wir im zweiten Teil dieser Arbeit genauer untersuchen
werden.

Betrachten wir noch Folgen der Art n?/p, wobei p eine Primzahl ist.
Eine Folgerung aus Satz 1 ist, dass [0 <n < pz} in p Teilintervalle der
Léange p zerfdllt in denen p im Wechsel n1 teilt und nicht teilt. Genauer
gesagt, ist 1 <k <pund (k—1)p < n < kp dann gilt p [Nt < [k odd].
Beispielsweise beginnt

20 140 70
12/2/101 ?/ Tr ?/

w

W —
Wl =
Wl N

1.4 VERALLGEMEINERUNG VON T IN DIE KOMPLEXE EBENE.

Um eine geeignete Verallgemeinerung des ganzzahligen ni zu finden,
streben wir eine Darstellung von n? an, die ohne die floor-Funktion aus-
kommt. Wir lassen uns dabei von der Formel von Wallis leiten.

(2n)! 22" T(n+1/2)
n2 A Tn+1)

(1.6)

Dabei bezeichnet I wie iiblich die eulersche Gammafunktion. Betrachten
wir zuerst den Fall n gerade. Dann ldsst sich die schwingende Fakultat
schreiben
! 2" T'(n/2+1/2
nw = L 2 Tn/2+1/2) (n even) . (1.7)

/212 T(m/24+1)

Fiir ungerades n gibt Wallis” Formel dagegen

(n—1in _ 2"n  T(n/2)

212~ Vr2Tmz+12 (odd) (1.8)

n =

5
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Aus der Rekursionsgleichung I'( 5 + 1) = 5T(%) folgt

no Tn/2)  (Tn/2+1/2)\""
2T(n/2+1/2) *( T(n/2+1) ) ’

so dass wir beide Fille zusammenfassen konnen zu

2 (Tm2+1/2\CD"
n = ﬁ (W) (n>0). (1.9)

Diese Darstellung fiihrt uns unmittelbar zu der Fortsetzung

(1.10)

2% (F(z/2+ 1/2))COSZ7T

2=\ T2

Wir lesen direkt ab (n+ 1/2)1 = 2™+! /Z/ﬁ (n > —1), insbesondere

0 =1; (<1201 =

Um (1.10) noch begrifflich zu vereinfachen, eliminieren wir darin mit
Hilfe der gaufischen Produktdarstellung die Gammafunktion und erhalten
die elementarere Darstellung fiir z € C\ Z™

2% (nfl/z(Z+2)(Z+4)"'(Z+2n+2))“’52” ‘

2= b z+1)(z+3)---(z+2n+1)

Wir bemerken, dass der komplexe Grenzwert an den negativen ganzen
Zahlen verschwindet, und so ergédnzen wir (—m)! =0 (n. > 1).

(1.10) ist unsere grundlegende Definition. Wegen z! = I'(z + 1) und
MNz/241/2)T(z/24+1) =27*T'(1/2)T(z + 1) l4sst sie sich auch schreiben

z | COSs Z7T
_ 2 (Ym 2 . (1.11)
VT 27 (z/2)12
Des weiteren interpretieren wir den Faktor 2#/,/7t durch die Gamma-
funktion
27 Iz+1)

VA T(Z/2+1/DTz2+1) (1.12)



1.5 NACHBEMERKUNG ZUR VERALLGEMEINERTEN DEFINITION.

und werden so auf die Umrechnungsformel zwischen den Fakultiten ge-
fiihrt

cos tz+1 1)\ cos7z—1
F210 (§+1> =zIl <§+2) . (1.13)

Ist die schwingende Fakultdt erst einmal eingefiihrt, so lasst sich die
Formel von Wallis als ein Spezialfall dieser Umrechnungsformel deuten.

1.5 NACHBEMERKUNG ZUR VERALLGEMEINERTEN DEFINITION.

Der entscheidende Schritt bei der Einfithrung der komplexen schwin-
genden Fakultdt war der Ubergang von (1.9) zu (1.10). Hier haben wir,
aufler einer Neuinterpretation des Gegenstandsbereiches, nur eine Ver-
anderung vorgenommen: (—1)™ durch cosmn ersetzt. Diese Ersetzung
wird im allgemeinen als ,natiirlich” empfunden. Aber sie ist nicht zwin-
gend. Und das bedeutet, dass es eine Vielzahl (tatsdchlich unendlich vie-
le) andere Moglichkeiten gibt das beschriebene Interpolationsproblem zu
losen.

Die Herausforderung bleibt weitere wiinschenswerte Eigenschaften des
hier gewdhlten Ansatzes zu finden, die seine Einzigartigkeit charakte-
risieren (etwa so, wie die topologisch-geometrischen Eigenschaften des
Satzes von Bohr-Mollerup-Artin die Gammafunktion charakterisieren).

Es ist faszinierend an dieser Stelle einen Blick in die Geschichte der
Mathematik zu werfen. Leonhard Euler stand nach vielen Jahren des
Nachdenkens tiber das Verhiltnis von unendlichen Summen zu unendli-
chen Produkten eines Tages vor einer Gleichung der Gestalt

a(n)=Cpl-2-3-...-(n—1).

Hier ist «(n) das Verhiltnis zweier Reihen und Cn = (—1)™/2. André
Weil erzdhlt in seinem wunderbaren Gang durch die Geschichte der Zahlen-
theorie [89, S.285] was nun geschah:

,Seit seinen ersten Jahren in Petersburg war Euler immer an der Interpolation von
Funktionen und Formeln interessiert gewesen, welche zundchst nur fiir ganzzahlige
Werte des Arguments gegeben sind: so hatte er damals die Theorie der Gammafunk-
tion geschaffen. Es ist daher nicht tiberraschend, dass er nun dasselbe fiir die obige
Beziehung zu leisten versuchte, indem er cos tn /2 fiir C,, und die Gammafunktion
I'(n) fur (n — 1)! substituierte. Das Ergebnis ist dquivalent zu dem, was wir heute die

Funktionalgleichung der Zetafunktion nennen.”

7
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1.6 FUNKTIONALGLEICHUNG UND REFLEXION.

Im ganzzahligen Fall erkennt man sofort die Darstellung von n als fol-
gendes endliches Produkt

K1\ D
=2 I] <%) (n>0). (1.14)
og<k<n

Diese Identitdt stimmt uns auf die Funktionalgleichung der schwingen-
den Fakultit ein.

Satz 2 20 ist eine analytische Funktion. Sie besitzt die Funktionalgleichung

(z+1) :ZBZ(Z;]) (zeC). (1.15)

und die Reflexionsgleichung

2zt = 1 <tan(7t7./2

- 22 ))COS“Z (ze C\2Z). (1.16)

Fiir z € Z gilt die Reflexionsgleichung in dem Sinn, dass beide Seiten den
Grenzwert O besitzen, falls z =0 ist, und andernfalls den Grenzwert 1.

Beweis. Die Funktionalgleichung von z! folgt aus der Funktionalglei-
chung von I'(z).

_ zz+1 F(Z/2+1/2) cos(z+1)
Er="n <r(z/2+s/z))

2% <F (z/2+1/2) (z/24+1/2) )COSZ”

:zﬁ M(z/2+1)

Daraus (1.15). Ahnlich spiegelt die Reflexionsgleichung der schwin-
genden Fakultit die Reflexionsgleichung der Gammafunktion (L. EULER,
1749) wider. Denn eine zweifache Anwendung von ihr fiihrt fiirz € C\ Z



1.7 ANWENDUNG DER LEGENDRESCHEN VERDOPPLUNGSFORMEL.

auf

(Cop = L (T221/2T (0 —2/2) cos=m
2 _“_%(r(z/z+1)r(1/2—z/2))

sin(7t(z +2)/2) 2l (z/2 +1/2)T(z/2) \ *°*™
(_ sin(n(z+1)/2) z[(z/2)T(z/2 +1/2) )

al=

1 (tan(ﬂz/l) cosmz
-1 T) o

1.7 ANWENDUNG DER LEGENDRESCHEN VERDOPPLUNGSFORMEL.

Die bertthmte divide-and-conquer-Formel von Legendre fiir die Fakultat
lasst sich schreiben

x!:z—\/;@)!(";])!. (1.17)

Eine unmittelbare Folgerung von (1.17) ist
1 3 COS 7TX.
:zfcos(ﬂx)/l((x4 )(X ) ) .

<(g)!)!) ()!1C52)!

Aus dieser Relation und aus der Definition von x? folgt

COS 7TX.

(1.18)

Damit kénnen wir an Stelle von (x/2)! und ((x —1)/2)! bei einer Be-
rechnung der schwingenden Fakultdt auch auf die Werte ((x —)/4)!,
a =0,1,2,3 zurlickgreifen.

Eine zweite Anwendung von Legendres Identitéat ist

X

xIxl = \Z/J"( +])(

o (x/24+1/2) cos(x7t)
= U 072+ 1/ (x/241) <W>

_ <2x)2 I—*(X/2+ ]/2)COSX7‘[+1
VT T(x/2 4 1yeesx ]

(x/z+1/2))°°s )
Mx/2+1)
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Wir werden spiter, wenn wir die eratosthenische Fakultdt untersuchen
werden, zu dieser Identitdt zuriickkehren und sie fiir den ganzzahligen
Fall weiter vereinfachen.

1.8 INTEGRALDARSTELLUNGEN VON TN{.

Sei B(z,w) = % die eulersche Betafunktion . Die Identitit

B((z+w—1)/w,1/w) =T(1/W)T((z+w—1)/Ww)/T((z+wW)/W)

besagt fiir w =2

N 2 2

vaoz B(z+1 1)
22 (z/2)2 ~ m '

Formel (1.11) lédsst sich daher auch schreiben

22 /1 Z41 1)) 0s(2)
Z?:ﬁ(ﬁ% 2 2)) | (119)

Verwendet man die trigonometrischen Form der Integraldarstellung der
Betafunktion [1, (6.2.1)] so zeigt sich, dass (1.19) gleichbedeutend ist mit

/2
22 < ] J ( )Z dt)COSZ’?‘[ (R ]) ( )
2l = —| —= cost ez>—1). 1.20
T U
VIV S

Diese Formel erinnert an die Geburtsstunde der reellen Fakultdtsfunkti-
1

on, als Euler die Definition z! = [ (—logt)* dt Goldbach im Januar 1730
0
mitteilte.

Fiir den ganzzahligen Fall n > 0 geben wir noch einfachere Integ-
raldarstellungen an. Im Fall n gerade ist 2™ /m! = (n/2)B (n/2,1/2) und
falls n ungerade ist, gilt 2™ /n¢ = B (n/2+1/2,1/2). Damit ist fiir ganz-
zahliges n > 0

om n ! 2 n/2—1
i EJ_1 (] —t ) dt (n even), (1.21)

om 1 \"/2-1/2
2 - L (1 ¢ ) dt  (n odd) . (1.22)



1.8 INTEGRALDARSTELLUNGEN VON .. 11

Einen zweiten Zugang ermoglicht die Formel (1.11)

2% ra/2) r 1 coszm
= (1/2) 5 (z+1) (1.23)
r(1/2) \ 2= T2(z/2+1)
Mit der zentralen Betafunktion
FZ(Z) ! z—1 z—1

B(z) =Bl(z,z) = r22) —JO =T (1 —1)* ' dt
lasst sich (1.23) auch schreiben

] \/,E 22 z COS Z7T
Daraus folgt die fiir z > —1 giiltige Darstellung

COS z7t

1 _Jm 5l 2/2
In den ganzzahligen Féllen vereinfacht sich dies zu

1 [n even] 1

—=(n+1) Blz=(m+1+ M even])) (mn=0) (1.26)

N

n

Wendet man hier die Integraldarstellung der zentralen Betafunktion an,
so wird daraus mit der Abkiirzung N =n + [n even]

— =N eve“JJ t0-t)N"12at mz0), (1.27)

beziehungsweise bei Anwendung der trigonometrischen Form

1 w/2 N
=N (n everﬂj (sin (t) cos (t))N dt. (1.28)
0

Eine letzte Integraldarstellung geben wir noch ohne Beweis an.

L7 (0-67)7) -

(m) (=)™ qrlnevenlgninodd]
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1.9 PRODUKTDARSTELLUNGEN DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.

Kombiniert man Formel (1.19) mit der Darstellung der Betafunktion, die

aus dem Euler-Weierstrass Produkt folgt (vgl. [83], 47)

x+y { }
B(x | e
I (n+x) n+y)

so erhélt man eine Produktdarstellung der schwingenden Fakultat

2% z+2 z+1

= 71(1 +cos7tz)/2
n=3,5,7,--

Wihlt man dagegen als Ausgangspunkt die Darstellung der rezipro-

ken schwingenden Fakultdt (1.24) so erhdlt man
COS 7Tz
2
) . (1.30)

1 2z \os(m2)=1 [ 242
— = 42 1—
) z+2 H (z+n)

Zzi<ﬁ n=4,638,

1.10 DIE LOGARITHMISCHE ABLEITUNG VON X!.

In diesem Abschnitt betrachten wir die logarithmische Ableitung der

schwingenden Fakultat

x
(1.31)

und wollen fiir positive ganze Zahlen n zeigen

Tim :((:r;) — ()" T =1 (n>0). (1.32)

Mit der Digammafunktion ¥(x) = I (x)/T(x) und den Notationen

ax) = cos(mx)(W(x/2+1/2) =¥ (x/2+1))/2,

B(x) = sin(7mx)(log I'(x/24+1/2) —log I'(x/2 + 1))



1.11 N UND ALTERNIERENDE HARMONISCHE ZAHLEN.

konnen wir schreiben Z(x) = log(2) + «(x) — 3(x). Dies folgt unmittelbar
aus der Definition von x{. Damit ist

o(—x) 1 cos(
r—x) 2T1(1

_cos(—mx) d r1/2—x/2)
T TO=% al"g( Il —x/2) ) '

:73) (W(1/2—x/2) —¥(1 —x/2)

Dies ist eine ganze analytische Funktion. Nach Jacques Hadamard [35]
(vergleiche auch [54]) interpoliert die Funktion

1 d <F(1/27x/2)>
log | 12— 20

r(1—x) dx (1 —x/2)

die Fakultdt an den natiirlichen Zahlen. Somit gilt

== -1 (m=1). (1.33)

Da limy_n log(2)/T(1 — ) und limy_n B(—7)/T(1 —71) fir n > 1 ver-
schwinden, folgt die Behauptung aus
=Z(—71) log2 + o(—r) — B(—7)

. T =1,
Mmoo ra—r) == =T

1.11 T UND ALTERNIERENDE HARMONISCHE ZAHLEN.

Die logarithmische Ableitung der schwingenden Fakultdt nimmt an den
natiirlichen Zahlen n > 0 den Wert der alternierenden harmonischen Zahlen
ﬁn an. Das bedeutet Z(n) = ﬁn, wobei

- _1\k
Hy= ) (k” n=0). (1.34)

og<k<n

Zum Beweis betrachten wir

=n"
2

T(n) = n even]log2 + (Y(n/241/2)+v) .

Hier ist y Eulers Konstante. Nun ist nach ([1, 6.3.2 und 6.3.4])

13
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N}
T

—
T

Abbildung 2 - Die logarithmische Ableitung von z? (blau) und die schwin-
gende harmonische Funktion H(z) (rot), sowie log 2 und Schranken.

In/2-1/2)
Y(n/2+1/2)=—y+ X (n>1,nodd) ,
k=1
[n/2]
Y(n/241/2) =—y—2log2+ Z _2 (n>2, neven).
= 2k —1

Weil der an sin(7m) gebundene Anteil von Z(n) verschwindet, folgt
Zm)=1tn)+1t(n+1)= Hy o (1.35)

Mit der Produktdarstellung (1.14) fiir die schwingende Fakultat n? er-
gibt sich damit eine elementare Darstellung der Ableitung von 1,

w=t T (Z)H)k Y i) o).
2 og<k<n k+1 o<k<n k+1

(1.36)

Schreiben wir Hy, fiir die harmonischen Zahlen und x!’/x! fiir W(x+1),
dann erhalten wir die Gegeniiberstellung

n ~ n!’
= Hn, —r=Hn-y. (1.37)



1.12 DIE SCHWINGENDE HARMONISCHE FUNKTION.

1.12 DIE SCHWINGENDE HARMONISCHE FUNKTION.

Die Uberlegungen im letzten Abschnitt legen eine Verallgemeinerung
der alternierenden harmonischen Zahlen zu einer schwingenden harmoni-
schen Funktion nahe, die wir einfiihren als

. 1
H(z) = log2+ <%= (w (%JFE) —‘1’(§+1>) . (1.38)

Die Differenz ﬁ(z) — Z(z) zwischen der schwingenden harmonischen
Funktion und der logarithmischen Ableitung von z! ldsst sich darstellen

1
i)) : (1.39)

_ (r(
H(z) — Z(z) = msin (niz) log )

als ein Produkt

Nl | NN
— | N

r(

Die asymptotische Entwicklung von H(z) fiihrt auf eine einfache In-
klusion von ﬁ(z), die auch Naherungswerte an die alternierenden har-
monischen Zahlen liefert. Sei dazu h(z) = 1/(2z) — 1/ (42%) +1/ (8z%),

dann ist

log2—h(z) <H(z) <log2+h(z) (z>0). (1.40)

Definiert man zusitzlich

z

U 1 1 w1
p(z) =3 (log (3) *Z) +52 (log2+ 50 Z> :

so kann man folgende Inklusion der logarithmischen Ableitung der schwin-

genden Fakultdt angeben
log2 —p(z) < % <log2+plz) (2>3/2). (1.41)

Die Beweise von (1.40) und (1.41) verlegen wir in die Ubungen.

Abbildung 2 zeigt H(z), die Funktion z!’/zi sowie die Schranken log 2
Fp(z). Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, liegen in den Schnitt-
punkten von z!'/z! und ﬁ(z) genau die alternierenden harmonischen
Zahlen.

15
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n‘012345678910
1

~

1 2 6 12 60 120 840 1680 15120 30240

Tabelle 2 — Die eratosthenische Fakultit

1.13 DIE ERATOSTHENISCHE FAKULTAT.

Zu einer Folge ganzer Zahlen f definieren wir die k-te eratosthenische
Ableitung t1¢) rekursiv wie folgt. f(°) = f und fiir k > 0 sei pj die k-te
Primzahl, dann entsteht f(¥) aus f(*=1) indem man alle Terme der Folge
<=1, die Vielfache von py sind, durch py ersetzt. Offensichtlich ist das
eine Variante des Siebs des Eratosthenes.

Ist f die Folge der positiven ganzen Zahlen, so ist die Folge der par-
tiellen Produkte von f(¥) eine Verallgemeinerung der Fakultit, die wir
eratosthenische Fakultit der Stufe k nennen. Ist k = 1 so sprechen wir
einfach von der eratosthenischen Fakultit und bezeichnen sie mit n’. Per
Konvention ergidnzen wir 0" = 1. In dieser Arbeit werden wir nur den
Fall k = 1 behandeln.

Betrachten wir nun die Funktion v/z!zl, wobei /z den Hauptzweig
der Quadratwurzel bezeichnet, fiir komplexes z € C\ R, . Auch diese
Funktion wollen wir — verallgemeinerte — eratosthenische Fakultdt nen-
nen. Dieser Sprachgebrauch wird gerechtfertigt durch die Identitat

n =ynm n=0). (1.42)

Beweisen wir Gleichung (1.42). Sie ist richtig fiir n = 0. Fiir n > 0 ist das
Produkt p(n) der ersten n Zahlen, nachdem alle Vielfachen der 2 durch
2 ersetzt wurden,

Auf der einen Seite ist dies nach der Definition von n’ und der Identitit
von Legendre gleichbedeutend mit

;2" (m—n even] ), (1.43)
n _ﬁ f L 1.43



1.14 MEHR ZUR ERATOSTHENISCHEN FAKULTAT.

Auf der anderen Seite hatten wir bereits die Darstellung (1.7) hergeleitet

<2X )2 I"(X/2+ ]/2)COSX7‘[+1
xIxi=—= —
V) T(x/24 1)

Betrachten wir diese Formel fiir ein ganzzahliges n > 0, so konnen wir

sie vereinfachen zu

n 2
nn = (Z—ﬁr <% Mm+T+Mn odd]))) (1.44)
4 n—
- <n [nz even})!z (1.45)

Aus (1.43) und (1.45) folgt die Behauptung (1.42).

1.14 MEHR ZUR ERATOSTHENISCHEN FAKULTAT.

Da wir ni = n’2/n! schreiben kénnen gibt es zwei grundlegende Bezie-
hungen fiir die Primexponenten der schwingenden Fakultét

) =Lp(n) =28, ([n/2)1) und  Lp(n2) =20, (') — €, ().

Der Umstand, dass n? die Fakultat n! teilt, und zwar zu einer Quadrat-
zahl, fithrt mit (1.42) auf die Proportion

n n
n o

Eine Folgerung aus (1.43) und (1.37) ist

n!'ny ~
w2 (Hn—y)Hn . (1.46)

Unmittelbar aus der Definition der eratosthenischen Fakultit folgt eine

Rekursionsgleichung. Mit dem Startwert 0’ = 1 ist
n/ = 2[nevenlnoddl, gy m=1). (1-47)

Es bezeichne x' = +/|x!x1| die reelle eratosthenische Fakultit. Dann ist

X
N 27‘r(x/2+]/2)|[1+cos(7'cx])/2|F(X/2+1)|(17cos(nx))/2 .

N

17
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x" nimmt auch an den negativen ganzen Zahlen endliche Werte an, so-
fern man die Definition durch Hinzunahme der Grenzwerte ergénzt. In
der Tat ist dann

’ ’

n (—m) =[n even]+nn odd]/2 (ne€Np). (1.48)

Dies ist offenbar ein diskreter Erginzungssatz (Reflexionsgesetz).
Dem Leser tiberlassen wir das Vergniigen, die exponentiell erzeugende
Funktion der eratosthenischen Fakultit zu identifizieren als

!

n=nlz"(1+2z2) exp(zz) . (1.49)

Zur effizienten Berechnung von n’ werden wir in Kapitel 4 noch einen
Hinweis geben (4.4). Auf die kombinatorische Interpretation der era-
tosthenischen Fakultit werden wir in Kapitel 9 eingehen (11.5). Man be-
achte auch die Ubungsaufgaben (B.7) und (B.8).

1.15 EINE DARSTELLUNG MIT STIRLING-ZAHLEN.

Die steigende Fakultdt x9 = 1 und x™ = Ll;(; (x +n) fiir n > 0 lasst
sich bekanntlich mit Hilfe der vorzeichenlosen stirlingschen Zyklenzah-
len [}] (siehe [31, 6.8 und 6.11]) darstellen als

xm = Z Bj XK (n>=0). (1.50)
k=0

Da die eratosthenische Fakultit geschrieben werden kann als

n = Lnj'Zj' = [n/2]1"/2 mn=0), (1.51)

folgt mita = [n/2+1/2] und b = [n/2+1/2]

r ((1 + b) b X
li
= = > . .
n o) Z [k} a (n>=0) (1.52)
k=0
Damit wird aus myn! = (n/)?
2

mn! = (i m ak> : (1.53)

k=0



1.16 SCHWINGENDE REIHEN.

Ahnlich findet man die Darstellung der schwingenden Fakultat
2 b 2 b
— k-+[n odd]
= (kgo LJ atrino > / (kgo LJ) (m=>0). (1.54)

Diese folgt aus (1.53) und n! = b! Y P[] ak—[n odd],
Beispielsweise ist fiir n =7

0-4" +6-42+11-4346-4* 1145 3360
04+6+11+6+1 24

=

1.16 SCHWINGENDE REIHEN.

Schwingende Reihen sind definiert als Reihen vom Typ
o0
Z*g
— M

Sie finden Anwendung als eine Methode zur Konvergenzbeschleuni-
gung, zum Beispiel bei der Berechnung von Werten der Zetafunktion.
Als erster hat wohl A. A. Markoff 1890 diese Methode beniitzt [60]. Man
vergleiche auch die Arbeit von K. Knopp und I. Schur [38]. Doch schon
Euler verwendete schwingende Reihen, so 1738 zur Berechnung von 7*.

Wir geben zur Illustration nur die beiden beriihmtesten Beispiele an.

= 1 = a [n even]
n=1 n=1

Diese Reihendarstellung fiir ¢ (2) hat Eugene Catalan [13] 1868 ange-
geben als er die allgemeinere Funktion {(2,a) = ¥ %_;(n+ a)~2 unter-
suchte. (1.55) ldsst sich auch schreiben

UL LI L L LI
4 9 16 25 36 49 64 81
O O U S | :50)
42 166 3620 6470

Die Reihe mit der Roger Apéry 1978 die Irrationalitdt von ((3) be-
wiesen hat war auch eine schwingende Reihe. In analoger Darstellung

19
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Zeta2(n) // m ist Anzahl der zu summierenden Terme

g0, s« 0, w1, v iy
for k from 2 by 2 to 2n do

w+— wv/k // schwingende Fakultat
g« q+v // Reihenterm
v+v+8 // Hilfsgrosse
s+ s+1/(wq) // Summe
end_for
return 12s

Algo. 1 — Berechnung von ((2) als schwingende Reihe

schreibt sie sich

I L T L e
T+ ot s+t—=+cts—toztes +555
20— 8 77 6t 135 206 343 512 79 . (14

82 646 21620 51270

Ganze Zahlen so zu schreiben hat offenbar etwas Irrationales an sich,
und wir kénnen froh sein, dass die Mathematiker das jetzt auch beweisen
konnen. . .

Listing [1.16] zeigt die Implementierung von Formel (1.55). Sie de-
monstriert wie méchtig dieses Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung
ist. 16 Terme der schwingenden Reihe liefern 11,5 exakte Dezimalstellen.
Zum Vergleich: 16000 Terme der definierenden Reihe erbringen gerade
mal 4,5 exakte Dezimalstellen.

1.17 VERALLGEMEINERTE FAKULTAT.

Wir wollen noch die schwingende Fakultit als den Spezialfall eines allge-
meineren Konzeptes identifizieren. Das machen wir, indem wir sie mit
einer elementaren Zerlegung des Einheitskreises im Komplexen assozi-
ieren, mit den Einheitswurzeln, also den Losungen der Kreisteilungsglei-
chung z™ = 1. Dazu definieren wir die schwingende Fakultit zum Index
n>0

n—1 1 >exp(27ri(z+k)/n)1

Snlz) =T (z+1) [T (”k+—

o o (1.58)
k=0



1.17 VERALLGEMEINERTE FAKULTAT.

Oftmals betrachten wir nur reelle Exponenten, statt exp (27ti (z + k) /n)
also R exp (27ti (z+ k) /n), ohne dass wir dabei eine notationelle Unter-
scheidung machen, par abuse de language. Als Erstes sehen wir, dass

2z z 1 Rexp(riz) z Rexp(mi(z+1))
Dies folgt aus R exp(miz) = cos mz und Rexp(mi(z+ 1)) = — cos iz sowie

aus I'(z/2+1/2)1(z/2+1) =27*T(1/2)"(z +1).
Schreiben wir noch den Fall n = 3 mit reellen Exponenten an.

\/g (Z 1)cos(z7r2/3)

. V2 —
83(2)=3" T (5 +3
z 2 cos((z+1)m2/3) z cos((z42)m2/3)

Da 81 (n) = n! fiir ganzzahliges n > 0 ist, kann man die schwingende Fa-
kultat in ihrer allgemeinen Form (1.58) auch als eine Verallgemeinerung
der gewohnlichen Fakultét auffassen.

Die Funktionen 8y (z) erinnern in ihrer Struktur an die Multiplikati-
onsformel der Gammafunktion. Wéahrend aber die gaufische Formel ein
Produkt von Werten der Gammafunktion ist, wird hier die Sicht von Wal-
lis eingenommen, die ein Produkt von Quotienten betrachtet,

F((z+k+1)/M)*/T((z+k+1)/n),

wobei die Summe der Exponenten Y oy = 0 ist.

Vielleicht hitte John Wallis, dessen berithmte Formel unsere Uberle-
gungen eingeleitet hat, Gefallen gefunden an der Darstellung (1.58), die
ja auch seine Formel fiir 7t in der Form 7 = 2/8, (1 /2)% enthilt.
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ASYMPTOTIK UND SCHRANKEN VON N

2.1 ASYMPTOTIK DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.

Eine asymptotische Entwicklung fiir die schwingende Fakultit zu finden
bedeutet eine Entwicklung fiir einen Quotienten von nahe beieinanderlie-
genden Werten der Gammafunktion zu finden. Dazu kénnte man deren
stirlingsche Entwicklungen dividieren, effizientere Formeln erhilt man,
wenn man von folgendem Satz ausgeht.

Satz 3 Mit einem reellen o, 0 < ax < 1, gilt

- (1—20)%%
2K

12« X+(X

—2n
Mx+1—0a) +O0(x M) (2.1)

ngei bezeichnet x™ = x(x +1)--- (x + n— 1) die steigende Fakultiit (wobei
x0 = 1). Die bay (x) sind spezielle (nicht Standard) Bernoulli-Polynome, die
rekursiv definiert sind als bo(x) = 1 und fiir n > 1 durch

Boki2
b —2 brn_ 21—
2n(x XE <2k+1)2k+2 n—2k—2 (x)

By sind die Bernoulli-Zahlen [1, (23.1.2)].

Beweis: Der Satz ist ein Spezialfall einer asymptotischen Entwicklung
von Quotienten der Form I'(x + «)/T'(x + B), die J. L. Fields [27] angege-
ben hat und dessen Beweis auch ausfiihrlich in [52, S. 34] dargestellt wird.
Zum Zusammenhang von b, (x) mit den (verallgemeinerten) Bernoulli-
Polynomen verweisen wir auch auf [66]. ¢

Nun bemerken wir, dass mit der Definition

(x\1/2T(x/8+1/4)
Glx) = <§> (x/8+3/4) (22)
und der Identitit

Mx+1/2)  G(8x+2)
Px+1)  (x+1/4)/2

22



2.1 ASYMPTOTIK DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.

sich die schwingende Fakultdt auch schreiben l4sst

2% G(4X+2)cos(x7r)
IRy, )

Aus (2.1) gewinnen wir mit « = 1/4 eine einfache gerade und einhiillende
asymptotische Reihe fiir G(x). Unter einer einhiillenden asymptotischen
Reihe verstehen wir dabei, dass unter der Voraussetzung, dass x reell
und positiv ist, die restlichen Terme der Entwicklung beschrankt sind
durch den Betrag des ersten nicht berticksichtigten Terms, der Fehler
das selbe Vorzeichen hat wie dieser, und das Vorzeichen alterniert.
Wenden wir auf diese den Logarithmus an und expandieren, so folgt
1 10 976 22160 12933376

NG ==+ @36 T %8 0

+0(x" ") . (2.9)
Entwickeln wir nun in

G(x)¢ =exp(cInG(x)) = exp(fc/x2 +10c/x* =)
die Exponentialfunktion, so erhalten wir

¢ 20c+c?2  1952¢+60c? +¢3 _
G(x)°:1—x—2+ I i +0(x78).

Setzen wir dies in (2.3) ein, dann gewinnen wir eine asymptotische Ent-
wicklung der schwingenden Fakultdt, wobei x = 4x + 2 und ¢ = cosxm
gesetzt ist.

e 2 (8N (1 () _0tc 19524 60ctc? 25)
VX x2 2 6x° B

Wir heben die einfache Naherung hervor, die sich ergibt, wenn man in

(2.5) den dritten Faktor gleich 1 setzt.

2% 1 —cos(x7)/2
X! = ﬁ (% + Z) + O (X_z) (26)

Einhiillende Schranken fiir x} findet man, wenn man die Funktionen

2% sx o\ —cos(7x) /2
N (2 * 4) (27)

bCX(X) - \/77[
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fiir die Parameter o« € {—1, 1,3} betrachtet. x liegt fiir reelles x > 1 stets
zwischen b_1(x) und bz(x). Dabei wechselt die Eigenschaft, obere oder
untere Schranke zu sein, jeweils an den ganzhalben Punkten n/2. by (x)
hatten wir in (2.6) als eine O (x*Z) Néherung an x} erkannt.

2.2 DIE LOGARITHMISCHE FORM.

Geben wir nun die logarithmische Form der asymptotischen Entwick-
lung an. Mit x = 4x + 2 ist

r(x/2+1/2)

Cx 11
T272 4x o 24x3 0 20x°

Daraus folgt unmittelbar

Int  cosmx x 1
Inxt =xIn2— ) (ln 7 + Z(p(x)> (2.8)

wobei

11 17 31 o
S L A LI :
e () 6x2 + 5x4  28x6 + 9x8 (X )

Diese asymptotische Entwicklung von Inx), die aufgefasst werden kann
als Gegenstiick zu Stirlings asymptotischer Entwicklung von Inx!, leistet
dhnlich wie diese bei der ndherungsweisen numerischen Bestimmung
von x{ fiir grof8es x gute Dienste. Wenn x > 0 und reell ist, dann liegt der
wahre Wert von Inx} zwischen zwei aufeinanderfolgenden Naherungs-
werten der Entwicklung, was sich aus der einhiillenden asymptotischen
Reihe von In G(x) ergibt.

Eine weitere Darstellung von Inx} gewinnt man mit der Hurwitz-Zeta-
funktion (s, x). Wenn man mit ' (s,x) die Ableitung von ¢ (s, x) nach s
bezeichnet und ¢} (x) = ¢’ (0,%) setzt, dann gilt

_ Inm , (X , (x 1
Inx —xan—T—cos(xrr) (Co (z —H) — 0o (E +§)) . (29

Zum Beweis muss man nur die bekannte Formel von Lerch [50] anwen-
den, logT'(x) = (j (x) — ;5 (1) . Als Nebenergebnis erhilt man so die
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2.3 EINE TASCHENRECHNERFORMEL FUR (n .

asymptotische Entwicklung, giiltig fiir x > 1/2

N1 1 1
/ nN—¢ ) =21 o _
Go(x+1)=Go ("+ 2) 2™ 5 T 9 a0

o(x~7).

2.3 EINE TASCHENRECHNERFORMEL FUR (Znn)

Zur lustration der Effizienz der asymptotischen Entwicklung von m
wahlen wir in (2.5) x = 2n und erhalten mit N = 8n + 2

m\ 4n g1 21 a7 180323
n) Jnti/4n NZ "2N4 2N6 T 8NS NTO ) ) -

Diese Formel lasst sich noch vereinfachen zu einer attraktiven Taschen-
rechnerformel mit ganzzahligen Koeffizienten, in dem wir 180323/4 durch
180324 /4 ersetzen.

2n 4n 27i+£7@+45081 (2.10)
n \/Nm/2 NZ = N4 Ne N8 ) :

Zum Vergleich: Nach [44] besitzt der zentrale Binomialkoeffizient folgen-

de asymptotische Entwicklung:

wy_4r (11 5 a1
n)  ynm 8n  128n2  1024n3  32768n% nd

(2.11)

Bei etwa gleichem rechnerischen Aufwand liefert (2.10) ein deutlich bes-
seres Ergebnis als (2.11). Fiir n = 10 beispielsweise ergeben sich die Werte

184756,0028.. .. mit (2.11),
184756,000000034 ... mit (2.10).

2.4 FAKTORIELLE SCHRANKEN VON T..

Sei r die Nullstelle von (x/2 —1/2)! — (x/2)! in R™. (Kurioserweise haben
die Punkte (r,1) und (1/1In2, e/+/7) einen euklidischen Abstand kleiner
0.0005.) Dann gilt:

(%)!*2 < :—f < (X7]>!*2 (x>T) (2.12)
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Auch fiir x € (—1, 7] bleibt die Inklusion bestehen, allerdings dreht sich
dann die Ordnung um. Zum Beweis betrachten wir mit « = 1 — cos xm
und 3 = —1—cosxm

222\ X! 2%(x/2)12\ P
( N ) (x/2)12 ‘Xz‘(x/2—1/2>!2< NG )

Dies folgt aus (1.10) mit I'(x/2+1/2) = (x!/(x/2)!)(y/7t/2%). Seinun x > r.
Dann ist der ganz links stehende Faktor > 1, weil die Basis > 1 ist und

der Exponent & > 0 ist. Der ganz rechts stehende Faktor ist < 1, da der
Exponent 3 < 0 ist. Damit konnen wir diese Faktoren weglassen, sofern
wir ,=" durch ,<’ ersetzen. Die Behauptung ist so fiir x > r bewiesen, der
Fall x < r lasst sich dhnlich behandeln.

2.5 SCHRANKEN VON T UND log(m).

Lemma 4 Mit der Bezeichnung s(x) = % In(x+1/4) + (8x + 2)72 Qilt

10 ( Fx+1)

 (8x+2)* T(x+ 1/2)) <s(x) (x>-1/2). (213)

Beweis: Da T'(x +1)/T(x+1/2) = y/x+1/4/G (8x + 2) wobei G(x) in (2.2)
definiert wurde und In G(x) die asymptotische Entwicklung (2.4) besitzt,
folgt

(x+1)
ln(m> ( )+O( )

Der Fehler fallt positiv aus, und da die asymptotische Entwicklung (2.4)

einhiillend ist, gilt die obere Schranke in (2.13). Nimmt man in der Ent-
wicklung einen weiteren Term hinzu, so erhilt man die untere Schranke.

Satz 5 Mit der Bezeichnung b(x) = 1/x/2+1/4 exp((4x +2)72) ist

“Tx) < \/7?;% <blx)  (x=3/2). (2.14)

Weiter gilt fiir x > 3/2 die Schranke

In(2x+ 1)+ % In(rt/4) + (4x+2)"2 . (2.15)

N\—‘

Inxt—xIn2| <



2.6 DIE ALTERNIERENDE LOGARITHMISCHE SUMME.

Beweis: Wendet man das Lemma in seine exponentielle Form so erhalt
man aus \/E;—i < % und b(x) = exp(s(x/2)) die obere Schran-

ke und damit aus b~ (x) < % < \/ﬁ% die untere Schranke.
Die Abschitzung (2.15) folgt direkt aus (2.13), denn sie ist gleichbedeu-

tend mit [Inx? —x1In2| < s(x/2) +In(y/7) .

Folgerung 6 Es gilt die Inklusion

1/2 1/2
<Xi]> <ﬁt;—i< (X?) (x >3/2) (2.16)
und die Schranke
1 1
Inxt—xIn2| < 3 In(x+1)+ l In(7t/2) (x >2). (2.17)

Beweis: Die Inklusion (2.16) folgt aus (2.14) und b(x) < y/x/2+1/2, was
eine Konsequenz ist von

exp((4x+2)72) < (x/2+1/2)V2 / (x/2+1/8)V/?  (x>0).

Die Abschétzung (2.15) vereinfacht sich zu (2.17), wobei die rechte Seite

von (2.15) sich um den Wert + In (%::[%) — (4x+2)72 > 0 vergroRert.

2.6 DIE ALTERNIERENDE LOGARITHMISCHE SUMME.

Mit der Schreibweise lgx fiir log, x wollen jetzt lgm als summatorische
Funktion interpretieren. Denn setzen wir

An) =1+ (-1)"(1-1gn),

so konnen wir Ignt = 3 ; <, A(k) schreiben, was man leicht sieht,
wenn man 1g n? —1g (n — 1)1 betrachtet. Mit anderen Worten, wir konnen
die Logarithmen der ersten n Zahlen mit Hilfe der schwingenden Fa-
kultat alternierend summieren, denn die letzte Gleichung lasst sich auch
schreiben

Z ()T igk =lgn—n+n odd] . (2.18)
1<k<n
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1
0 4 8 12 16
T

Abbildung 3 - Die alternierende Fakultat

n (n) n a(n) n a(n)
103 5,3090009 | 107  15,274424 | 10"  25,240209
10% 6,9696403 | 10'°  16,935389 | 10'¢  26,901173
10°  8,6305719 | 10""  18,596353 | 10'7  28,562137
10 10,291533 | 10'2  20,257317 | 10'8  30,223101
107 11,952496 | 10'3  21,918281 | 1017  31,884065
108 13,613460 | 10"  23,579245 | 1020  33,545029

Tabelle 3 - (1) = 3 1 cycn (=1 )k log, (k).

Tabelle 3 fiihrt einige Werte der alternierenden Summe des binidren Lo-
garithmus auf. Mit der Bezeichnung y(n) = ny/2™ ist lgni =n +1gy(n)
und so vereinfacht sich die rechte Seite der Gleichung zu 1gy(n) + [n odd].
Allgemein interpoliert «(x) = lgvy(x) + (1 — cos(x7t))/2 die betrachte-
te Summe. Ubersetzen wir diese Aussage zuriick in die multiplikative
Sprechweise, so erhalten wir die alternierende Fakultiit.

1131517_. . .,n(—1)("+” _ 32(1—cos(n7r))/2

2°476 n (2.19)

Bemerkenswert ist, dass die rechte Seite der Gleichung nun fiir beliebi-
ge komplexe Werte von n definiert ist (vgl. Abbildung 3). Mit der Inte-
graldarstellung von n? (1.21) kénnen wir auch schreiben

n 1)k [ ] 1 n—1—[n even]
k(=1F = pn even J ( 1 7t2> dt . (2.20)
k=1 0
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Die asymptotische Entwicklung der schwingenden Fakultit liefert

1
E (=) ¥Ink = 3 lng + COSZTm (Inn+ @), (2.21)
1<k<n
wobei
—1 -3 -5 -7
n n n 17n o
S R FE

2.7 BERNOULLI-FUNKTION UND X!.

In diesem Abschnitt wollen wir eine Beziehung zwischen der Zetafunkti-
on und der schwingenden Fakultit betrachten. Dabei verwenden wir die
Bezeichnung By (x) fiir die Bernoulli-Polynome [1, 23.1.1] und B, =
B (1) fir die Bernoulli-Zahlen.

Weiter sei B(s) = B(s, 1) die Bernoulli-Funktion , welche definiert ist als
der Spezialfall x = 1 der allgemeinen Bernoulli-Funktion

B(s,x) =—sl(1—s,x) (seCxeR,x¢{0,—1,-2,...}) .

Hier ist ¢(s,x) = > % 5 (n+x)"° die Hurwitz-Zetafunktion. Wo not-
wendig verstehen wir die Definition von B(s,x) durch Grenzwerte er-
gédnzt, etwa B(0,x) = 1 fiir reelles x > 0.

Ausgangspunkt ist nun die bekannte Formel

1
B _ —(—U“L B2 (x)dx . (2.22)

Diese Formel wollen wir verallgemeinern zu

B ([ () e s> (229
Dabei steht g(s) fiir

o(s) *COS(T(S)( F(s+1) )60s2n5_1
B Ms+1/2)
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Als erstes sehen wir, dass sich fiir s = 2n (n > 0 ganze Zahl) die Formel
(2.23) auf (2.22) reduziert, denn dann gilt

B(2n,x) = —2n{(1 —2n,x) =B (x) (x €10,1]) . (2.24)

Diese klassische Beziehung zwischen der Bernoulli Funktion und den
Bernoulli Polynomen wird zum Beispiel bei Apostol [5] hergeleitet. Wei-
terhin ist auf der linken Seite von (2.22) in diesem Fall (2111) = (2n) und
auf der rechten Seite ist (—1)™ = g(n).

Den allgemeinen Fall sieht man so ein. Mit der riemannschen Reflexi-
onsgleichung fiir ((s) hat man

20(s)

B(s) = —s(1—s) = —cos(sm/2) 20 s!

(2.25)

und wegen der Umrechnungsformel (1.13) zwischen den Fakultdten kann
man das schreiben

O GUE =

Des Weiteren gilt

20(s) 1 (C(1—5/2,x)\?
—L(w) b b=

Dies ist ein Spezialfall einer Formel von Mikolas [62], folgt zum Beispiel
auch aus einer Formel von Espinosa und Moll [25, 3.5] mit z — 1 —z/2.
Eingesetzt in die rechte Seite von (2.26) vereinfacht sich die Formel zu
unserer behaupteten Formel (2.23).



HYPERGEOMETRISCHE DARSTELLUNGEN VON N:

3.1 DARSTELLUNGEN MIT KLASSISCHEN IDENTITATEN.

Wir geben in diesem Abschnitt vier hypergeometrische Darstellungen
der schwingenden Fakultét z; an. Zur Definition der hypergeometrischen
Funktion F ( aéb {z) verweisen wir auf [4]. Weiter setzen wir in diesem Ab-
schnitt ein reelles z > 0 voraus. Fiir den ganzzahligen Fall ni sind in der
Formelsammlung (F) die wichtigsten Identitdten tabellarisch zusammen-
gestellt.

Ausgangspunkt ist Kummers hypergeometrische Identitét in ihrer ur-
spriinglichen Form [45, S.32] und in ihrer quadratisch transformierten
Form [81, 2.3.2.1].

(a—b)!(a/2)! _F a,b
(a/2—b)lal (l—i-a—b'x)xz_]

—(lx)aF<a/2“/2b,a/2‘ —4x )
x=—1

14+a—-b (1—x)?

Setzen wir hierin a = z und b = z/2, so erhalten wir

M (z/2+1) :F( z,z/2 ’_1) — 2 ZF (1/2,1/2‘]) 3.1)

Nz+1) z/2+1 z/2+1

Jeweils eingesetzt in (1.11), liefert dies die ersten zwei hypergeometri-
schen Darstellungen der schwingenden Fakultat

B ZZ ZZ Z,Z/Z — COs Z7T .

B GG
_2F 1 z/2,1/2 TeosEm

=R E) o

Auf (3.3) konnen wir die Formel von Clausen [45, (7.11)] anwenden und

31
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erhalten

—cos(zm)/2
N 1)) . (3-4)

Des Weiteren hat Binet [7, S. 194f] im Jahr 1839 folgende Relationen an-

zZ*Z lF z,z/2+1/2,1
N m \z+1,2/2+1

gegeben, giiltig fiir Rez > 0

( Mz+1) )2 7 7ZF(1/2,1/2‘]> 5)
M(z+1/2)) — B2(1/2,z+1/2) 41 35

Hier ist B(z,w) die Betafunktion. Eingesetzt in unsere Standardformel

(1.10) ergibt dies die vierte hypergeometrische Darstellung der schwin-

genden Fakultat
2z 2 ]/2/]/2 —cos(zm)/2
= — —F 1 ) .
2 ﬁ(z (z/2+1‘ )) (Rez > 0) (3.6)
Mit (2.5) gewinnen wir daraus die asymptotische Darstellung
12120y 111
lnF(X/Z—F]‘])iZX 12X3+1OX5 (X_>OO) (37)

3.2 EINE HYPERGEOMETRISCHE IDENTITAT.

Vergleicht man (3.4) mit (3.6), so erhdlt man

1) =zF (1/2,1/2‘]> (z>0). (3.8)

1 2z,2+1/2,1
T z+1

2z+1,z4+1

Ist z > 0 eine ganze Zahl, so gibt der Algorithmus von Zeilberger (z.B.
[45, S.93]) einen kurzen Beweis fiir diese Identitdt. Einzeln angewandt
auf die linke und rechte Seite liefert er beide Male die holonomische
Rekursionsgleichung

4z+1)2s(z) — (22+1)2s(z+1) =0.

Der gemeinsame Anfangswert ist direkt nachzupriifen. Fiir die linke Sei-
te gilt:

s(1) = %F <Z,3/2,1

1i 2k+1/2)8 4
3,2 = 1/2 (k+2)! =«




3.3 DIE SCHWINGENDEN LEGENDRE-POLYNOME.

Und fiir die rechte Seite gilt:

- (1/21)2 e (2k)12 4
S(”_F( ’) Zk@k rn)

Letzteres ist eine wohlbekannte Darstellung von 7 (siehe z.B. [12]).

3.3 DIE SCHWINGENDEN LEGENDRE-POLYNOME.

Eine Darstellung der ganzzahligen schwingenden Fakultét als alternie-
rende binomische Summe gibt der nédchste Satz. Dazu definieren wir zu-
erst die schwingenden Legendre-Polynome als

n 1—x
Quix) = (1431w (153

wobei P (x) = % ((xz — 1)“) /(2™n!) die Legendre-Polynome sind.
Satz 7 Die schwingenden Legendre-Polynome haben die Darstellung
n n 2
Quix) = Y (-1¥ () x. 69
k=0

Als Spezialfall erhalten wir eine Summendarstellung der schwingenden Fakultit

(—)/2 ) = { Qn(1) (n even) ;
nQn_1(1) (n odd) .

Beweis. Aus der bekannten Rekursionsgleichung der Legendre-Polyno-
me [45, S.2] folgt die Rekursionsgleichung fiir die schwingenden Legendre-
Polynome

(N+2)Qni2(x)+ (x=1)(2n+3)Qny1(x)
+(x+12M+1)Qnx) =0 (3.10)

mit den Anfangswerten Qo(x) =1 und Qq(x) =1—x.
Die angegebene binomische Summe gentigt ebenfalls dieser Rekursi-
onsgleichung, was man etwa mit dem Algorithmus von D. Zeilberger
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bestitigt (vgl. dazu [79] und [45]). Diese Routinepriifung delegieren wir
an ein Mathematikprogramm. Die Anfangswerte sind klar.

Zum Spezialfall. Fiir x = 1 vereinfacht sich die Rekursionsgleichung
der Polynome zu (n+2)Qn42(1) +4(n+1)Qn (1) = 0. Auf der anderen
Seite gentigt 0 = n!/ [n/2]!? der Rekursionsgleichung

2 (—=1)m™ [ ad] 4 [n even]
an=2an1 (2) = aun e (2) G

n

fir n > 1 mit dem Anfangswert q; = 1. Fiir gerades n erzeugen beide
Rekursionen gleiche Werte, und fiir ungerades n folgt die Summendar-
stellungaus i =n(n—1.¢

Wir geben noch zwei weitere Darstellungen der schwingenden Le-
gendre-Polynome an, die beide unmittelbar aus entsprechenden Darstel-
lungen der Legendre-Polynome folgen [45, S.1].

Qui = Y (1) (0 ek 612

k=0

nln/2| 2k
_(x=1 ek (M) (2n—2k\ (1+x
Qui = (*5) P )G 6

Zur Systematisierung der gegebenen Relationen ist es zweckmaflig, noch

einen Blick auf die hypergeometrischen Darstellungen zu werfen. Wir

X
x+1

fithren nur die drei Einfachsten auf.

Qun(x) =F (—n,;n'ix) =(x+1)"F <—n,r11+1

gwﬂ““%““’““’ﬂ) .

1

Sie folgen aus der hypergeometrischen Darstellung der Legendre-Poly-
nome [45, S.3], dem pfaffschen Reflexionsgesetz und der eulerschen Iden-
titat (vgl. dazu [31, S.217f]).



3.4 DIE DOPPELTE UND DIE UNGERADE FAKULTAT.

3.4 DIE DOPPELTE UND DIE UNGERADE FAKULTAT.

Bekanntlich [46, (7.3)] besitzen die Legendre-Polynome die endliche Fou-
rier-Reihe

k(1/2nk i(n—2k)0

9) =
(cos TR

Damit folgt aus Satz 7 unmittelbar folgende binomische Summe fiir nin!.

n k n—k
mn! = 2n-n odd] Z (2) (—1)k (%) (% +n odd]) (3.14)

k=0

Nun ist nach (1.42) nin! = (n/ )2 und n’ ist nach (1.43) das Produkt der
ersten [n/2] ungeraden Zahlen. Verwenden wir die spezielle Notation
fur die doppelt steigende Fakultitsfunktion

x"M=x(x+2)(x+4)---(x+2(n—1)) (n>0, ganze Zahl), (3.15)

und setzen x° = 1, so kénnen wir mit Hilfe der ungeraden Fakultit ™
einprégsamer schreiben

n n = =\ 2
Yy (k)(—nkﬂﬂzﬂ*k - (2“1“) . (3.16)

k=0
3.5 EINE ALTE UND EINE NEUE SUMME.

Helmut Prodinger gab in Knuth's old sum - a survey ([70], vgl. [40]) einen
Uberblick iiber Methoden, die Identitit von Reed-Dawson

Z (—1)kan—k (E) (Z]l{) = [n even] (3.17)

k>0

zu beweisen. Von dieser Gleichung wollen wir folgende Verallgemeine-
rung zeigen

S (nknk @ (Zlf) (“%k”) —m. (3.18)

k>0
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Ist n gerade, besagt ein Vergleich der Formeln, dass wir den Faktor
(n —k+2)/2 bei den Summanden weglassen kénnen, ohne dadurch die
Summe zu verdndern. Ist dagegen n ungerade, so sehen wir, dass die ,al-
te Summe’ (3.17) zusammenbricht wéahrend die ,neue Summe’ (3.18) nach
wie vor i berechnet.

Betrachten wir dazu mit den Anfangswerten Ry, Ry und R3 das Rekur-
sionsschema

(1—2n)Rp_1+(n—T)n—2)(n+2)Ry_

Rn =4 nn+1)(n—3)

n=4) (319

Zeilbergers Algorithmus (hier in der Implementierung sumrecursion von
W. Koepf [45]) bestétigt, dass die linke Seite von (3.18) diese holonome
Rekursionsgleichung erfiillt. Als Anfangswerte finden sich Ry =1, Ry =
2, R3 = 6. Zu zeigen bleibt noch, dass auch die schwingende Fakultat
dieser Rekursion gentigt. Setzen wir R, = ¢ = n!/ Ln/ZJ!2 ein, so er-
halten wir eine Rekursion fiir die Fakultit n! = an(n—1)'+ pfn(n—2)!
mit

B 4(1=2n) [n/2)12
M T )n—3) [(n—1)/212"

4dn—1)(n—=2)(n+2)|n/2J1?
nn+1)(n-3)[(n-2)/2]12

Bn:

und n > 3.Da an/n+ Bn/((n—1)n) = 1ist, wie man leicht nachrechnet,
ist diese Rekursion von n! giiltig und in Folge dessen wird auch die
Rekursionsgleichung (3.19) von n erfiillt.

36 DIE VERALLGEMEINERTEN REED-DAWSON-POLYNOME.

Wir wollen noch die hypergeometrische Form der verallgemeinerten Reed-
Dawson-Identitét herleiten. Dazu spalten wir die Summe (3.18) im Fak-
tor (n —k +2)/2 auf, wenden die Identitat (Z]f) = (qk/z) (—)* an und
erhalten

N -1)2 N —1\[(=1/2
=2 Z(E)( " )zk+z gz(”k )( X )zk.
k>0 k>0

Man sieht nun leicht, dass die erste Summe verschwindet, wenn n gerade
ist, und die zweite Summe verschwindet, wenn n ungerade ist. Damit



3.6 DIE VERALLGEMEINERTEN REED-DAWSON-POLYNOME.

Ro(x) =1

R] (X) =1

Ry (x) = 4 — 8x + 6x2

R3(x) = 12— 24x + 18x2

R4 (x) = 16 — 64x + 144x2 —160x3 + 70x*

Rs(x) = 80 — 320x 4 720x% — 800x3 + 350x*

Re(x) = 64 — 384x + 1440x2 — 32003 + 4200x* — 3024x° + 924x°

Tabelle 4 — Die Polynome Ry, (x) mit Ry (1) =n.

lasst sich die rechte Seite zusammenziehen zu

[n odd] — dd —1/2
n=2" <%> Z (n [T]:O ]>< k/ >2k. (3.20)

k>0

Daraus folgt unmittelbar die hypergeometrische Darstellung

_on (M n odd] -—n+[n odd], 1/2
n=2 (2) F : 2] . (3.21)
Diese Darstellung nehmen wir zum Anlass, eine Familie von Polynomen

einzufiihren, die R-Polynome

() y _ on (MM oddl /—n+Mn odd],1/2
Rn (x) =2 ( ) x*F . 2x ) . (3-22)

(3.21) besagt damit R;OJ (1) = Nun gilt auch Rg ) (1) = und

1
J Rg” (x)dx = . (3-23)
0

Denn aus der Definition der REL‘X) (x) folgt (d/dx)Rgl1 ) (x) = Rgf)) (x) und
Rg)(O) = 0. Daher gilt f(]) RQ)(X)dX = Rg](U. Weiter ist Rg)(l) =
nRgl1 (1) falls n ungerade, und Rg ) (1) = 4R£L)

sowie Rg1 ) (1) = 1. Damit gentigt RT(J ) (1) den selben Rekursionsgleichun-

1(1)/n falls n gerade ist,

gen und dem selben Anfangswert wie n..

Anders ausgedriickt haben wir damit gezeigt, dass (k+ 1) den Koeffi-

zienten von x¥ des Polynoms Ry (x) = RElo ) (x) teilt.
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SO(X) =1

S1(x) =2—x

S,5(x) =4 — 8x + 6x2

S3(x) = 16 — 24x + 24x% — 10x3

S4(x) = 16 — 64x + 144x% — 160x> + 70x

S5(x) = 96 — 240x + 480x2 — 600x3 + 420x* — 126x°

Sg(x) = 64 — 384x + 1440x% — 3200x3 + 4200x* — 3024x° + 924x°

Tabelle 5 — Die Polynome Sy, (x) mit Sy (1) =n2 .

3.7 DIE SYMMETRISCHE REED-DAWSON-IDENTITAT.

Die klassische Reed-Dawson-Identitét (3.17) ist

n evenjni = Z (—2)nk G{l) (Z]lc)

k>0

Unter der schwingenden Reed-Dawson-Identitit verstehen wir

_ _ 9yn—k—[n odd] n+n Odd]) <2k)
= Z( 2) <k+ n odd] k) (3-24)

k>0

Hier haben wir die linken Seite aus der Abhéngigkeit von der Paritat
gelost indem wir diese in die binomische Summe auf der rechten Sei-
te eingebaut haben. Leicht verallgemeinernd betrachten wir dazu die S-

Polynome
n+Mn odd] —x\*
Sp(x) = 200 0ddl 57 ( ) ( ) (—) . G2
o k+[n odd] 2
oder in hypergeometrischer Schreibweise fiir n > 0
dd]
n (T o —n,1/2
Sn(x)=2 < 2 ) F 1+[n0dd]2x . (3.26)

Die schwingende Reed-Dawson-Identitit schreibt sich damit S (1) = n.
Zum Beweis betrachten wir die Rekursionsgleichung

4n—1TM—=2)+2Mn odd]T(n—1)

Tm) = n+ [n odd] (n>2)




3.8 WEITERE HYPERGEOMETRISCHE DARSTELLUNGEN VON M.

mit den Anfangswerten T(0) = T(1) = 1. Man kann sich mit dem Algo-
rithmus von D. Zeilberger leicht vergewissern, dass sowohl der mittlere
Binomialkoeffizient (LnT/‘2 J) wie auch 2™"F(—m,1/2; 1+ [n odd]; 2) die-
ser Rekursion gentigt. Die Behauptung folgt somit aus

R —n,1/2
Sn“)_( 2 ) 2 F(lJr[n odd]lz)

) ()

38 WEITERE HYPERGEOMETRISCHE DARSTELLUNGEN VON M.

In der Formelsammlung (F) sind 14 hypergeometrische Darstellungen
der ganzzahligen schwingenden Fakultdt n? zusammengestellt, von de-
nen wir einen Grofiteil in den letzten Abschnitten besprochen haben.
Diese Darstellungen konnen teilweise auch als binomische Identitdten
geschrieben werden. Als Beispiel betrachten wir die Darstellung, welche
in der Tabelle mit ,PL" gekennzeichnet ist.
Sein = [n odd]. Wir definieren die Polynome

_ k—(n—m)/2—1\ /k—m—1/2\
pig=2n 3 (7 A
og<k<n
Fiir x = 1 erhilt man

oy (k*(n*kn)ﬂq)(k*nkflﬂ):nz_

0<k<n

Begriindet ist dies darin, dass die Polynome pn (x) der Rekursionsglei-
chung gentigen

—To(x—=T)n—2—m)pn—4(x) +4(x(n—1-3n)
—2n—T-m))pn—2(x) +(n—m)pn(x) =0

mit den Anfangswerten po(x) = 1 und p;(x) = 1. Dies erhdlt man mit
dem Algorithmus von Zeilberger (W. Koepf [45]). Fiir x = 1 reduziert
sich dies auf

n+n—1

pn(l) = 4n7_npn,2(]) .
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Dies ist der Fall da 0t = 1 und 1?7 = 1 sowie

n+n—1
n-—n

n=4 (n—2N n>2),

was man unmittelbar aus der Definition von m@ nachrechnet.

3.9 KETTENBRUCHENTWICKLUNGEN VON X{.

Wir geben zwei Kettenbruchentwicklungen von x! an, welche auf altbe-
kannten hypergeometrischen Darstellungen von Quotienten von Werten
der Gammafunktion und der gaufischen Kettenbruchentwicklung (vgl.
[66] und [37]) von > F; Funktionen beruhen.

Dazu definieren wir Y'(x) als Quotient zweier >F; Funktionen

2 ()

Y(x) = .
(x) x+1/2p<1/2f’< _]) (3.27)
x+1/2
Nun findet man mit [1, 15.1.21]
(Tx/2+1/2)\?
Y(x) = < M2 1) . (3.28)
Damit erhdlt man die Darstellung der schwingenden Fakultat
X = ﬁy( )(cosxn)/z (3.29)
= 7n X . 3-29

Der Wert dieser Darstellung liegt darin, dass man die Kettenbruchent-
wicklung von Gaufs auf (3.27) anwenden kann. In der Tat erhdlt man so

_ 2 (1/2)2 (x+1)2% (3/2)2 (x+2)?
T x4+ 1/24x+3/24 X +5/2+ x+7/24+ x+9/2+ - --

Y (x) (3-30)

Dies ist eine konvergente Darstellung, welche, wie W. D. Smith [83] be-
merkte, exponentiell konvergiert fiir jeden komplexen Wert von x.

Fiir den Quotienten I'(x/2+1/2)/T(x/2 + 1) gibt es noch viele andere
Kettenbruchentwicklungen, die man zur Berechnung von x heranziehen
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kann. Leider ist die Konvergenzgeschwindigkeit der meisten dieser Dar-
stellungen nicht befriedigend (subgeometrische Konvergenz).

Eine Darstellung ist aber bemerkenswert, weil sie, neben geometri-
scher Konvergenz, die Eigenschaft hat, fiir jede ganze Zahl mit der ex-
akten Antwort abzubrechen. Sei (vgl. [1, 15.1.24])

zm:iF( hx ‘]

U \x241)2) = (3:31)

F(x/2+1)
) TT(x/2+1/2)

Damit erhélt man eine weitere Darstellung der schwingenden Fakultit

2% :
X = 7Z(X)sm(n(x71/2)] )

7 (3-32)

Die gaufische Kettenbruchentwicklung von Z(x) ist

Z(x)  x/2 x(x/2)/21(x/2—-1)/2
= 1/2 7 x/2—x/24+ 1+ x/24+2—
(x+1)(x/24+1)/22(x/2—-2)/2

x/24 3+ x/24+4—---

Fiir die Reziproke von Z(x) findet man die Kettenbruchentwicklung

n1/2 x/2  1(x/2—1)/2 (x+1)(x/2+1)/2

Z(x)  x/2+1+ x/2+2— x/2+ 3+
2x/2—2)/2 (x+2)(x/2+2)/2
x/2+4— X/24+5+---

und damit eine Kettenbruchentwicklung der schwingenden Fakultat

x/2 1(x/2—1)/2 (x +1)(x/2+1)/2] ™

2 |1-
X 21+ x2+2—  x/243+--

- (3-33)

Man vergleiche dazu auch die Formeln 51 bis 55 bei W. D. Smith [83].
Fir positives, ganzzahliges n vereinfacht sich dies zu

n=2"(|n/2] +1/2)™ U ip (In/2)).
Dabei ist der Kettenbruch kb(z) gegeben mit den Abkiirzungen

o (z) = (2z4+k)(z+ k), Br(z) =k(z—k) und yi(z) =z+k
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durch

Kkb(z) =1—

=2
o
+

N|—=

Ya(z) = 3 w2l2)

S 2ys(z) 4
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4.1 EIN ALGORITHMUS ZUR BERECHNUNG VON N!.

Kehren wir zu der eingangs gestellten Frage zuriick, wie man die Fakul-
tat n! effizient berechnen kann. Wir wissen nun, dass sie sich berechnen
lasst mittels der quadratischen Rekursion n! = |n/2|!?
dem Rekursionsanfang 0! = 1. Dabei ist zu verstehen, dass n mittels

n fiirn > 0 und

Primfaktorzerlegung ermittelt wird. Die Primfaktoren der schwingenden
Fakultiten lassen sich auf Grund von Satz 1 mit Hilfe eines Primzahlen-
siebs einfach und schnell finden.

Diesen Algorithmus wollen wir dscFactorial nennen (dsc steht als Ab-
kirzung fiir divide, swing and conquer). Ein Beispiel dazu ist

R = 2.3
no= 22.5.7

1% = 23.32.5.11-13

3 = 2%.32.5.17.19.23-29.31

620 = 25.7.11-17-19-37-41.43.47.53.59 .61
621 = ((((123)27)%15)231)2 62

Dazu ermittelt man die Primexponenten von |[n/2% | fiir k > 0, wobei
man sich die Relation ||n/2|/p*| = ||n/p¥|/2] zu Nutze macht, die
einem erlaubt, diese Exponenten mittels einfacher Schiebeoperationen
aus [n/p*| zu bestimmen. Rechnerisch wertvoll ist auch die Relation
per (M) < n, denn sie erlaubt den von p herriihrenden Anteil von m
auf Registerebene zu berechnen, solange n in das Register des Rechners
passt. Eine Buchfiihrung tiber die Exponenten ist nicht erforderlich.

Nachdem alle Primanteile von |n/2¥| auf die k-te von log, n Listen
gesetzt sind, werden diese mittels eines divide-and-conquer-Produktes zu-
sammengefasst.

Nehmen wir nun an, dass dieses wiederum auf einen divide-and-conquer-
Multiplikationsalgorithmus aufsetzt, etwa den von Karatsuba, so durch-
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lauft die Rechnung drei Ebenen von divide-and-conquer-Strategien, bevor
tatsdchlich eine Multiplikation ausgefiihrt wird. Schliefllich nutzen wir
noch den Umstand, dass Multiplikationen mit Potenzen der 2 auf bi-
nédren Computern besonders schnell sind. Wir berechnen daher nur den
ungeraden Anteil der schwingenden Fakultit, und multiplizieren das Er-
gebnis der Rekursion mit 2™~ °2 (") wobei 02 (n) die Anzahl der Stellen
von n in der bindren Basis ist.

Eine der ersten Fragen, die sich bei der Implementierung von dscFacto-
rial stellt, ist, wie viel Speicherplatz fiir die Faktorenlisten bereitgestellt
werden muss. Dies ist gleichbedeutend zur Frage nach der Anzahl der
Primfaktoren von . Hilfreich sind fiir die Praxis dabei folgende ein-
fache Schranken fiir die Anzahl aller Primfaktoren der schwingenden Fa-
kultat Q(mn2). Die Schranken wurden im angegebenen Bereich numerisch
verifiziert.

Im Bereich 25 < n. < 10 gilt:

+n1/6J <OQ(m) < \‘ —0—n1/2J

{L o
log,(n/2) log,(n/2)

4.2 SWING TIME: ZEITKOMPLEXITAT VON MNJ.

Uberlegen wir uns nun, wie viel Zeit die Berechnung des Produkts die-
ser Primfaktorlisten bei Verwendung der rekursiven dive-and-conquer Me-
thode braucht. Wir verstehen darunter die Berechnung von n: tiber die
Rekursion m? = P(1,Q(m2)) und

P(k,n) =Pk, 1)-P(l+1,n), (k<n, l=][(k+n)/2])

mit dem Rekursionsschluss P(n,n) = P(n), wobei P(n) der n-te Prim-
faktor aus der Liste ist, die wir mit F(n?) bezeichnen wollen. Da die
Bitlainge von m? ~ n ist, durchlduft die Rekursion logn Stufen, wobei
in der letzten Stufe zwei Faktoren der Bitlinge n/2 multipliziert wer-
den, die aus vier Faktoren der Bitlinge n/4 gewonnen wurden, usw.
Nehmen wir nun an, dass wir zwei bindre Ganzzahlen mit Bitlinge
n in Masy(n) = Pnlog(an)(1 +loglog(an)) («, B > 0) Zeiteinheiten
multiplizieren konnen (dies leistet asymptotisch die Schonhage-Strassen-
Multiplikation [77, 5.208,6.1.33]), so werden wir auf folgende asymptoti-
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sche Aussage fiir die Berechnungszeit des Produktes gefiihrt:

TprodF(nz) ~ Bnloglog(n) Z log(oan*i)

1<i<|Ign |

~ %n (logn)2 loglogn

Verwendet man das Sieb des Eratosthenes zur Erstellung der Primfak-
torlisten, so kann man zeigen, dass bei hinreichend grofiem n die Zeit
TprimF(nz) zur Ermittlung der Primfaktoren von n? vernachldssigt wer-
den kann gegentiber der Zeit zur Bildung des Produktes (vgl. [6, S. 297]).
Damit kommen wir zu dem Schluss, dass der Zeitaufwand Tsying(m)
fiir die Berechnung der schwingenden Fakultdt von n asymptotisch be-
schrankt ist durch die Ordnung n(log n)? loglogn.

Tswing () = Tprod F(MY) + TprimF(12) = O(n(logn)?loglogn)

4.3 FACTORIAL TIME: ZEITKOMPLEXITAT VON N!.

Sei Tyyit(n, m) die Zeit, die eine Multiplikation zweier Faktoren mit den
Bitlingen n respektive m bendtigt, Ty qq (k) die Zeit, die das Quadrieren
einer Zahl mit Bitldnge k erfordert. Da die Bitlainge von n! ~ nlogn
ist, konnen wir die Zeit Tg4s.(n), welche die Berechnung von n! mittels
dscFactorial benotigt, fiir grofles n wie folgt abschatzen:

TaseM) ~  Xocion Tmutt(2[n/24 [ log[n/2 |, [n/24 )
+ Y o<ion Tquad([n/2 1 [ log /241 )
+ ZO<1<7\ Tswing( Ln/le) (7\ = |log, (n”)

Setzen wir in Tyy1e(n,n) und Tgyqa(n) die asymptotische Laufzeit
der Schonhage-Strassen-Multiplikation M sy (1) ein, so sieht man leicht,
dass die beiden ersten Summen beschréankt sind von der asymptotischen
Ordnung n(logn)?loglogn. Weiter lasst sich die Summe der Berech-
nungszeiten der schwingenden Fakultdten durch ein konstantes Vielfa-
ches von Tg,ying(n) abschidtzen. Damit folgt mit dem Ergebnis des letz-
ten Abschnitts, dass insgesamt gilt:

Tgse (M) = O(n(logn)? loglogn) (4.1)
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Factorial(m)
if n <2 then return(1) end_if

return(Factorial (|n/2] )2 PrimeSwing(n))

PrimeSwing(n)
count < 0
for prime in Primes(2...n) do
qmnp<1
repeat
q < [q/prime]
if q is odd then p < p:prime end_if

until q =0

if p>1 then FactorList[count++] < p end_if
end_for
index <0

return(Product(FactorList, count))

Product(list, len)
if len =0 then return(1) end_if
if len =1 then return(list[findex++]) end_if
hlen < [len/2|
return(Product(list, len —hlen) Product(list, hlen))

Algo. 2 — Berechnung von n! mit Primzahlzerlegung von 12

Die Laufzeit von dscFactorial ist damit asymptotisch durch die gleiche
Ordnung beschrankt ist wie die Multiplikation bindrer Zahlen der Lange
log(n!).

Der schnellste bisher bekannte Algorithmus zur Berechnung von n! be-
ruht auf der Primfaktorzerlegung von n!, die dann mit der Methode des
geschachtelten Quadrierens ausmultipliziert wird. So beschrieben von A.
Schonhage et alia [77, S.225] (und in dhnlicher Form von P. B. Borwein
[9] angegeben). Bezogen auf sein Rechenmodell (mehrbandige Turingma-
schine) gibt Schonhage fiir die Laufzeit dieses Algorithmus ebenfalls die
asymptotische Ordnung von (4.1) an.

4.4 ZUR BERECHNUNG DER ERATOSTHENISCHEN FAKULTAT.

Der Algorithmus dscFactorial kann mit einer minimalen Verdnderung
auch zur Berechnung der eratosthenischen Fakultdt verwendet werden.
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Es gentigt dazu, die letzte Quadratur in der Berechnung wegzulassen.
Man vergleiche mit dem Beispiel

62" = (((((1)%30%70)%15)% 31 620

Darauf aufsetzend kann die orbitale Fakultit n© =nn!, die wir im kom-
binatorischen Teil dieser Arbeit noch betrachten werden (11.7), berechnet
!’ )2

werden als n© = (n')?, im Beispiel

62° = (1232 7)?15)%31) 6207 .

4.5 IMPLEMENTIERUNG VON DSC-FACTORIAL.

Implementierungen von dscFactorial existieren in verschiedenen Compu-
tersprachen. Im Internet werden auf der Seite [57] insgesamt 21 verschie-
dene Algorithmen zur Berechnung der Fakultit vorgestellt und miteinan-
der verglichen, neben dscFactorial auch die Methoden von Arnold Schon-
hage, Peter Borwein und Ilan Vardi [86].

Eine im Vergleich zu der im letzten Abschnitt gegebenen Beschreibung
stark vereinfachte Implementierung geben wir in Listing (2) im Pseu-
docode an. Sie besteht aus den drei Funktionen Factorial, PrimeSwing
und Product. Dabei nehmen wir an, dass der kleinste Index einer Liste
0 ist und dass index eine globale Grofe ist. Eine optimierte Implemen-
tierung mit dem Mathematikprogramm Sage findet sich am Ende dieses
Kapitels.

46 REKURSIVE BERECHNUNG VON M!.

Die Idee die Fakultat mit Hilfe der schwingenden Fakultit zu berechnen
kann auch ohne Primfaktorzerlegung umgesetzt werden. Dabei wird die
schwingende Fakultit tiber eine Rekursion berechnet. Dies fiihrt zu ei-
nem effizienten Algorithmus, den wir weiter unten in einer Python-Sage
Implementierung angeben (5). Benchmarks zeigen, dass dies der schnells-
te bekannte Algorithmus in dieser Kategorie ist [58].

Das tiberraschendste Merkmal dieses Algorithmus ist, dass dabei star-
ker Gebrauch von der Division gemacht wird — etwas, was einem nicht

in den Sinn kommt, wenn man sich der Fakultit in naiver Weise ndhert.
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4.7 ADDITIVE BERECHNUNG VON 1! UND 1.

Zur Abrundung geben wir noch eine Methode zur Berechnung der ganz-
zahligen Fakultit an, die tiberraschender Weise rein additiv ist. Sie ist ein
Spezialfall der Moessner-Paasche-Summation. Wir verweisen auf [68] und
[16, S.63f.], sowie auf [67].

MoessnerPaascheFactorial(m)
S0 — 1
form:1<m<n

sm < 0

fork-m>k>1

for i:1 <1<k
Si < Sy +sSi1

fn ¢ Sn

Algo. 3 — Additive Berechnung der Fakultét

Diese Methode besitzt ein Gegenstiick zur Berechnung der schwingen-
den Fakultdt. Wir werden in einem spéateren Kapitel die binomische Pyra-
mide einfiihren. Diese benutzt eine Rekursionsgleichung, die es erlaubt,
den Zeilenabschnitt (}), fir —n < k < 0 aus dem vorausgehenden
Zeilenabschnitt (n?) 5 zu berechnen. Auf diese Weise kann die schwin-

n

gende Fakultit als ;0 = (), rein additiv berechnet werden, wie im
Algorithmus 4.

AdditiveSwing(n)
S_1 +— 0, Spo 1
form:1<m<n
Sm < Sm—2
fork-m>k>1
if k even then sy < sy +sx_2
else sy ¢ s +sSk—1 +Sk—2
fn < Sn

Algo. 4 — Additive Berechnung der schwingenden Fakultat

Diese beiden Algorithmen bewerben sich nicht um die Teilnahme am
Wettbewerb um die effizienteste Methode. Sie sind hier nur wegen ihrer
besonderen Einfachheit aufgefiihrt.



4.8 SAGE IMPLEMENTIERUNGEN. 49

48 SAGE IMPLEMENTIERUNGEN.

Die Implementierungen wurden in dem Python-Dialekt des Mathema-
tikprogramms Sage [85] geschrieben. Algorithmus 6 benutzt die Python
Bibliotheksfunktion bisect_left und die Sage Funktion prime_range.

def factorial(n):

def product(m, len):
if len == 1: return m
if len == 2: return m * (m - 2)
hlen = len >> 1
return product(m-hlen*2, len-hlen) * product(m, hlen)

def odd_factorial(n):

if n < 5:
oddFact = [1,1,1,3,3][n]
sqr0ddFact = [1,1,1,3,3][n//2]
else:

sqrOddFact, oldOddFact = odd_factorial(n//2)
len=(n-1) // 4
if (n % 4) !=2: len +=1
high =n - ((n + 1) & 1)
oddSwing = product(high, len) // oldOddFact
oddFact = (sqrOddFact*x2) * oddSwing

return (oddFact, sqrOddFact)

def eval(n):
if n < 10: return mul(range(2,n+1))
bits = n - sum(n.digits(2))
return odd_factorial(n)[0] * 2xxbits

return eval(n)

Algo. 5 — Sage Implementierung mit Rekursion von n2
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def factorial(n):

def product(s, n, m):
if n > m: return 1
if n == m: return s[n]
k=1(n+m //2
return product(s, n, k) * product(s, k + 1, m)

def swing(m, primes):
if m < 4: return [1,1,1,3][m]

s = bisect_left(primes, 1 + isqrt(m))
d = bisect_left(primes, 1 + m // 3)

e = bisect_left(primes, 1 + m // 2)

g = bisect_left(primes, 1 + m)

factors = primes[e:g]
factors += filter(lambda x: (m//x)&1 == 1, primes[s:d])
for prime in primes[1l:s]:

p, g=1,m
while True:
q //= prime

if q == 0: break
if g & 1 == 1:
p *= prime
if p > 1: factors.append(p)

return product(factors, 0, len(factors) - 1)

def odd_factorial(n, primes):
if n < 2: return 1
return (odd_factorial(n//2,primes)x*x*2)*swing(n,primes)

def eval(n):
if n < 10: return product(range(2, n + 1), 0, n-2)
bits = n - sum(n.digits(2))
primes = prime_range(2, n + 1)
return odd_factorial(n, primes) x 2xxbits

return eval(n)

Algo. 6 — Sage Implementierung mit Primzahlzerlegung von m2
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ZERLEGBARE UND PRIME ZAHLEN

5.1 EINE ZAHLENTHEORETISCHE UNGLEICHUNG.

In diesem Abschnitt betrachten wir die schwingende Fakultdt im zahlen-
theoretischen Zusammenhang. Die Einteilung der Zahlen in Primzahlen
und zusammengesetzte Zahlen legt es nahe (etwa unter dem Paradigma
des divide-and-conquer), die Fakultét in Teilprodukte zu zerlegen, die nur
aus Primzahlen oder nur aus zusammengesetzten Zahlen bestehen, also
zu betrachten

n! = H k H q H p.
1<k<[n/2] |n/2J<q<n [n/2]<p<n
q zerlegbar P prim

Ausgedriickt mit der schwingenden Fakultat nimmt diese Gleichung die
Form an

i _[n/2]<qgn

= - (5.1)

P
[n/2]<p<n T<kg|[n/2]

Dabei bezeichnet q zerlegbare und p prime Zahlen. Nun gilt folgende
Ungleichung;:

Satz 8

II 4
Ln/2J<q<n H

q zerlegbar 3

P
o < In/2)<p<n (n>2) (5.2)

1<k<|n/2) P prim

Beweis: Die Félle 2 < n < 6363 wurden mit Hilfe eines Mathematikpro-
gramms numerisch verifiziert. Wir nehmen nun an, dass ein
n > 6363 existiert, fiir das die Ungleichung falsch ist, das heifit nach

52



5.1 EINE ZAHLENTHEORETISCHE UNGLEICHUNG.

(5.1), dass @ = [[|n/2)<p<n p? ist. Dann ist mit Anwendung der unte-

ren Schranke (2.16) der schwingenden Fakultat

! 2 /| 2/ 3/
n L 3/4 n s

> = 2| 2% — .
[r » . ( n+ 1)

[n/2]<pgn

Andererseits ist nach Satz 1 pt» (™) < n und lp () =1 fiir p > y/n, also

11[17?: H ple (M) H ple (M)

Ln/2J<p<np T<psvn Vn<p<n/3

< H n H p < nB3HVm/24n/3
T<p<ym  VAa<p<n/3

Dabei wurde die Anzahl der Primzahlen durch die Anzahl der ungera-
den Zahlen abgeschitzt und schlieSlich von der Tatsache Gebrauch ge-
macht, dass [ [, <, p < 4~ fiir x > 2 ist (siehe z.B. [65, Satz 8.5]). Daraus
folgt

23n/472n/371 < (2/7.[)3/82371/47271/3

< (n+1)3/8nBHVn)/2 (4 1)2HVN/2

Mit dem bindren Logarithmus folgt (3n/4 —2n/3 —1)/(2 + yn/2) <
Ig(n + 1), eine Relation die fiir n > 6363 falsch ist, wie man leicht sieht.
Die Behauptung ist somit fiir alle Félle bewiesen. ¢

Bezogen auf ein Intervall (a,b] = {k | a < k < b} nennen wir das
Produkt aller ganzen Zahlen Factorial(a,b), das Produkt aller Primzahlen
Primorial(a,b) und das Produkt aller zusammengesetzten Zahlen Compo-
sitorial(a,b). Damit lasst sich die Abschdtzung aus Satz 8 so formulieren:
Fiirm > 2 ist

Compositorial(|n/2], n) < Factorial(1, [n/2]) Primorial(|n/2], n)3.
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n ‘ o 1 2 3 4 8 9 10 11
ZéhlerUnp, |1 1 1 1 2 2 4 4 2 18 36 36
NennerU,, |1 1 2 6 3 15 5 35 35 35 7 77

Tabelle 6 — Ungleichung (5.3)

5.2 REKURSION DER VERSCHARFTEN UNGLEICHUNG.

Um Satz 8 fiir kleine Werte von n numerisch zu verifizieren, betrachten
wir die sehr viel schérfere Abschédtzung

( 1T q)/( IT « T1I p><1 (53)
In/2]<q<n 1<k<[n/2) [n/2]<p<n
q zerlegbar P prim

die man erhilt, wenn man p3 auf der linken Seite von (5.2) durch p
ersetzt. Bezeichnen wir die linke Seite der Ungleichung mit Uy, so lasst
sich die Folge rekursiv berechnen als Uy = 1 und

Un:Un,]un (T1>0) .

Dabei ist die Folge un, definiert als up = 1,u; = 1,up; = 1/2 und fir
n > 2 durch

if nodd then if n prime then u,, = % elseun, =nfifi;

if neven then if I prime then u, =nelse u, = % fifi .

Die Ungleichung (5.3) ist genau dann falsch, wenn der Zahler von Uy,
groBer oder gleich dem Nenner von U, ist. Mit einem Computerpro-
gramm ldsst sich auf diese Weise in wenigen Augenblicken diese Unglei-
chung fiir n € [1,20000] nachpriifen: Tatsdchlich zeigt sich dabei, dass
(5.3) in diesem Bereich nur fiir die Werte n € {10,15,27,39} nicht gilt.
Sind es die einzigen Ausnahmen? Unsere numerische Untersuchung fas-
sen wir so zusammen: Fiir 40 < n < 10° gilt

Compositorial(|n/2], n) < Factorial(1, |[n/2]) Primorial(|n/2], n) .
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5.3 BERTRANDS POSTULAT.

Aus der Ungleichung (5.2) von Satz 8 folgen zusammen mit Satz 1 einfa-
che zahlentheoretische Schranken fiir die schwingende Fakultét.

H p << H p? (n>2)
[n/2]<psn [n/2]<p<n
P prim P prim

Wendet man den bindren Logarithmus lg(n) = log,(n) auf die Unglei-
chungen an, und bedenkt, dass

Ig(n/2) (n(n) —n(n/2)) < Z Ig(p) < lg(n) (n(n) —m(n/2)) ,
[n/2]<p<n

wobei 7(x) die Anzahl der Primzahlen ist, die x nicht tibersteigen, so
folgt
lgm

m <m(n)—mn/2) <

lgm
lg(n/2)

(n=3). (5.4)

Mit den Schranken (2.16) der schwingenden Fakultit erhdlt man daraus
die einfachen Schranken fiir 7t(n) —7t(n/2) und n > 3.

nin(4) —In(n+1) —In(7t/2)

8In(n) <m(n) —mn(n/2),

nin(4)+In(n+ 1) —In(27)

ni(n) —m(n/2) < 2In(n/2)

Damit ist t(2n) —7t(n) > 0 fiir n > 1, und wir kénnen mit N. J. Fine
(zitiert nach [74]) beschwingt feststellen: , Tschebyschew hat es gesagt, und
ich sag’ es nochmal, zwischen n und 2n liegt stets eine prime Zahl.”

5.4 DIE FOLGE DER PRIMZAHLEN.

Gibt es unendlich viele Primzahlen? Nach Ribenboim ([72, S. 4]) stammt
der schonste Beweis der Unendlichkeit der Primzahlen von Hermite.
P(n) sei die Menge der Primteiler von n.

Beweis von Hermite: Es gentigt zu zeigen, dass fiir jede vorgelegte Zahl
n eine Primzahl p existiert, die grofer ist als n. Und dazu gentigt es
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P(n!+ 1) zu betrachten. Ende des Beweises von Hermite. (Denn die Men-
ge P(n!+ 1) besteht ausschliefllich aus Primteilern > n und kann nach
dem Fundamentalsatz der Arithmetik auch nicht leer sein.)

Unser Beweis: Es genligt zu zeigen, dass fiir jede vorgelegte Zahl n eine
Primzahl p existiert, die grofer ist als n. Und dazu gentigt es P((2n)?) zu
betrachten. Ende unseres Beweises. (Denn nach dem bertrandschen Pos-
tulat ist die Menge U(2n) = {p prim: n < p < 2n} nicht leer und nach
Satz 1 gilt U(2n) C P((2n)).)

Die Unendlichkeit der Primzahlen ist jetzt also doppelt abgesichert.
Aber kénnen wir damit auch alle Primzahlen generieren? Geben wir ein
konstruktives Verfahren an, indem wir zu den Beweisen jeweils eine Aus-
wahlfunktion hinzuftigen. Im Fall des hermiteschen Beweise sei dazu || n ||
der kleinste Primteiler von n. Dann betrachten wir die Folge

n—|n'+1]; 2,3,7,511,7,71,61,19,11,39916801,13,... (n>1)

Kommen darin alle Primzahlen vor? Und in welcher Reihenfolge? Im
Fall unseres Beweises bezeichne [[n] den groiten Primteiler von n. Be-
trachten wir nun die Abbildung

n—[2n0]; 2,3,57,7,11,13,13,17,19,19,23,... (n>1)

Offenbar findet man auf diese Weise alle Primzahlen und dies in natiirli-
cher Reihenfolge.

5.5 ERKENNEN VON PRIMZAHLEN.

Die schwingende Fakultat wirft auch ein Licht auf die Frage, wie Prim-
zahlen von zusammengesetzten Zahlen unterschieden werden konnen,
eine Frage der zu widmen Gauf8 mit moralischer Emphase forderte. Ein
klassisches Ergebnis ist das Alhacen-Lagrange-Kriterium [19] (von Alhacen
(Ibn al-Haytham) entdeckt, von Lagrange bewiesen, als Satz von Wilson
in der Literatur zitiert). Es besagt:

Eine Zahl n > 1 ist prim genau dann, wenn n Teiler von (n—1)! + 1 ist.

Im Vergleich wollen wir folgende Aussage betrachten.

Satz 9 Ist eine Zahl n > 1 prim, dann ist n Teiler von (n— 11— (—1) n/2],
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Beweis. Wenn p prim ist, dann gilt (p —1)! = —1 (mod p) nach dem
Alhacen-Langrange-Kriterium, und ebenso [(p —1)/2] 12 = —(=1)lp/2]
(mod p). Damit ist

(p—1t= (=P [(p—1)/2)1? (mod p) .

Da |(p—1)/2]!? nicht durch p teilbar ist, konnen wir dividieren, und
erhalten so die Behauptung

(p—1 = (NP2 (mod p). o (5.5)

Gilt auch die Umkehrung von Satz 9, so wie beim Alhacen-Lagrange Kri-
terium? Leider nicht. Das kleinste Gegenbeispiel ist n = 5907 und wur-
de von Steven Skiena [80] gefunden. Welche zusatzlichen Eigenschaften
muss n besitzen, damit aus der Giiltigkeit von (5.5) folgt, dass n prim ist
([31, exc. 5.110])? Ilan Vardi [86] hat gezeigt, dass wenn p eine Wieferich
Primzahl ist, n = p? die Kongruenz (5.5) 16st. Da 1093 und 3511 die ein-
zigen bekannten Wieferich Primzahlen sind, sind die einzigen bekannten
Ausnahmen fiir die Umkehrung des Satzes 5907, 10932 und 35112. Diese
Zahlen kann man als die schwingenden Pseudoprimzahlen bezeichnen.

56 SCHWINGENDE PRIMZAHLEN.

Wir nennen n eine schwingende Primzahl, wenn n eine Primzahl ist und
Sn = ((n— M — (—1)“‘/”) /n eine Primzahl ist. Die ersten schwin-
genden Primzahlen sind unten aufgefiihrt. Eine offene Fragen ist, ob es
unendlich viele schwingende Primzahlen gibt.

7,11,13,17,23,29,37,41,67,83,167,199,883,1777,2221,3181,4133, 6037, . ...

5.7 DAS ALHACEN-LAGRANGE KRITERIUM.

Wir geben in diesem Abschnitt eine funktionale Formulierung des Prim-
zahlkriteriums von Alhacen und Lagrange an. Dazu betrachten wir Funk-
tionen F(n,n), mit denen sich die Indikatorfolge der Primzahlen fiir
n > 2 wie folgt ergibt

h—Fmn,n)=1=1,1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,1,0,... (n>2).
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Das Alhacen-Langrage-Kriterium besagt gerade, dass eine mogliche Wahl
von F ist

F(n,k)=(n—1)mod k.

Wir wollen nun diese Beziehung mit Hilfe der schwingenden Fakultit
wesentlich effizienter darstellen. Dazu verwenden wir die rekursive Be-
ziehung n! = [n/2]!?n. Mit ihr ergibt sich die in Listing 7 aufgefiihrte
Berechnungsmethode fiir F(n, k).

FactMod(n, k) // Berechnet (n—1)! mod k

if n <2 then return 0 end_if
if n=2 then return 1 end_if

m+ (n—1) mod k
if m# 0 then

m <« FactMod(|(n—1)/2] +1, k)2 - m mod k end_if

return m

Algo. 7 — Berechnung von (n — 1)! mod k mit n?

Wir sehen, dass die ganze Last der Rechnung sich nun in der Berech-
nung von (n — 1) mod k konzentriert. Das Eingangszitat von Graham,
Knuth und Patashnik stammt tatsdchlich aus ihrer Betrachtung der Frage,
ob das Alhacen-Lagrange-Kriterium fiir praktische Primzahltests geeig-
net ist. Wir konnen also jetzt sagen, ob dies der Fall ist, hangt davon ab,
ob wir fiir die Berechnung von m2 mod k einen effizienten Algorithmus
finden konnen (der etwa mit dem Potenzierungs-Algorithmus vergleich-
bar wire).

5.8 DIE BERECHNUNG VON M} mod p NACH LUCAS.

Eine effiziente Berechnung von ! mod p basiert auf zwei Dingen: Ers-
tens die Berechnung von mi mittels Primfaktorzerlegung, wie in Satz 1
beschrieben. Und zum Zweiten auf einem Satz von Lucas [51] (vgl. auch
[28]), der angibt, wie man Binomialkoeffizienten modulo einer Primzahl
berechnet. Dieser Satz lésst sich fiir die schwingende Fakultit wie folgt



5.9 KONGRUENZEN DER SCHWINGENDEN FAKULTAT. 59

adaptieren und damit ldsst sich der Wert n¢ mod p einfach berechnen,
wie in Algorithmus 8 dargestellt.

SwingModPrime(m,p) // Berechnet mimod p fir p prim

(n1,mz,...,mx)pem // m in Basis p
(h1,ha, ..., hm)p < [n/2]  // |n/2] in Basis p

for i from 1 to min(k, m) do
if ny <hy then return O end_if
end_for

T+ 1

for i from 1 to min(k, m) do
0 < PrimeSwing(n;)
if ny is odd then o+ o/((ny+1)/2) end_if
T+ r-0mod p

end_for

return r

Algo. 8 — Berechnung von n? mod p nach Lucas

Satz 10 Sei p eine Primzahl und n > 2 eine ganze Zahl. Weiter sei n; die i-te
Ziffer der Darstellung von . in der Basis p und hy die i-te Ziffer der Darstellung
von |n/2| in der Basis p. Gilt fiir ein i die Relation ny < hy, dann ist

m =0 (mod p) .

Andernfalls gilt mit der Abkiirzung wi = ((ny +1) /2) (i odd]

{nyl !

n=——---— (mod p).
ul uz Uy

5.9 KONGRUENZEN DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.
Teilbarkeitseigenschaften der schwingenden Fakultét sind ein Thema mit

einer langen Geschichte. Einen Uberblick tiber die altere Literatur findet
man in [23]. In diesem Abschnitt fassen wir einige Resultate zusammen,
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verweisen den Leser fiir die Beweise auf die Literatur, insbesondere den
Artikel von A. Granville [33].

Ist p eine Primzahl der Gestalt p = 4n 4 1, und schreibt man sie nach
Euler [26] als p = aZ + b2, wobei man das Vorzeichen von a so wihlt,
dass a =1 (mod4) ist, dann gilt

2

(E)z = (2a—55) (zP*Z + %) (modp?), (p =1(mod4)).

(E>z =2a (modp), (p = 1(mod4));

2

Die erste Aquivalenz wurde von Gauf} (1828), die zweite wurde von
Chowla, Dwork und Evans (1986) bewiesen. Legendre, Babbage (1819)
und Wolstenholme (1862) zeigten (in Reihenfolge)

(2p)r=2 (modp), (p>2);
(2pR =2 (modp?),  (p=>3);
(2pR =2 (modp?),  (p=5).

Morley (1895) [64] und Granville (1995) [33] zeigten
(—1)lp=1)/2 (p—1)1=47"" (modp?), (p=5);

p(Bp1+1)—1

P12 1), =
(1) (p—Tr= "0

(modp?), (p=3).

Hier ist B, _1 = Bp_1(1) —Bp_1(1/2) gesetzt und B,_; bezeichnet die
Bernoulli-Polynome. Wir erganzen noch um:

(P21 =1 (modp), (p=2);
(,])(pfﬂ/z(p — =201 (modp), (p > 3);
(—1)P=1/2(p 1 =2P —1 (modp?), (p>3).

5.10 WEITERE EINFACHE TEILBARKEITSRELATIONEN.

Aus der Definition von m! folgt unmittelbar, dass ni/(|n/2] + 1) eine
ganze Zahl ist. Diese Beobachtung werden wir noch bei der Suche nach
den verlorenen Catalan-Zahlen im Teil III der Arbeit weiterverfolgen.



5.11 ZWEI VERMUTUNGEN.

Eine Folgerung aus Satz 1 verdient hervorgehoben zu werden, da sie in
vielféltiger Gestalt in kombinatorischen Zusammenhéngen auffallig ist:

2%/2 und (2 + 1)1/2 sind fiir k > 0 stets ungerade.

Der erste Fall ergibt sich aus Relation (e) von Satz 1 und der zwei-
te Fall, weil (2% +1)/2 = (2%1/2)(2% + 1) das Produkt zweier ungera-
der Zahlen ist. Eine andere unmittelbare Folgerung aus der Darstellung
n! = m[n/2]!? und Satz 1 ist, dass jeder quadratische Teiler von n. bi-
quadratischer Teiler von n! ist. Und es gilt:

Fir n > 8 ist m nicht quadratfrei.

Diese Aussage wurde in ihrer binomischen Form von von A. Granville
und O. Ramaré bewiesen [32] (siehe auch [75] und [87]), und bestitigt
eine bekannte Vermutung von Paul Erdés, dass (ZTI‘) fiir n > 4 nicht
quadratfrei ist. Einen Uberblick gibt R. K. Guy in [34, B33].

5.11 ZWEI VERMUTUNGEN.
Dagegen ist die Giiltigkeit der Teilbarkeitsbeziehung
32PN (n>9) (Vermutung 1)

bis heute unentschieden. Eine verwandte Vermutung[53] besagt:
Fiir alle n > 26 existiert ein k > 0 existiert, so dass

ZTL
{?J mod 6 = 3. (Vermutung 2)

Dabei ist die mod-Operation definiert als x mod m = x — m|[x/m|.
Wir zeigen, dass Vermutung 1 aus Vermutung 2 folgt.

Denn wenn |2"/3%| mod 6 = 3, dann ist |2"/3%| ungerade, weil
|2M/3%| = 3+ 6Tk mit Ty = |[27/3%] /6]. Aber auch |[2™/3%+T]
ist ungerade, denn [2"/3%F1| = ||2n/3%] /3] = [(3+6Thx) /3] =
14 2T, k. Damit ist 2 kein Teiler von LZ“/?QJ (j € {k,k+1}), und das
heifit, dass 3~ ;> |2™/37 ] mod 2 > 2 ist, was nach Satz 1 bedeutet, dass
32 Teiler von 2™ ist.

Vermutung 2 lasst sich auch dquivalent als Inklusion formulieren:
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Fiir alle n > 26 existiert ein k > 0, so dass gilt

3k [2“ /3‘<J SPLPEL ([2“ /3‘<J n 1) . (Vermutung 2*)
0 1
1 2
1 -1 3
1 -1 4
1 -1 1 5
1 -1 0 6
1 -1 1 -1 7
1 -1 0 0 8
1 -1 1 o) 0 9
1 -1 o 0 0 10
1 -1 1 -1 1 -1 | 11
1 -1 o 0 0 0 12

n—1

Tabelle 7 — Das pascalsche Dreieck, reduziert ( X ) >n

5.12 PASCALS DREIECK ALS PRIMZAHLENINDIKATOR.

Die Gegenbeispiele im Abschnitt 5.5 zerstéren die Hoffnung, allein aus
der Mittelsenkrechten des pascalschen Dreiecks ablesen zu konnen, ob
eine ungerade Zahl Primzahl ist. Allgemeiner jedoch lasst Pascals Drei-
eck sehr wohl als ein Primzahlenindikator verwenden. Dies wollen wir
in diesem Abschnitt betrachten.

Wir erinnern an die Definition von smod — smod steht fiir signed mod —
der mod-Operation mit kleinstem Rest [6, S.79],

asmodn=a—nla/n—1/2] (fallsn #0, asonst).
Weiter definieren wir die Operation > : Z x Z — {—1,0,1}
a>n=(asmodn)[|asmodn|=1].

Reduzieren wir nun das pascalsche Dreieck mittels >, das heifit, betrach-
ten wir fiir n > 1 das Dreieck (“;]) >nfir 0 <k < (n—1), so kommt
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eine interessante Infrastruktur zum Vorschein. In Tabelle 7 schreiben wir
wegen der Symmetrie nur die linke Hilfte an.

Satz 11 Sein > 1, n # 4. Dann gilt: n ist prim genau dann, wenn

n—1
0<an—]( k )|>n7é0.

Beweis. Falls n prim ist, gilt (“;1) = (—D*modn fir0 <k <n-—1,
und das heifit (™ 1) >n = (—1)k. Falls n nicht prim ist, dann existiert
ein k mit (n?) >n = 0, und zwar ist ein solches k die kleinste Prim-
zahl p, die n teilt, denn mit dem binomischen Absorptionsgesetz folgt

(n;1) smod n = ((g:})%) smod n = ((Ej) smod n> (n—;E) =
(=1)pT (n/p —1), und letzteres ist aufler im Fall n = 4 dem Betrag nach

N -1
grofer als 1, also (“p Jen=0.0

5.13 NOTION VERSUS NOTATION.

Die Werte {—1,0, 1} schreiben wir auch {1,0,1}. Die reduzierten Zeilen
des pascalschen Dreiecks (Tabelle 7) bilden damit eine Folge von Trit-
strings, 0, 11, 1111, 1111, 111111, 110011, ..., die als eine Codierung der
nattirlichen Zahlen aufgefasst werden kann, aus der, mit einer Ausnah-
me, direkt ablesbar ist, ob eine Primzahl vorliegt. Der Webfehler bei
n = 4 lasst sich (per Konvention) leicht korrigieren. Setzen wir au8er-
dem die Tritstrings rechts der Mittelachse durch ihr Dual t fort, und
wahlen wir andere Symbole, so erhalten wir eine archaisch anmutende
Zahlendarstellung, deren Anfang Tabelle 8§ zeigt.

In dieser Notation schwingen die Primzahlen, das heifit genau die Pfeil-
ketten, die keine horizontalen Pfeile aufweisen, représentieren unzerlegbare
Zahlen. Sobald sich diese Notation durchgesetzt hat, werden Primzahl-
tests tiberfliissig. Man muss dann die Zahlen nur noch hinschreiben und
anschauen. ;-)
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-
——
N
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277N
ININTN
AN AN

NN N
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O 0 N oy U AW N = O

Tabelle 8 — Eine schwingende Notation mit Primzahlerkennung.
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6.1 DAS KOMPLEMENT DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.

Die im Satz 1 aufscheinende nattirliche Schranke £, (1) < log]D (n) legt
es nahe, auch das Komplement der schwingenden Fakultit zu betrachten

& (£() = [log,, ()| —p (),

L(n) = H pel’(ﬁ(“)) (p prim) . (6.1)
2<p<n

Diese Zahlen setzen die schwingende Fakultit in das Verhiltnis zum
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der ersten n Zahlen,

lemn =1em{1,2,3,...,n},

dennesgiltjalemn =], <n P [togy, ()] , p prim. Mit anderen Worten:
Definition (6.1) besagt
_lemn

Lln)=="=. (6.2)

Damit erhalten wir die Zerlegung lemn = £(n)n, die im Mittelpunkt
der Uberlegungen dieses Kapitels stehen wird. Und da der Nenner der
alternierenden harmonischen Zahlen gerade lemn ist, folgt aus (1.37)

L)) =Hplomn .

Wir werden nun sehen, dass das Studium des Wachstums dieser Zahlen £(n)
dquivalent ist zum Studium des Restglieds im Primzahlsatz. Da diese Zahlen
bis jetzt offenbar noch nicht studiert wurden, mochte ich vorschlagen,
ihnen einen literarisch ansprechenden Namen zu geben, und sie Louisa-
Zahlen (*) zu nennen.

Ahnlich wie Astronomen ein Vorschlagsrecht fiir den Namen von ihnen entdeckter Objekte
haben, sollten Mathematiker dies bei Folgen ganzer Zahlen auch haben. Die systematische
Katalog-Nummer (etwa bei OEIS A180000) bleibt davon unberiihrt.
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n‘o12345678910111213
1 1 1 1 2 2 3 3 12 4 10 10 30 30

Tabelle 9 — Die Louisa-Zahlen £ (n)

Sei nun die Funktion V so definiert: Wenn es genau eine Primzahl gibt,
die k teilt, dann ist V(k) diese Primzahl und 1 sonst. Damit hat £(n)
folgende explizite Darstellung

‘ o 1\ (F1E
Ln) =2 11 V(k)(§> . (6.3)

1<k<n

Da bekanntlich lemn = ] <y <y, V(k) ist, folgt (6.3) aus der Produkt-
darstellung der schwingenden Fakultit (1.14). Man sieht, dass n genau
dann prim ist, wenn £(n) = L(n — 1). Primzahlen liefern also keinen
Beitrag zu diesem Produkt. Allgemeiner konnen wir ein Gegensttick zu
Satz 1 formulieren, das die Primzahlzerlegung der Louisa-Zahlen angibt.

Satz 12 Sei b (£(n)) der Exponent der Primzahl p in der Primzahlzerlegung
von L(n). Dann gilt, wobei [ ] die Iverson-Klammer ist:

(L) = Z H%J even} (6.4)

k>1

Also ist £p(L£(n)) < logp n und pev (£(n) < n. Fiir die Potenz einer ungera-
den Primzahl p gilt £, (L(p®)) = 0.

Beweis:

(L) = {logp nJ — Z Hn/ka odd] = Z Hn/ka even] o

k>1 k>1
6.2 BERECHNUNG DER LOUISA-ZAHLEN.

Die Dualitdat von schwingender Fakultat und Louisa-Zahlen driickt sich
auch bei ihrer Berechnung aus. Die Korrektheit des folgenden Algorith-
mus folgt unmittelbar aus Satz 1 und Satz 12. Dabei wird geradezu zwin-
gend die Betrachtung einer weiteren Grofle nahe gelegt, der Cofakultit,



6.3 DIE COFAKULTAT. 67

4 5 6 7 8 9 10 11 12
T 1 1 2 2 3 3 48 16 40 40 270

Tabelle 10 — nj die Cofakultat von n.

die in einem analogen Verhiltnis zu den Louisa-Zahlen steht wie die eu-
lersche Fakultit zu der schwingenden Fakultét. Thr werden wir uns im
nédchsten Abschnitt zuwenden.

Im folgenden Rechenschema beniitzen wir eine selbsterkldrende algo-
rithmische Notation und bezeichnen mit Primes[a,b] die Menge der

Primzahlen a < p < b.

6.3 DIE COFAKULTAT.

Nach dem selben Rekursionsschema, nach der sich die Fakultit aus der
schwingenden Fakultit berechnet, berechnet sich die Cofakultit aus den
Louisa-Zahlen. Sie ist fiir nichtnegative ganze Zahlen definiert als 0; = 1

und
ni= /27 Lm)  (n>1). (6.5)

Damit erhalten wir unmittelbar folgende Identitaten:

n! n

L(n) = Ln/nZ'J Z lemn = [n/T;J 2 n . (6.7)

Folgerungen daraus sind zum Beispiel, dass njlemn Teiler von n! ist
und der Quotient n!/ (njlecmn) eine Quadratzahl ist, sowie eine Darstel-
lung von lemn, die frei vom Bezug auf £(n) oder n ist.

n'n;

_ 6.8
(In/2] [n/2]5)* ©8)

lemn =
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- ) -

SwingExp(m, n)

S 0; p<+m

loop q + [n/p]
if g = 0 then Return(s)
s «+ s + [q odd]
p+<pXxm

end_loop

— nz —

Swing(n) (M >=0)

a «+ [1,1,2,6,6,30,20,140,70]
if n < 9 then Return(alnl])
P1 « Primes[1, [\/n]]

P2 < Primes[|ym], [n/3]]

P3 < Primes[|n/2], n]
Return(

H p”~ SwingExp(p,n) X
pEPL

H p” [[n/p] odd] x

pEP2

I

pEP3
N
Factorial(n) (n>=0)
if n = 0 then Return (1)

else Return (Swing(n) X
Factorial(|n/2])"2)

- LM -

LouisaExp(m, n)

S 0; p+m

loop q + [n/p]
if g = 0 then Return(s)
s + s + [q even]

p+ pxm
end_loop
- L) -
Louisa(n) (m>=0)

a« [1,1,1,1,2,2,3,3,12]

if n < 9 then Return(a[n])
P1 « Primes[1, [\/n]]

P2 « Primes[|yn], [n/3]]

P3 «+ Primes[|n/3], |[n/2]]

Return(

H p” LouisaExp(p,n) x
pEPL

H p” [[n/p] even] x

peP2

I

pEP3

- n -
CoFactorial(n) (n >0)
if n = 0 then Return (1)

else Return (Louisa(n) x
CoFactorial(|n/2])"2)

Tabelle 11 — Berechnung der Fakultit und Cofakultit
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n ‘0 1 2 3 4 5 6 7 8
1T 1 2 6 48 240 2160 15120 1935360

Ty

Tabelle 12 — n, die Sternfakultit von n.

Satz 13 Die Cofakultiit besitzt die Rekursionsgleichung
nj=Mn—1);kn

mit dem Rekursionsanfang 1; = 1. Mit V(n) wie in (6.3) ist der Schrittfaktor
Kn rekursiv gegeben durch k1 =1 und

2[n even] 1 [ even] /1y [n odd]
Kn = (KLH/ZJ) V(n) (Z) (H) .

Den Spezialfall einer Primzahlpotenz n heben wir hervor.

{sz]m fallsm=2™, m>0;
Kn =

T—m

P fallsm=p™, pprim#2 m>0.

Insbesondere ist n prim genau dann wenn kn = 1.

Beweis: Unmittelbar aus der expliziten Darstellung (6.3) folgt

[n even] [n odd]
B nj B 2[neven] n l
Kn = m-1; (KL“/ZJ) Vin) (4) (n ’

Wenn n ungerade ist, ist kn = £(n)/L(n—1) = V(n)/n und daraus

folgt der zweite Spezialfall. Wenn n dagegen gerade ist, ist

Kn = ('ﬂn/ZJ)z %V(n) .

Ist nun n = 2™, dann ist V(n) = 2 und kym = 2™! (Kym—1 )2. Diese
Rekursionsgleichung ldsst sich zum ersten Spezialfall auflésen. ¢

64 DIE LOUISA-ZAHLEN ALS SUMMATORISCHE FUNKTION.

Der Logarithmus von V(n), A(n) = log V(n), ist als Von-Mangoldt-Funktion
bekannt.

An) =M =p™[p prim] [m > 0] logp
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Mit ihr zeigt sich die Dualitdt von schwingender Fakultidt und den Louisa-
Zahlen besonders pragnant.

lognt = Y A(k)[[n/k] odd] (6.9)
1<k<n
logL(n) = Z A(k) [[n/k| even] . (6.10)

1<k<|[n/2)

Beweis: Die Bezeichnung 3, moge bedeuten, dass die Summe tiber
alle Teiler von k lduft. Bekanntlich ist

> A [Kk= ) Y Ald= ) logk=log|x]!.

1<k 1<k<x dlk 1<k<x
Damit folgt
log [x| 1 =log [x]! —21og |x/2]!

> AR XK= D> AK)2 [x/2K]

T<kx T1<k<x

> AW ([x/k] =2 [x/2k])

T<kx

> A [[x/k] odd] .

1<kx

Fiir den Logarithmus der Louisa-Zahlen ist
log £(|x]) = loglem [x] —log |x]?

= ) AK)-— Y A Ix/k| odd]

1<kx 1<kx

Z A(k) [[x/k] even]

T<ksx

Da [|x/k] odd] =1 fir [x/2] < k < |x] ist, konnen wir die letzte Summe
auf k < |x/2] beschrianken. ¢
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n‘0123456789101112
T 1 1 1 2 2 6 6 12 12 60 60 120

Tabelle 13 — Eine obere Schranke (6.13) der Louisa Zahlen

Aus (6.3) erhalten wir unmittelbar eine weitere Darstellung des Loga-
rithmus der Louisa-Zahlen.

log £L(n) = Z (/\(k) + (—1)klogk— [k even] log4> . (6.11)
1<ksn

Um noch ein Gegenstiick zu der Darstellung der alternierenden logarith-
mischen Summe (2.18) anzugeben, definieren wir

Y(n) = (—1)"log, n+log, V(n) .

Mit der Mobius-Funktion p schreibt sich die Von-Mangoldt-Funktion
An) =— Zd\n u(d)logd (vgl. [5, S.33]), und so folgt

Ym)=— Y  u(dlogyd+((—1)"—p(n))log,n.
d\n, d<n

Wir sehen: Y gewichtet die echten Teiler von n genauso wie die Von-
Mangoldt-Funktion, nicht aber n selber. Damit erhalten wir

Z Y(k) =log, £L(n) +n—[n odd]. (6.12)
1<k<n

65 EINE OBERE SCHRANKE FUR DIE LOUISA-ZAHLEN.

Lemma 14 £(n) |lem [n/2].

Beweis: £(n) ist Teiler von lcm [n/2| weil jede Primzahlpotenz p¥,
die £(n) teilt, auch lcm |n/2] teilt. Denn die Primzahlexponenten schrei-
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ben sich unter Verwendung der Iverson-Klammer

ty £ = Y || 5| even|

) =] L%J z (6.13)

Satz 15 Es gelten fiir n > 1 die Abschitzungen

L) <t(n), (6.14)

In(mt(n)) <nlhd4+In’n. (6.15)

Beweis: Um £(n) < t(n) zu zeigen, gentigt es zu wissen, dass ist £(n)
Teiler von lem [n/2] ist. Denn dann ist

Ln) <lem [n/2] = [n/2]1L(|[n/2]) . (6.16)
Losen wir diese rekursive divide-and-conquer Ungleichung auf, erhalten
wir L(n) < [n/2] [n/4]0--- Ln/z [log, “JJ ! . Dies ist gleichbedeutend

mit (6.14). Nun zum Beweis von (6.15). Mit der oberen Schranke fiir die
schwingende Fakultit (2.16) ist

Inn < nin(2) + % In(n+1) — % In(27) n>=2).
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Damit gewinnen wir fiir n > 3 eine obere Schranke fiir Int(2n).

llgn]

Int(2n) = Y In|n/2|,
k=0

llgn] llgn] llgn]
<) Y Ln/sz +3 Y /241 -5 ) In2n
k=0 k=0

k=0
<In(2)2n+ L(ln(n) +In(2))In(n+1)— In 2 In(n)
= 2In2 2In2
1
< -
<nln4+ 72 In(n)In(n+1)
<nlnd4+1In*n
Da t(2n) =nt(n) folgt die Behauptung (6.15). ©
6.6 EINE EINFACHE SCHRANKE FUR LCM T.
Mit der Schranke £(n) < t(n) (6.14) gilt die Inklusion
mn <mL(n) <mt(n) . (6.17)

Mit der seit Tschebyschew verwendeten Notation {(n) = Inlemn und
der Identitit 2 £(n) = lemn konnen wir dies in logarithmischer Form
schreiben als

Inm < P(n) < In(mt(n)) .

Mit der unteren Schranke (2.16) fiir Inn? und der oberen Schranke (6.15)
ftir In (mt(n)) folgt

<YPn) < nln4+In’n. (6.18)

IS

nan—%ln(n—i—]]—

Damit gilt also die asymptotische Inklusion

In2 < @ <In4 (n— c0). (6.19)
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Neben den einfachen Schranken der schwingenden Fakultit ging in den
Beweis die Teilbarkeitsrelation £(n) | lem [1n/2] ein. Um Inklusion (6.19)
wesentlich zu verbessern miissen wir gute Schranken fiir die Louisa-
Zahlen finden.

67 RESIDUALE ZERLEGUNGEN VON LCM T.

In diesem Abschnitt streben wir eine Verallgemeinerung der bisherigen
Uberlegungen an. Dazu vergegenwirtigen wir uns, dass die wesentli-
chen Eigenschaften der schwingenden Fakultit in den beiden Teilbar-
keitsrelationen 2 | n! und n2 | lemn begriindet sind. Daher streben
wir eine Verallgemeinerung des schwingenden Paars (£(n), 1) an. Des-
sen Charakteristik ist es aber, eine multiplikative Zerlegung von lemn
Zu sein.

Gesucht ist also eine Verfeinerung dieser Zerlegung, das heifit eine
Familie von Funktionen Lg,i) dergestalt, dass LSO) (n) =lemmn, L;O) n) =

L(n), Lg ) (n) =ny, ... mit der Eigenschaft

lemn= [ W@ (m>1,n>0. (6.20)

og<r<m

Eine Definition, die diese Forderung abdeckt, gibt der nachste Satz.

Satz 16 A bezeichne die Von-Mangoldt-Funktion, [] die Iverson-Klammer und
P(n) = In(lemn). Fiir alle ganzen Zahlen n > 0 und m > 1 sei weiterhin

A ) = Z /\(k)H%J modm:r] (O<r<m).
1<k<n

Dann ist fiir alle m > 1

b= Y AR ).

o<r<m

Beweis: Dap(n) =) ; <k<n A(k) ist, ist die Behauptung dquivalent zu

Z Alk) = Z Z A(k) H%J mod m :r} . (6.21)

1<ksn O0<r<m I1<kgn
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n o1 234 5 6 7 8§ 9 10 1
1111 1 2 2 1 3 303
cWm)y |11 2 6 6 30 10 70 140 420 42 462
cPy 1111 2 2 03 3 6 2 2 20

Tabelle 14 - £ ér) (n), eine Zerlegung von lem n.

Dies gilt, weil 3 o<\ [|[F/ mod m=r] =1firalle 1 <k <nund
m=1.¢

Der Fall m = 2 besagt, dass {(n) = 7\50) (n)+ 7\;1 ) (n)=InL(n) +Inm
ist, und somit haben wir die gesuchte Verallgemeinerung gefunden. Die
ganzzahlige Schreibweise ergibt sich mit der Festsetzung

£ m) = expAi) ().

Tabelle 14 listet einige Werte des Falls m = 3 auf. Kehren wir zu Satz 1
zuriick, den wir nun in folgender Form verallgemeinern kénnen.
Satz 17 Fiir alle ganzen Zahlen n > 0 und m > 1 gilt
H p m (np) 0<r<m), (6.22)
psn
P prim
wobei das Produkt iiber alle Primzahlen liuft, die n nicht iibersteigen und

(’,1(:1) (n,p) = Z HP%J mod m:r} .

1 gkglogp n

Beweis. Da A(k) = 0 falls k keine Primzahlpotenz ist und Alp*) = logp,
ist

£ [ mane o

ps<nl gkglogp n

Z (n,p)logp .

psn

Dies ist die logarithmische Form der behaupteten Identitit. ¢
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6.8 VERALLGEMEINERTE LOUISA-ZAHLEN.

Es bieten sich zwei nattirlich erscheinende Moglichkeiten an, den Begriff

der Louisa-Zahl zu verallgemeinern. Zum einem kann man

Lm)= J] vl (6.23)
1< /K]

setzen (was das selbe ist wie Ly (n) = Llio] (n)), oder

lemn

Li(n) === [n/kJt*. (6.24)
Da lemn/lem(n—1) = eM™ = V(n) ist, besitzen diese Zahlen die
Rekursionsgleichung
. V(n) /n) <k
i) :ck(n—nT](E) (n>0) (6.25)

mit dem Rekursionsanfang £ (0) = 1. Wir sehen, dass in dieser Rekur-
sion die Primzahlen ausgesiebt werden, denn wenn n eine Primzahl ist,
dann ist V(n) = n und (n/k)*km =1,

Die bisher betrachteten Louisa-Zahlen bekommt man fiir k = 2 sowohl
als £>(n) wie als £5(n) zuriick, wie wir bereits gesehen haben. Und in
beiden Féllen gibt k = 1 das lcmn.

Die Beziehungen zwischen den verallgemeinerten Louisa-Zahlen fiih-
ren auf ein Feld, das wir hier nicht betreten wollen. Wer es erkunden
mag, dem sei als worming-up der Beweis der nachsten Gleichung emp-
fohlen.
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7.1 ASYMPTOTIK DER LOUISA-ZAHLEN.

In diesem Kapitel wollen wir die Verteilung der Primzahlen mit Hilfe der
schwingenden Fakultdt und den Louisa-Zahlen betrachten. Insbesondere
werden wir den Zusammenhang mit der Psi-Funktion 1 (x) von Tscheby-
schow untersuchen.

P(x) = Z [(n=p™][p prim] [m > 0] logp

T<nx

Aquivalent zu dieser Definition ist P(x) = Z1<k<x A(k), wobei A(n)
die Von-Mangoldt-Funktion ist. Wir werden auch Gebrauch machen von
der Identitit P (x) = loglemx, wobei lemx =1em{T1,2,3,..., [x]} ist.

Fiir positive reelle Werte x setzen wir die Louisa-Zahlen fort durch
L(x) = lem(x)/x1. Damit kénnen wir allgemeiner 1 (x) = log £(x) + logx
betrachten. Eine explizite analytische Darstellung der Louisa-Funktion
kann man gewinnen, indem man diese Relation in von Mangoldts expli-
zite Formel fiir \(x) einsetzt.

Genauere Informationen tiber das Wachstum des Komplements der
schwingenden Fakultit zu erhalten, ist wesentlich schwieriger als bei der
schwingenden Fakultit selber. Es gilt die asymptotische Gleichheit

log £(x) ~x(1—1og2), (7.1)

wobei die Schreibweise f(x) ~ g(x) besagt h_r}n f(x)/g(x) = 1. Um dies
X—00

zu zeigen, machen wir von der zum Primzahlsatz dquivalenten Relation

P(x) ~ x Gebrauch. Mit der aus (2.17) folgenden asymptotischen Gleich-
heit von logx? und x log 2 ist damit

xlog2 +log £(x) ~ logxl +1log L(x) =log(x L(x)) =P(x) ~x,
folglich log £(x) ~ x(1 —log 2). Damit ldsst sich der Primzahlsatz formu-

lieren unter alleinigem Bezug auf die Louisa-Zahlen. Denn umgekehrt
folgt nattirlich aus log £(x) ~ x(1 —log 2) sofort P (x) ~ x.

77
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7.2 VON MANGOLDTS EXPLIZITE FORMEL.

Eine Summe tiber die nichttrivialen Nullstellen der Zetafunktion auszu-
werten ist sicher ein nichttriviales Unterfangen, in einem wichtigen Fall
jedoch moglich dank von Mangoldts sogenannter expliziter Formel, die als
eine der Hohepunkte der analytischen Zahlentheorie gilt. (Ein ausfiihrli-
cher Beweis der Formel findet sich bei H. M. Edwards [24].)

xP -2
Z — =x—Inlemx—In(1 —x"“)/2 —In(27) (7.2)
C(p)=0

Die Summe auf der linken Seite konvergiert, aber nur bedingt, muss also

in der Reihenfolge steigender |[Im p|-Werte summiert werden. Mit unserer

Zerlegung von lem x kénnen wir auch schreiben

Z xP {XU —In2) —InL(x) —In(1 —x"2)/2 —In(47)/2 (73)
5 .

a(p)=0 —cos(x7)In (M(x/2+1/2)/T(x/2+1))

Obwohl ldnger, ist die zweite Formel in einem gewissen Sinn einfacher
als die erste: Zur Berechnung von Inlcm x in der ersten Formel braucht
man die Kenntnis aller Primzahlen p < |x], zur Berechnung von In £(x)
in der zweiten Formel nur die Kenntnis der Primzahlen p < [x/2].

Das kann man als ein gegliicktes divide-and-conquer Ergebnis deuten.
Weiterer rechnerischer Gewinn ist erzielbar, wenn man sich zur nihe-
rungsweisen Bestimmung der Summe noch der asymptotischen Entwick-
lung der schwingenden Fakultédt bedient.

Beispiel: Da 1lem 100 = 69720375229712477164533808935312303556800
und £(100) = 6921044167800 lautet in diesem Fall die Gleichung (7.2)

100° 100 —In(1—1/10000)/2 — In(2m7)
7|

(a0 p | —In69720375229712477164533808935312303556800
p =

und die Gleichung (7.3)

Z 100P {100(1 —In2)—In(1—1/10000)/2 —In(4m)/2

oo P “ +1InT(101/2) — InT(51) — In 691044167800.
p)=



7.3 RIEMANNS HYPOTHESE REDUZIERT. 79

Maple evaluiert tatsdchlich beide Gleichungen zu 4, 1168617 .. .. Und selbst
folgende einfache asymptotische Formel berechnet noch miihelos 3 rich-
tige Dezimalstellen 4,114. . ..

)a L"Nn(pln(z))flnz(nw(*;)n 1n(%)—1n(24“) (7.4)
C(p)=0

7.3 RIEMANNS HYPOTHESE REDUZIERT.

Bekanntlich ist die riemannsche Hypothese [6, S.211] genau dann wahr,
wenn fiir jedes € > 0 gilt P(x) = x+ O (x] /2+5). (O¢ bedeutet, dass die
implizite Konstante von ¢ abhéngen darf.) Schreiben wir die Hypothese
in der Form

S A =n+0; (n‘/z“) (7.5)

1<k<n

und zerlegen auf der linken Seite
A(k) = A(k) [[n/k]| even] + A(k) [[n/k] odd] .

Hierin ist der ungerade Teil mit der asymptotischen Entwicklung der
schwingenden Fakultit

logn: = Z A(K) [[n/k] odd]
1<k<n

asymptotisch vollstandig beschrieben:

Z A(k) [[n/k] Odd]—nIng_ulgn logm

1
7 5 3 +0n™").
1<k<n

So reduziert sich die riemannschen Hypothese mit (6.10) auf die rein
zahlentheoretische Aussage

Z A(k) [[n/k] even] =n(1—log2)+ O, <n1/2+5) . (7.6)
1<k n/2]
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In dieser reduzierten Form ist die riemannsche Hypothese eine Verschar-
fung der asymptotischen Gleichheit der Louisa-Zahlen

log £(x) ~x(1 —1log2)
zu einer Aussage lber die Groenordnung des Fehlers
log £(x) =x(1—1og2)+ O¢ <x1/2+5> firallee > 0. (7.7)

Vom allgemeinen Standpunkt des divide-and-conquer her gesehen haben
wir hier die Zerlegung eines schwierigen Problems in zwei Teilprobleme
erreicht, von denen sich das eine einfach behandeln lasst.

7.4 SCHWINGENDE SCHRANKEN DER LOUISA-ZAHLEN.

In diesem Abschnitt setzen wir den Primzahlsatz in der Form
log £(x) ~ x(1 —log2) voraus. Damit zeigen wir:

Satz 18 Fiir hinreichend grofies n gilt folgende Inklusion der Louisa-Zahlen:
In/3]1< L(n) < [n/2)2 (n>Ng). (7.8)

Zusatz: Die untere Schranke gilt fiir n > 96 und die obere Schranke fiir
n > 285, was wir hier nicht beweisen.

Beweis: Die Inklusion ist asymptotisch giiltig, denn nach (7.1) und (2.8)
ist log ([n/3] ) ~ nlog(2)/3 ~ 0,231n, log £L(n) ~ n(1 —log2) = 0,307n
und log (|n/2] 1) ~nlog(2)/2 =~ 0,347n. ©

Multipliziert man (7.8) mit n, so folgt die asymptotische Inklusion

log ([n/3]m) < ¥(n) <log([n/2]my) (n=No) (7.9)

Damit gelten asymptotisch die Schranken

0,9241 ~ illogZ < M < §10g2 ~1,0398 (n — o).
3 n 2
Die obere Schranke gilt sogar fiir alle n > 0, und die untere Schranke fiir
n > 58 (siehe [76]). Vergleichen wir diese Schranken mit denen Tscheby-
schews [14]
v(n) _6

0,9212~ C < o < gC%l,1056 (n—o0),
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wobei C =log(2)/2 +1og(3)/3 +1og(5)/5—1og(30)/30, so sehen wir, dass
die auf der Inklusion der Louisa-Zahlen (7.8) beruhende Inklusion von
P(n)/n schirfer ist und die Schranken einfacher ausfallen.

7.5 DARSTELLUNGEN MIT PSI UND ZETA.

Die Beziehung zwischen 1{)(x) auf der einen Seite und logx? und log £(x)
fasst der ndchste Satz zusammen.

Satz 19
log |x]t =Y (=1 W ([x/k]), (7.10)
k>1
log £ x| = Y (=1 W ([x/k]) . (7.11)
k>2

Beweis: Dies folgt aus der Beziehung von Tschebyschow (siehe etwa Land-
au [47, S. 77])

log [x]! = le’(LX/kJ)

k>1

und den Darstellungen
log [x] ! =log|x]! —2log [x/2]! und log £ [x| = [x| —log |x]1 .¢

Aus der Darstellung [24, p. 50] von \{ (x) mittels eines Konturintegrals

P (x)

1 J2+ioo C/(S) xS

T iy i 8 s

folgen nun mit (7.10) und (7.11) die Darstellungen

B 1 2+ic0 C/(S) . s xS
log [x]2 7EL?W;&(S) (1—275+. £ [x] )?ds,

B 1 24100 C/(S) . . s xS
log £ [x] 7RJ271007C(S) (2 =375 44 [x] )?ds.
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76 EIN TRANSFERSATZ.

Ziel der vorangegangenen Uberlegungen war es, Informationen tiber die
Verteilung der Primzahlen zu erhalten. Dazu benéttigen wir noch eine
einfache Transferrelation, die Schranken der Fluktuation von log £(x) um
ihren asymptotischen Wert in entsprechende Schranken fiir die Abwei-
chung P (x) — x sowie von m(x) —li(x) tiberfiihrt. Dabei bezeichnet 7t(x)

die Anzahl der Primzahlen, die x nicht tibersteigen und li(x) das logarith-

x _dt
0 logt*

mische Integral, das definiert ist als der Cauchy-Hauptwert von |

Satz 20 Sei €(x) fiir reelles x > 2 definiert und nicht fallend. Wenn
llog £(x) — xlog(e/2)| < e(x) ,
dann gelten fiir x > 2 auch die Schranken

W(x) —x| < e(x) +log(x+1)/2+1log (n/2) /2 =ger E(x),

Im(x) —1i(x)] < 2E(x)/log(x) + (3/2)E(vx) + Cvx (C>0).

Beweis:

[W(x) —x| = [logL(x)—x(1—1log2)+logx—xlog2|

< [log £(x) —xlog(e/2)| + [logxt—xlog2|

und daraus mit (2.17) die erste Behauptung. Die zweite Aussage folgt
aus Lemma 3.1 in [22]. ¢

Satz 20 zeigt, dass der Betrag der Fluktuation der Anzahl der Prim-
zahlen um li(x) ganz aus der Fluktuation der Louisa-Zahlen um ihren
asymptotischen Wert herauszulesen ist.

7.7 EINE NUMERISCHE EXPLORATION.
Zur Veranschaulichung der Situation bietet sich damit als einfaches qua-
litatives analytisches Modell fir den Logarithmus der Louisa-Zahlen, das

auch den schwingenden Charakter zum Ausdruck bringt, die Ndherung

X =x(1—In2) — y/xcos(mx) In2
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Abbildung 4 — Die Fluktuation der Louisa-Zahlen.

an. Abbildung 4 vergleicht In £(x) (Streckenzug) mit der Naherung x
(regelméBlige Schwingung) und der Asymptote x (1 —1n2).

Angeregt durch die Abschdtzungen im Transfersatz (Satz 20) wurde
in einer numerischen Exploration der Versuch gemacht, den kleinsten
Wert n zu finden, fiir den |[In£(n) —n(1 —In2)| > y/n ausfillt. Mit der
zur Verfligung stehenden Rechenerstirke war ein solcher Wert nicht zu
finden. Genauer gesagt, es wurde die Relation

n<N=[InL(n)—n(1—1In2)| < nePs(N)

numerisch betrachtet, wobei n auf Werte < 107 beschrinkt war.

Tabelle 15 zeigt die wichtigsten gefundenen Schwellenwerte. Dabei
gibt sgn = signum(In£(n) — N(1 —1n2)) an, ob die Louisa-Zahlen den
asymptotischen Wert unterschreiten (—) oder tiberschreiten (+).

Driickt man das Ergebnis mit Hilfe des Transfersatzes fiir \(n) aus,

erhilt man
W(n) —n <n%4874 Lin(n+1)/2+1n(7/2) /2 @gngmﬂ.

Es ist interessant diesem Befund die Schranke gegentiberzustellen, die
bekanntermafien [76] dquivalent zur riemannschen Hypothese ist

W(n) —nl < 2n%° In?(n) (100<n) .
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N

eps(N)

eps(N)

14
56
94

220
1.420

0,145
0,361
0,381
0,424
0,449

1.000.000.000

0,4732
0,4743
0,4748
0,4837
0,4874

Tabelle 15 — Schranken der Fluktuation der Louisa-Zahlen.

Zahlentheoretiker wissen aber auch, dass nichts so triigerisch sein kann
wie die Betrachtung der Primzahlen in einem Anfangsabschnitt der na-

tiirlichen Zahlen.
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KOMBINATORISCHE PYRAMIDEN

8.1 EINE ERWEITERUNG DES BINOMIALKOEFFIZIENTEN.

Den Weg zur additiven Berechnung der schwingenden Fakultét im ganz-
zahligen Fall weist uns das pascalsche Dreieck. Allerdings miissen wir
das Verhiltnis der schwingenden Fakultdt zu den Binomialkoeffizienten
nun genauer angeben, als bei unseren einfiihrenden Bemerkungen. Denn
wir brauchen ein pascalsches Dreieck, in dem die schwingende Fakultat
stets der mittlere Koeffizient ist, und nicht nur in den geraden Féllen.
Dazu definieren wir den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten fiir
ganzzahligen > 0, m > 1 als BE:Q =0 falls k < 0 oder k > mn, sonst

(m) _ n!
Bk S gm0 ST oy

Im Weiteren werden wir nur den Fall m = 2 betrachten und wollen daftir
eine suggestivere Schreibweise und eine natiirlichere Indizierung wéhlen.

Dazu setzen wir

n 2
(k)zzBim)th MmM>0, nmn<k<n) .

Damit erhalten wir folgende symmetrische Darstellung

M ™M obei Oy = 2 (x— [x odd]) (8.2)
k) On k! Qniy!’ ] : :

Man sieht, dass der zentrale Term dieses verallgemeinerten Binomialko-
effizienten gerade die schwingende Fakultdt ist, dass also gilt
(3), =n. Unmittelbar sieht man (), =1, (")
metrierelation ist klar

(-(3) oeen

;=N Auch die Sym-
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n\k|-6 -5 -4 -3 -2 -1 o0 1 2 3 4 5 6
0 1

1 1 1 1

2 1 2 2 2 1

3 13 3 6 3 3 1

4 1 4 4 12 6 12 4 4 1

5 5 5 20 10 30 10 20 5 5§

6 1 6 6 30 15 60 20 60 15 30 6 6 1

Tabelle 16 — Die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten (}),

Setzen wir (1), = (lln)z =1 und (nTl])z = (liln)z =1, so besitzen die
verallgemeinerten Binomialkoeffizienten fiir n > 2 und —n+2 < k <
n — 2 die Rekursionsgleichung

n n—1 n—1 n—1
= —k odd . .
<k>2 (k—1>z+[n ? }< k >2+<k+1>z (8.4)
Um dies zu zeigen setzen wir zur Abkiirzung
Sk = Qnk! Qnpx!.

Damit schreibt sich die Rekursionsgleichung

! — 1! — 1! — 1!
B e L e kil LU Ll ) L
Sn,k Sn—1,k—1 Sn—1,k Sn—1,k+1

Firn > 2 und —n+2 < k < n— 2 ist dies gleichbedeutend mit

n! s S s
c= -k odd] M S
Mm—=1!  sp_1x-1 Sn—1,k  Sn—1k+1

Die linke Seite dieser Gleichung ist n, aber auch die rechte Seite, weil

Sn k n
#:74,

— l n—%k odd] ,
Sno1k—1 2

2

N &

n —k odd] Snk n—% odd] ,
Sn—1,k

Sn,k n k
Sn—1k+1 2 2
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Betrachtet man die Tabelle (16), so sieht man, wie das klassische binomi-
sche Dreieck darin eingebettet ist: Bildlich entsteht das pascalsche Drei-
eck (}) aus (), durch Weglassen aller Eintrége, bei denen n und k
verschiedene Parititen haben. Formal ist fir 0 <k < n

(Zkt“)z - @ und (zk—zq)z - (E)k ®5)

8.2 REKURSIVE PYRAMIDEN.

Definition 21 Eine Abzihlung A : IN x Z — Z nennen wir eine rekursive
Zahlenpyramide, wenn

Ann =1 firn>1 (8.6)
|An,—x| = |Anx| fiirallen, k 8.7)
Anx =0 fiir [kl>n (8.8)

gilt und es Zahlen T, i gibt, mit denen sich A rekursiv berechnen ldsst mittels
An,k = An71,k71 + Tn,kAnka + An71,k+1 m>=1). (8.9)

Dabei gelte An 11 = 3 o<in Tk+1,k- Gibt es aufierdem nicht negative gan-
ze Zahlen W mit wd, = 1 fiir alle m, so dass die Konvolutionsgleichung

n
Z WTnl;iAn,kAm,k =Animo (Mm2=0) (8.10)
k=—mn

erfiillt wird, sprechen wir von einer Pyramide vom binomischen Typ. Gilt dage-
gen die Konvolutionsgleichung in der Form

n
Z WE;}] 7kAn,kAm+1,k =Anim,1 (m,m=0), (8.11)
k=0

so sprechen wir von einer Pyramide vom catalanischen Typ.

Fiir den dhnlichen Begriff der rekursiven Matrix verweisen wir auf die
Arbeiten von Martin Aigner in [2] und [3].



8.3 DIE SCHWINGENDE PYRAMIDE.

Ist A eine rekursive Pyramide, so nennen wir die Folge Z, = Ay o
(n > 0) das Zentrum der Pyramide und Ag o die Spitze der Pyramide.
Man bemerke, dass wir in (8.6) die Spitze der Pyramide nicht festge-
legt haben. Weiter ldsst sich eine rekursive Pyramide zu einer rekursi-
ven Doppelpyramide A : Z x Z — Z fortsetzen, indem man im Punkt
(0,0) eine auf der Spitze stehende rekursive Pyramide aufbaut, bei der
in der Rekursionsgleichung (8.9) die Koeffizienten Ty, j durch —t i er-
setzt werden. In diesem Fall erhédlt man dann die zusitzliche Relation
Afn,k = (-1 )TH_kAn,k m>1).

Jeder Pyramide ldsst sich in natiirlicher Weise eine Folge von Laurent
Polynomen zuordnen, deren Koeffizienten gerade die Eintrdge in der
Pyramide sind, An (x) = ¥ F__, Ap xx¥. Wir nennen diese die zur Pyra-
mide assoziierten Laurent-Polynome.

Weiter nennen wir eine Pyramide R die Ableitung der Pyramide P, wenn
die zu R assoziierten Polynome 1, (x) zu den assoziierten Polynomen
pn(x) von P in der Beziehung stehen

b =24

= Eapn(x) .

83 DIE SCHWINGENDE PYRAMIDE.

Satz 22 Die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten (), bilden eine rekursive
Pyramide (Tabelle 16) vom binomischen Typ, deren Zentrum die schwingende
Fakultit n ist.

Beweis: Wir setzen Ay = (i),. Die Rand- und Symmetriebedingun-
gen (8.6) sind nach Definition von (}), erfiillt. Mit T, = [n—k odd]
gilt nach (8.4) auch die Rekursionsgleichung (8.9). Die Subdiagonale hat
die Gestalt ("), = > o<k<n Tkt 1k, denn (™), = n+1 und da
Tk41,x = [1 odd] = 1ist auch Zogkgn Tkr1k =n+1.

Beweisen wir nun die Konvolutionsgleichung (8.10). Zur besseren Uber-
sichtlichkeit wahlen wir die Schreibweise

{“’km} —1—[n—% odd] [m—% odd] (8.12)

Die Konvolutions-

und definieren die Gewichtsfunktion als wii* = [";™].

89



90

KOMBINATORISCHE PYRAMIDEN

gleichung nimmt so die Form an

L [n,m]/n) /m
Z { K }(k)z(kl:(n—}—m)z (n,m=>=0). (8.13)

k=—mn

Sei T = (0,0, () (L) yeeor (82 (Pysves ()0, ) die mte

Zeile. Das gewichtete Skalarprodukt der n-ten Zeile mit der m-ten Zeile
(8.10) ist Tnrm = Y 1 [ ]AnkAmk- Zu zeigen ist Tnrm = (“+Om)2.
Jedenfalls ist Torm = w9, (3),(T), = (3),, denn wd, =1 fir alle m.
Setzen wir jetzt voraus, dass die Behauptung richtig ist fiir alle i <n —1

und alle m. Dann ist

mrm= 3 L0,

= (G, 4 kodd (5 + (), ()

n—1

= k:§1+1 [n—1i<m+1] ((kT])z +[m—k odd] (%), + (kn—11)z) (n£1)2

Sl T may (e
:k:;+1[ k ]( k )z( k )2

:Tn—lﬂn+1:(n€nvz <o

84 SPEZIALFALLE DER BINOMISCHEN KONVOLUTION.

Ziehen wir einige Folgerungen aus Konvolutionsgleichung (8.13).

Spezialfall n + |n/2], m « [n/2]: Diese Parameterersetzung fiihrt
auf eine Darstellung der schwingenden Fakultit, deren Anfangswerte in
Tabelle 44 aufgefiihrt sind.

-y {Ln/ZJ];f n/zq (Lnlizj )2 (( nliﬂ )2 . 6.14)

k=—n

Spezialfall m <~ n: Da [*] = [n+k even] fiir alle n und k, gibt (8.13)

n 2
Z n+k even] ((2)2) =(2n)\ . (8.15)

k=—n



8.5 DIE SCHWINGENDEN POLYNOME.

Insbesondere erhalten wir

n n 2 5
2]; ((2k)2) = (4n)—((2n))~ . (8.16)

Spezialfall m +~ n+1:Da [™ "] =1 fir alle n und k, folgt aus (8.13)

o n n+1
Zn (k)z( y )2 =(2n+1). (8.17)

k=—

Auf folgende Identitdt werden wir spéter noch zurtickkommen:

n
nm+1] ,/n m+1\ /n+m\ n+nm
Z[ k }k (k)z( k >27( 1 )2 n+m (n+m>0)

k=1
(8.18)
8.5 DIE SCHWINGENDEN POLYNOME.
Wir verstehen unter den schwingenden Polynomen die Folge
S\ ™ P n—1
pn(x) = (1+x ) +nx <1+x ) mn>=0). (8.19)

Da pn(x) = (1 —0—)(2)”71 (1 +nx+x2) werden sie durch die folgende
Rekursiongleichung mit dem Anfang po(x) = 1 erzeugt:

T4+ nx+x2

m (TI > 1) (8.20)

prx) =P 1(x) (14x%)

Aus dieser Rekursion folgt die Multiplikationseigenschaft

(1+nx+x2) (1 +mx+x?)
T+m+m—1)x+x2

Prn(X)pm(X) =Prgm—1(x) (8.21)

Wir ordnen nun jedem Polynom py (x) das Laurent-Polynom
Brn(x) =x "pn(x)

zu. Die Aussage ist, dass die binomiale Pyramide (};), gerade aus den
Koeffizienten dieser Polynome besteht.
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Satz 23 Die zur binomialen Pyramide assoziierten Laurent-Polynome sind

n n n—1
Bn(x) = Z <E>2Xk = (x+ 32) +n <x+ %) . (8.22)

k=—

Beweis: Dies folgt aus einer zweifachen Anwendung des Binomialssatzes
und von (8.5)

n—1

X Mpn(x) =x" (1 +x2)n +x "nx (1 +x2)

_ i (E)X2k7n+ i <T‘z)kX2kfn71

k=0 k=1

8.6 ERZEUGENDE FUNKTIONEN FUR M.

Mit den im letzten Abschnitt eingefiihrten schwingenden Polynomen
(8.19) und (8.1) kdnnen wir auch schreiben

n = [z"] ((1 +zz>n +nz (1 +zz>n7]) . (8.23)

In der symmetrischen Darstellung (8.2) ist ¢ der konstante Term der
entsprechenden Laurent-Polynome

n n—1
n = 29 <(z+ 1;) +n (z+ %) > . (8.24)

Beschreiben wir die abzdhlende Potenzreihe der schwingenden Fakultat.
Es ist wohlbekannt (vgl. zum Beispiel D. H. Lehmer [49]), dass die forma-
le Potenzreihe S(z) =1/ (1 7422)1/ 2 die Koeffizienten (22" S(z) = (zn)

n
und [z2™HT] S(z) = 0 besitzt, und man sieht leicht ein, dass

T(z) = %Sl(z] =z/(1—422)3/2



8.7 SPEZIELLE SUMMEN IN DER SCHWINGENDEN PYRAMIDE.

n ‘0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 5 16 47 146 447 1380 4251 13102

Tabelle 17 — Binomische Transformation der schwingenden Fakultét.
die Koeffizienten [z2™] T(z) = 0 und 22" T(z) = (2111) (2n +1) hat.

Daraus, und aus der Definition von ni, erhalten wir eine erzeugende
Funktion fiir die schwingende Fakultit F(z) = S(z) + %S/ (z), also

n z 1
n = [z"] (]+1—4z2> Ve (8.25)

Die exponentiell erzeugende Funktion der schwingenden Fakultat wird
mit der Bessel-Iy Funktion gewonnen:

n =n!z"] (1+2)15(22) . (8.26)

Eine Anwendung der Euler-Transformation [61, S. 47]

= /n 1 z
Z <k)fk:[Z ]l—zf(1—z)

k=0

fiihrt mit (8.25) auf die erzeugende Funktion

LY 1—z—472
E k= [z™] ) 8.
= (k) a0 322 #27

Die ersten Werte dazu finden sich in Tabelle 17.
8.7 SPEZIELLE SUMMEN IN DER SCHWINGENDEN PYRAMIDE.
Betrachten wir die Zeilensummen der binomischen Pyramide. Die Sum-

me tiber eine ganze Zeile (8.28) beschreibt die Anzahl aller Teile aller
Kompositionen (geordneten Partitionen) von n + 1.

Ba(D)= Y <“Z> =Y x+1) GZ) — 2T (8.28)

k=—n 2 k=0
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Diese Summe lédsst sich nach Paritdten aufgliedern zu

k;n G{L)Z MM +k even] =2" (% n odd] + [n even}) , (8.29)
k:Z_n (E)Z Mm+%k odd] =2" <[n odd] + % n everﬂ) . (8.30)

Wir erwidhnen noch die Identitat

ZZ <2n+oc>2 =(n+al—Mm=0, ac{01}. (831)

8.8 VERALLGEMEINERTE FIBONACCI-ZAHLEN.

Die von einem positiven ganzzahligen Parameter r = 1,2,3,... abhén-
genden verallgemeinerten Fibonacci-Zahlen Fg JFM) L Z - Z sind fiir
nicht negative Indizes definiert durch

O =EM0/z-1-277 (n20),
und fiir Indizes kleiner 0 durch
F(jT]l =" (1/z4+1=2)"7 (m>0).

F(n] ) sind fiir n > 0 gerade die klassischen Fibonacci-Zahlen Fy,, rekursiv
definiert als Fg =0, F; =1, sowie

Fn=Fp 2+Fi 7 (n>1). (8.32)

Die FElZ] sind fiir n > 0 die gefalteten Fibonacci-Zahlen, definiert durch
Fl2) = Y ko FkFn_x- (Man vergleiche dazu auch [63].) Setzt man im
Fibonacci-Tableau die Eintrdge in der 0-ten Zeile und in der 0-ten Spalte
gleich 0 und in der 1-ten Spalte gleich [n = 1], so kann man die rechte

Hilfte des Tableau rekursiv so berechnen:

(r)

n—1

[N S SO S o I S D (8.33)



8.8 VERALLGEMEINERTE FIBONACCI-ZAHLEN.

\n | 6 -5 —4 -3 -2 -1 01 23 4 5 6
Flo) 0o 0 0 0 0 0 0000 0 0 0
ol 8 5 -3 2 -1 1 0112 3 5 8
220 10 5 2 1 0 0012 5 10 20
-2 9 3 1 0 0 0001 3 9 2
Yl 4 1 0 0 0 0000 1 4 14
Pl s 1 0 0 0 0 0000 O 1 5
Fe) 1 0 0 0 0 0 00 O0O0 0O 0 1
SRl 0o 1 0 1 0 1 01 25 122 70

Tabelle 18 — Die verallgemeinerten Fibonacci-Zahlen FY

Diese Rekursion bewahrt fiir r = 1 in natiirlicher Weise die Rekursion
der klassischen Fibonacci-Zahlen (8.32) auf.
W. Lang [48] hat eine explizite Formel angegeben fiir positive n und r.

-y (”t*‘)(nitir) n=1>0) (834)

k=0

In den restlichen Fillen mitn > 0 und v > 0 ist Fg b —o.
Der investigative Leser mag noch fiir die Spaltensummen im Fibonacci-
Tableau folgende Identitdten nachweisen:

Y B =Mmodd] m<0), (8.35)
>0
i+j+k)!
= k!

Hier lauft die Summe auf der rechten Seite tiber alle nicht negativen
ganzen Zahlen 1i,j, k, fiir die gilt i +j + 2k = n + 1. Diese Zahlen sind als
Pell-Zahlen bekannt [21].
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89 DIAGONALSUMMEN IN DER SCHWINGENDEN PYRAMIDE.

Satz 24 Die Summen der Diagonalen in der binomialen Pyramide (), sind

durch die Fibonacci-Zahlen und die gefalteten Fibonacci-Zahlen gegeben.

- (n—k M
Z (n _ 3k>2 - Fn+1 (n>0) (8.37)
k=0
n
n—k (2)
= > .
kzo(“%“)z K2 (n>0) .39

Beweis: Die klassische Identitdt 3 o<i<n (él:zkk) = Fn1 beschreibt den
Zusammenhang zwischen den Fibonacci Zahlen und den Binomialkoeffi-
zienten. (8.37) reformuliert diese Identitdt in der binomischen Pyramide
(%), und wird gerechtfertigt durch die Einbettung des pascalschen Drei-
ecks in die binomische Pyramide (8.5).

Zum Beweis von (8.38): Einerseits haben n —k und n—3k+1 stets
verschiedene Paritit, und damit ist nach (8.3) und (8.5)

n n
o \MToR LD o

Andererseits vereinfacht sich (8.34) zu

2) n—2 K
Frl=) (k+1)(n7k72)

3~
N ©

o) 2 ()

k



VERALLGEMEINERTE CATALAN-ZAHLEN

9.1 KOMBINATORISCHE INTERPRETATION VON .

Eine anschauliche Interpretation der schwingenden Fakultat liefert das
schwingende Orbitalsystem. Dies ist ein ebenes Orbitalsystem, bestehend
aus einer Schar konzentrischer Kreisbahnen, und einem Teilchen (oder
Raumschiff), das auf diesen Bahnen lduft und auf einer von ihnen seinen
Hafen hat, von der aus es entlang der Kreisbahn startet und in die es nach
jedem Umlauf wieder zurtickkehren muss. Die Umlaufebene ist dabei
in n Sektoren geteilt, und an jeder Sektorengrenze wird das Teilchen
angeregt seine Bahnhohe zu wechseln: ein Steuerimpuls veranlasst es auf
die jeweils néchstgelegene innere oder dufiere Bahn zu wechseln. Den
Radius einer Bahn nennen wir die Bahnhohe.

Es ist klar, dass die Geschlossenheitsbedingung unerfiillbar ist, wenn
die Anzahl der Sektoren ungerade ist. Deshalb ist fiir schwingende Or-
bitale die Sprungbedingung in diesem Fall gelockert: Falls n ungerade
ist, darf das Teilchen an einer Sektorengrenze auf seiner momentanen
Bahn weiterlaufen. Wie viele verschiedene Umlédufe kann das Teilchen
machen?

Ist by, die Anzahl der schwingenden Orbitale tiber n Sektoren, so zahlt
der folgende Trinomialkoeffizient die verschiedenen Moglichkeiten des
Sprungverhaltens des Teilchens ab. Damit erhalten wir die Aussage: Die
schwingende Fakultit zihlt die schwingenden Orbitale.

n
by = _ .
" (Ln/ZJ, n odd], [n/2 j) n (9-1)
9.2 TYPEN UND CODIERUNG VON ORBITALEN.

Phénomenologisch konnen sich Teilchen auf schwingenden Orbitalen
sehr unterschiedlich verhalten. Sie konnen sich zum Beispiel hauptsach-
lich auf Orbitalen bewegen, die fern ihres Heimatorbitals sind, oder sie
konnen sich stets in dessen Umgebung bewegen. Dabei ist Entfernung de-
finiert als der Betrag der Differenz zwischen der Bahnhohe des Sektors
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®
@@

- —++ -+ +-
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+
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+ - —+ + ++ -

Abbildung 5 - Schwingende Orbitale {iber 4 Sektoren

und der Bahnhohe des Heimatorbitals.

Dieses Szenarium wollen wir jetzt formalisieren. Als erstes benennen
wir verschiedene Typen von Orbitalen. Ein schwingendes Orbital heifst ele-
viert, wenn seine Bahnhohe nie unter die Bahnhohe des Hafens sinkt,
er heifst supprimiert, wenn seine Bahnhohe die Bahnhohe des Hafens nie
tibersteigt, und oszillierend, wenn er weder eleviert noch supprimiert ist.

Mit QO bezeichnen wir die Menge der schwingenden Orbitale tiber n
Sektoren. Im Weiteren identifizieren wir ein Orbital mit der Folge der
Steuerimpulse des Raumschiffs auf dem Flug entlang eines Orbitals. Da-
bei soll —1 einen Sprung auf die tiefer gelegene Bahn, +1 einen Sprung
auf die hoher gelegene Bahn und — was nur im Falle eines ungeraden n

Steuerimpulse  catalanisch
—1,—1,4+1,+1  supprimiert
—1,+1,—1,+1  supprimiert
—1,41,+1,—1  oszillierend
+1,—1,—1,4+1 oszillierend
+1,—1,+1,-1 eleviert

+1,+1,—1,-1 eleviert

Tabelle 19 — 4, die schwingenden Orbitale tiber 4 Sektoren.



9.3 PFADE UND ORBITALE.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 @11

0O O 0 2 10 10 70 42 378 168 1848

Tabelle 20 — Die Anzahl oszillierender Orbitale

einmal vorkommen kann — die 0 den Weiterflug ohne Bahnanderung si-
gnalisiert. Es gibt genauso viele elevierte wie supprimierte Orbitale, denn
man erhilt aus einem elevierten Orbital ein supprimiertes Orbital, wenn
man die Folge der Steuerimpulse in umgekehrter Reihenfolge durchlauft,
und vice versa.

Aus der kombinatorischen Klassifizierung der Orbitale in die grundle-
genden Typen eleviert, supprimiert und oszillierend folgt

nmM=2,+0, (n>2). (9.2)

0., ist dabei die Anzahl der oszillierenden Orbitale, deren erste Werte
in Tabelle 20 aufgefiihrt sind. Wie wir noch sehen werden, ist

On =n mn>1).

Den Zahlen E;, wenden wir uns im tiberndchsten Abschnitt zu.

9.3 PFADE UND ORBITALE.

Eine gewisse Orientierung mag ein Vergleich der Typen der Orbitale mit
den Typen der Pfade bieten. In der Tabelle 21 sind die am héaufigsten ver-
wendeten Pfadtypen zusammengestellt. Ein Pfad ist dabei eine Folge von
Elementen (nj, m;) € Z2. Grundsitzlich starten Pfade (per Konvention)
im Punkt (0,0). Einschrdankende Bedingungen werden an den Endpunkt
gestellt (etwa (n,0) oder (n,n) oder (2n,0)), an den Pfadverlauf (etwa
keine negativen m-Werte in den Punkten (x, m)), und beziiglich der zu-
lassigen Spriinge m;1 —m;. Wir verweisen dazu auf die Literatur, ins-
besondere auf [84] und [30].

Die Typen der Orbitale sind (iibersetzt in die Sprechweise der Pfade)
in der Tabelle 22 zusammengestellt. Die Briicke zwischen Pfaden und
Orbitalen schlédgt die Verbindung von Dyck-Pfaden zu elevierten Orbita-
len. Im Fall eines geraden n stehen elevierte Orbitale tiber n Sektoren in
eineindeutiger Beziehung zu den Dyck-Pfaden — Dyck-Pfade sind dann
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Ziel Spriinge Werte Name Card
(n,0) {-1,0,+1} meZ Delannoy Dy
(n,0) {-1,0,+1} me ZO+ Motzkin Mn
(2n,0) {1,471} meZ; Dyck Cn

Tabelle 21 — Typen der Pfade.

Ziel Spriinge Werte Name Card
(n,0) {-1,0%,+1} meZ Orbital n
(n,0) {-1,0%,+1} me ZSF eleviert En
(n,0) {-1,0,+1} me€Z; supprem. En
(n,0) {-1,0%,+1} mecZ* osziller. On

0* bedeutet: 0 nur falls n ungerade ist und nur einmal.
Z* bedeutet: m € Z und existiert mq € ZT und my, € Z™.

Tabelle 22 — Typen der Orbitale.

sozusagen die ,linearisierte Variante” der Orbitale. Dyck-Pfade einer un-
geraden Lange gibt es nicht. Dies folgt aus der zuldssigen Menge der
Spriinge {—1,1} und der Zielbedingung Y ; m; = 0, die ja eine gleiche
Anzahl von —1 und +1 Spriingen erzwingt. Orbitale {iber einer ungera-
den Anzahl von Sektoren existieren, weil im Fall eines ungeraden n eine
Ausnahme zuzulassen ist: genau ein 0—Sprung.

Im weiteren werden wir bei der Sprechweise der Orbitale bleiben, nicht
nur, weil ein Kreis die Geschlossenheitsbedingung besser motiviert, son-
dern auch, weil ein Kreis eine Beziehung zur modularen Arithmetik sug-
geriert (was durchaus erwiinscht ist) und Zusammenhénge mit dem Pro-
blem der analytischen Kreisteilung antizipiert.

9.4 DIE VERLORENEN CATALAN-ZAHLEN.

En sei die Anzahl der elevierten schwingende Orbitale iiber n Sektoren.

n

B = 2+ ©3)

Dies gilt, denn die Anzahl aller schwingenden Orbitale ist m2 und mit
einem einfachen Reflexionsargument wird diese Anzahl um den Faktor
1/(In/2] + 1) reduziert. (Wir machten ja bereits im Abschnitt 1.3 die Be-



9.5 EINE INTEGRALDARSTELLUNG DER CATALAN-ZAHLEN.

n‘0123456789101112
1

En‘ 1 1 3 2 10 5 35 14 126 42 462 132

Tabelle 23 — Anzahl elevierter Orbitale, die Catalan-Zahlen

obachtung, dass |[n/2] + 1 stets Teiler von m ist; hier haben wir nun
eine kombinatorische Interpretation dieser Relation.) Mit dem mittleren
Binomialkoeffizienten b,, = (Lnr}z j) lasst sich auch schreiben

En =ged(bn, bpii) (m>0). (9-4)

Die ersten Werte von E, sind in Tabelle 23 aufgefiihrt.
Aus der Rekursion der schwingenden Fakultét folgt eine Rekursion
der E,, . Eg =1 und

En =Eqini™ @@/ (ny2)tm el (n>0). 95)

Die Folge E;, stellt eine Erweiterung der klassischen Catalan-Zahlen
Cn = (ZTI‘) /(m+1) dar, die die elevierten Orbitale im Fall gerader Sek-
toren zihlen: C,, = E,,,. Unter den verlorenen Catalan-Zahlen verstehen
wir die Anzahl der elevierten Orbitale im Fall ungerader Sektoren, also

Eon+1. Unter Verwendung der Relationen (1.7) und (1.8) finden wir

(n—1/2)1 22n (n+1/2)1 22n

B =T e 2 T g e 20

Man bemerkt, dass E, ungerade ist, wenn n = 2k 1 odern =2k—-2
ist. Im ersten Fall ist E,, = 20/2 und ist daher nach einer Folgerung aus
Satz 1 ungerade und im zweiten Fall kann E;, auch nicht gerade sein,
weil sonst B, 1 = E(2—1) = 22 gerade ware, im Widerspruch
zum eben Gesagten.

Hingebungsvolle Freunde der Catalan-Zahlen mogen untersuchen, wel-
che der mehr als 66 Interpretationen der Catalan-Zahlen, die sich bei R.
P. Stanley [84] finden, einer Erweiterung auf den ungeraden Fall zugang-
lich sind.

9.5 EINE INTEGRALDARSTELLUNG DER CATALAN-ZAHLEN.

Eine Integraldarstellung der klassischen Catalan-Zahlen wurde von Pen-
son und Sixdeniers [69] angegeben, welche sie mit Hilfe der inversen

101
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Mellin Transformation hergeleitet haben. Ihr Vorgehen lésst sich leicht
fortfithren, um auf folgende Integraldarstellung der verallgemeinerten
Catalan-Zahlen zu kommen.

1/4
1 4 4 —x 2 COs TN

Fiir die Catalan-Zahlen mit geradem Index (dem klassischen Fall) erhal-
ten wir daraus

1 r L4—x)1/2

Eon=Cn = I Ox X]de 9.7)

und fiir Catalan-Zahlen mit ungeradem Index (den verlorenen Catalan-
Zahlen) die Integraldarstellung

1t K2
E2n+] = EJ'OX, mdx (98)

Damit hat man mit (9.3) auch eine weitere Integraldarstellung fiir die
schwingende Fakultit auf den nattirlichen Zahlen gefunden

4 5\ cosny 1/4
nz:mj (in1 (MX) ) ) dx. (9.9)

47 0 X

96 DIE REKURSIVE PYRAMIDE DER CATALAN-ZAHLEN.

Definition 25 Die catalansche Abzihlung € : N X Z — Z ist definiert als
E0,0 =0 und

k

Enk:f(“) (m>1, —n<k<n). (9:10)
! n\k/,

Ahnlich wie die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten (111)2' bilden

auch die verallgemeinerten Catalan-Zahlen eine rekursiven Pyramide

(Tabelle 24).

Satz 26 Die catalansche Abzihlung lisst sich durch eine rekursive Pyramide
vom catalanischen Typ berechnen. Das Zentrum dieser Pyramide verschwindet
(En,0 = O fiir alle n) und ihr Nebenzentrum Ey, 1 sind die verallgemeinerten
Catalan-Zahlen By 7 = Eq_1.
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nNk |6 5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6
0 0

1 -1 0 1

2 -1 -1 0 1 1

3 -1 2 -1 0 1 2 1

4 -1 -3 2 -3 0 2 3 1

5 -1 4 3 -8 2 o0 8 3 4 1
6 -1 -5 -4 ~-15 -5 =-10 O 10 5 15 4 5 1
7 |6 5 24 9 -30 -5 0 5 30 9 24 5 6

Tabelle 24 — Die rekursive Pyramide der Catalan-Zahlen E(n,k)

Beweis: Wir wahlen 1, x = [n —k odd] und setzen die Gewichtsfunk-
tion wi; = 1—[2fiund2{j]. (tnx und w;y; sind also genauso ge-
wihlt wie bei den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten zum Index
2.) Die Subdiagonale hat die Gestalt an1n = Zogkgn Tk+1,k, denn
ajo = 0+ 11,000,0 + ap,1 = T1,0 und mit vollstandiger Induktion ist
An+1n = AGnn—1+Tn+1ndnn+anny1 = ZO<k<n71 Tk+1,k T Tnt1,n-
Beweisen wir nun die Giiltigkeit der Rekursionsgleichung

Enk=En1k—1+Mm—koddl En_qx+En_1x41- (9.11)

Nach (9.12) ist Enn = 1fallsn >0, Enn_1 =n—1und E o = 0. Wir
schreiben wieder s, . fiir den Nenner von (L‘) 2

Snk = <% m—k—M—-k odd}))! <% Mm+k—Mm—k odd})>!

Aus (9.10) und (8.2) folgt

n! k
Enk=—-— (M>0). (9.12)
Sn,k n

Somit ist fiir —n +2 < k < n — 2 die Rekursionsgleichung gleichbedeu-
tend mit

| — | — — | — |
n! E: m-—1)! k ]+[n—kodd} n—1) %k L (m—"1)! k+1 .
Sk Sno1k—1n—1 Sn—1k =1 Spqxp1n—1
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Dies ldsst sich umstellen zu

'k k—1 k k+1
n . Snk +n—k odd] Snk Snk +

m=In sy g 1n—1 Sno1kn—1 spqxrin—1

Die linke Seite dieser Gleichung ist k, aber auch die rechte Seite, weil

snk k=1 (/n k1 k—1
Smixn—1 <z 3ok Odd]) n—1’
n—k odd] Sk L:[n—k odd}L,
Sn—1n—1 n—1

_Snk kAT <Lk,l[n,k Odd]> kel
Sn—1k+1 n—1 n

9.7 KONVOLUTIONSPRODUKTE DER CATALAN-ZAHLEN.

Zum Nachweis, dass die Catalan-Zahlen eine rekursive Pyramide von
catalanischen Typ bilden, fehlt noch der Nachweis der Konvolutionsglei-
chung (8.11). Wir verwenden die in (8.12) erkldrte Notation [nkm} . Damit

schreibt sich die Konvolutionsgleichung
n
n,m+1
Z |: k :|En,kEm+1,k =Entm—1 m+m>0). (9.13)
k=0

Diese Identitdt hatten wir bereits in ihrer binomischen Form (8.18) ange-
kiindigt: fiir n +m > 0 gilt

i n,m+1 2 n m+1\  /n+m\ n+nm

k=1

Denn setzen wir die Definition (9.10) ein, so schreibt sich (9.13)

i n,m+1 E n k m+1\ 1 n+m
=1k n\km+1\ ko nem 1)y

Seitn = (0,En,1,...,Enn,0,...) die n-te Zeile. Das gewichtete Skalar-
produkt der n-ten Zeile mit der m-ten Zeile ist

mn
n,m
tatm = ) [ 5 :|En,kEm,k'
k=0
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Zu zeigen ist fiirn > 0und m > 0 tntymy1 = Enym,1. Nunist

Gt _[m+T1] N 1 m+1\ 1 m+1 _E
1tm+1 = 1 127m+1 1 277m+1 1), m+1,1

da (7), = 1und [""7"'] =1 fiir alle m. Setzen wir jetzt voraus, dass die
Behauptung richtig ist fiir alle i < n—1 und alle m > 0. Dann ist

n
1
tntmir = 2 [ JEnkEmsix

=3 " (Enore1+Mm—k odd En 1 +En_1x1) Emp1x

= Z (M2 (B ket + Im—k odd] Bk + Bt k1) Enc1x

[n 1m+2]E

[
P’I

m+2,kEnf1,k
=th-1tmi2 =Enim1 ©
9.8 SPEZIALFALLE DER CATALAN-KONVOLUTION.
Einige einfache Spezialfille der Konvolutionsgleichung (9.13) sind:

Spezialfall n < |n/2], m < [n/2] : Diese Parameterersetzung fiihrt auf
eine Darstellung der Catalan-Zahlen

[n/2]
n/2|,[n/2]+1
Eno1= ) P J L W Ein/2)kEmy2141x (M>0). (9.14)
k=0

Spezialfall m < n.: Da [ "'] =1 fiir alle n und k, folgt aus (9.13)

Z EnkEnpik =En—1 (m21). (9.15)
k=0

Spezialfall m <~ n—1:Da [*] = [n+k even] fiir alle n und k, folgt

n

Z n+k even] Ei,k =Ch1 (m=1). (9.16)
k=0



106

VERALLGEMEINERTE CATALAN-ZAHLEN

n ‘12345678910

o)
2xsoBMk) o 1 2 4 9 18 40 80 175 350 756

Tabelle 25 — Zeilensumme der Catalan-Pyramide 3 ; -, E(n, k)

Das heifit, die Catalan-Zahlen mit geradem Index lassen sich als Sum-
me von catalanischen Quadraten schreiben, beispielsweise 5 = 4 + 1,
14=4+9+1,42=25+16+1.

9.9 ZEILENSUMMEN IN DER CATALAN-PYRAMIDE.

In diesem Abschnitt wollen wir eine Darstellung der Summe einer Zeile
in der Catalan-Pyramide erhalten, und zwar

EZEWK:(“51Z+(“j1Z m>0). 917)

k>0

Dazu schreiben wir o, = (), + (7),. Weil (3), = ntist, ist on = hpm
mit der Hilfsfolge

2
hn—1,T

1"
,4,...:1+(M) (n>0) .

3
/2/ 213/ 2

wi A

Aus der Rekursion von 1 folgt die Rekursion von hyny,

(n+3) [n odd]
nm
on =201 <W> m=>T1) (9-18)

mit dem Startwert oy = 1. Nun ist aber ¢, 1 = hy_1[*5|E,,_7, und
so kann man die Zeilensummen in der Catalan-Pyramide auch durch die
Catalan-Zahlen selber ausdriicken.

> Eu=Enn (3407 mz0). (9.19)
k>0

Damit sieht man, dass die Summe der Catalan-Zahlen rechts von der
ersten Spalte (k > 1) in der Pyramide ein ganzzahliges Vielfaches des
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Wertes in der ersten Spalte ist. Definieren wir nun mit der Notation (8.12)
die Koeffizienten

In/2],[n/214+1] | n+2 2—[n even]
kT [ k } {TJ

und setzen in (9.19) die Darstellung (9.14) ein, so erhalten wir

Z En,k = Z tn,kELn/Zj,kE[n/Z]Jr],k m>1). (9.20)
k>0 k>0

In der Catalan-Pyramide gleicht also die Summe iiber eine Zeilenhilfte
einer gewichteten Konvolutionssumme tiber dem halben Zeilenindex.

9.10 DIE CATALAN-POLYNOME.

Wir definieren die Catalan-Polynome als die Laurent-Polynome, deren
Koeffizienten die Elemente der Catalan-Pyramide sind.

Satz 27 Die zur Catalan-Pyramide assoziierten Polynome sind gegeben durch
Eo(x) =0 und

E (X)_<X+1>n2 (X*l) <x+1+n71) (mn>0) (9.21)
n - X X X . 9.

Beweis: Betrachten wir dazu die Polynome, die der erweiterten binomi-
schen Pyramide zugeordnet sind. Wir wissen aus Satz 23, dass gilt

n n n—1
Bn(x)= > <E)2Xk=(x+%) +n(x+%) .

k=—mn

Nun ist aber, wie man nachrechnet,

En(x) = ——Bn(x), (9-22)

und daher ist fiirn > 0

B = Y E(F) = Y Bt o
2

k=—n k=—mn
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Wegen (9.22) kann man also sagen:
Die Catalan-Pyramide ist die Ableitung der binomischen Pyramide.

Aus (9.21) folgt auch unmittelbar eine Rekursion der Catalan-Polynome.
Mit der Setzung E(x) = 0 und dem Anfangswert Eq(x) =x—1/x gilt

En(x) = En1 (%) (x+1)

X

x+1/x+n—1
Fipxn_2 ™1 (9:23)

9.11 ERZEUGENDE FUNKTIONEN DER CATALAN-ZAHLEN.

Aus unserer Betrachtung der Catalan-Polynome erhalten wir

n—1
En:{zl] (z+;) (Z*%) (z+1£+n> m=0). (9.24)

Die gewohnliche erzeugende Funktion der verallgemeinerten Catalan-
Zahlen E,, ist

n 2+Db(z) —1
En=l 1(@1)(@), bla) = (9-25)

Die exponentiell erzeugende Funktion erkennt man leicht als

1
En =n! 2] ((l + ;) 11(2z)) . (9.26)
Hierbei bezeichnet I (z) die Bessel-Funktion erster Ordnung.

9.12 DAS PRODUKT Ey(n — k).

Ein Punkt auf einem Orbital dessen Hohe 0 ist (d.h. der auf dem Hei-
matorbital liegt), nennen wir einen Nulldurchgang eines Fluges. Jeder
Flug besitzt (vom Startpunkt abgesehen) mindestens einen Nulldurch-
gang, sonst konnte er nicht wieder zuriick zum Startpunkt kommen. Be-
zeichnen wir den ersten Nulldurchgang eines Fluges mit k, so konnen wir
jeden Flug in zwei Teile zerlegen: Den bis zum Nulldurchgang und den
restlichen Teil. Der erste Abschnitt ist eine elevierte oder supprimierte



9.12 DAS PRODUKT Ey (1 — k).

1 1
0 2

2 2 6

0 o 2 6

6 12 4 30
0 12 0 4 O 4 20
20 60 12 12 12 4 20 140
0O 40 O 12 o 8 o 10 70
70 280 40 60 36 24 40 10 70 630

Tabelle 26 — Zerlegung von n. nach dem ersten Nulldurchgang.

Bahn, wird also durch die Catalan-Zahl Ey abgezahlt, genauer durch
2Ewobei der Faktor 2 die beiden méglichen Typen berticksichtigt. Aller-
dings gibt es eine Ausnahme: Wenn im Fall ungeradzahliger Sektoren die
Bahn mit dem sprunglosen Abschnitt beginnt, dann darf dieser nattirlich
nur einmal gezzhlt werden, also korrigieren wir zu 2K>0Jg, .

Die Anzahl moglicher Flugbahnen hinter dem Nulldurchgang wird
durch die schwingende Fakultit abgezdhlt (n — k). Aber auch hier muss
noch nachkorrigiert werden: Ein Orbital tiber einer geraden Anzahl von
Sektoren kann niemals in zwei Bahnabschnitte ungerader Lange zerfal-
len, weil dies entweder gegen die Riickkehrbedingung oder die Ausnah-
mebedingung (nur ein Geradeausflug) verstofSen wiirde. Dies kann durch
die arithmetisierte boolesche Variable [n VV k odd] berticksichtigt werden.
[NV k odd] steht fiir nodd oder k odd . Setzen wir per Konvention noch
E_7 = 1, dann konnen wir die Abzdhlung tiber den Nulldurchgang k
von 0...n — 1 laufen lassen.

Insgesamt erhalten wir so folgende Summendarstellung der schwin-
genden Fakultit, deren Terme in Beispielen in Tabelle 26 aufgefiihrt sind.

n—1
> MV odd Egj(n—k—1=m (n>1). (9-27)
k=0

Eine alternative Darstellung dieser Identitidt ohne Catalan-Zahlen ist

i nV (k+1) odd]

T odd] KRn—kp= (n=>=1). (9.28)

k=1

109
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9.13 SINGULARITATEN DER ERZEUGENDEN FUNKTION VON Cn.

P. Flajolet und R. Sedgewick betrachten in [30] die erzeugende Funktion
der Catalan Zahlen. Die folgende Gegentiiberstellung schliefit daran an.

Die gewohnliche erzeugende Funktion der verallgemeinerten Catalan
Zahlen G(Ey,) lasst sich schreiben

1 1 1
S(En):ZHZ—Z(WJr;f%f]), w=1/1—(22)2. (9.29)

Sie hat in den Punkten £1/2 eine Quadratwurzel-Singularitit. Dagegen
hat die gewohnliche erzeugende Funktion der geraden Catalan Zahlen
G(Cn) eine Quadratwurzel-Singularitat im Punkt 1/4.

S(Cn):ZHleU—w), w=+v1—-4z (9.30)

Die beiden erzeugenden Funktionen sind in Abbildung 6 gegentiberge-
stellt. §(E,,) besitzt zwei Aste wihrend §(Cr ) nur einen besitzt. Nun
sind die Singularitdten der erzeugenden Funktionen von ausschlaggeben-
der Bedeutung bei der asymptotischen Entwicklung ihrer Koeffizienten.

Vergleichen wir daher den einfachsten Fall der asymptotischen Nahe-
rungen. Einmal die Stirling-basierte Formel «(n) = 4™ /n3/2, die auch
Flajolet und Sedgewick angeben, mit unserer weiter oben angegebenen
Fields-basierten Formel, die wir hier auf den Fall E,,, zuriickstutzen:
B(n) = 22" /(m3/2 + n'/2). Die relative Effizienz der Formeln zeigt Ab-
bildung 6, in der Cn/x(n) [blau] und C,/B(n) [rot] eingetragen sind
sowie der asymptotische Wert 7~ 1/2 = 0.564 ... ..

9.14 ASYMPTOTIK DER CATALAN-ZAHLEN.

Betrachten wir noch die asymptotische Entwicklung der Catalan-Zahlen.
Im 4. Band von TAOCP [43, 7.2.1.6.16] findet sich die Formel

qn
o (]_9 145, 11555 36939 —4+0(n—5))

Thnvng U 8™ T ™ T T rom™ T 37es™

(9-31)
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Abbildung 6 — Genauigkeit der Ndherung an C,, (linkes Bild) in Abhéngig-
keit von den Singularitdten der erzeugenden Funktion (rechtes Bild)

1.00010908066

1.00010908066

2.27204297190  1.00000049478
3.00000148434

2.07503432970  2.00000002981
10.00000014906

5.02420644605 5.00000000552
35.00000003868

14.01591993261  14.00000000195

NN U~ W N RO

C|n/2) nach (9.31)  En nach (9.32)

Tabelle 27 — Approximationen verallgemeinerter Catalan-Zahlen.

Verwenden wir dagegen unsere ,Taschenrechnerformel” (2.10) mit
N =8n+2und
4TL
T(n) = (z—zN*Z+21N*4—671N*6+45081N*8) ,

/N7m/2

so zeigt ein direkter Vergleich eine wesentliche hohere Genauigkeit bei
etwa gleichem Rechenaufwand. In der Tat gilt C, = |T(n)/(n+1)]
sofern n < 31. Dariiber hinaus liefert die Taschenrechnerformel auch

Néherungswerte fiir die verallgemeinerten Catalan-Zahlen E.

En==m+NModd=T1(n2]+1)+0mn1/?). (9.32)

N —

111
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Zur Illustration sind die ersten Werte nach dieser Formel in Tabelle 27
angegeben.
Sogar folgende asymptotische Aquivalenz liefert genauere Werte als (9.31).

ZN

(n+ D even) /m N+ )

Insbesondere ergibt sich daraus eine asymptotische Naherung an den

En ~ (N=n+1+[n even]) (9.33)

Quotienten zweier klassischer Catalan-Zahlen.

Chx . m+1/2 n+5/4
—k 4 .
Cn n—k+1/2\| n—x+5/4 (9:34)

Fiir den Logarithmus der Catalan-Zahlen liefert (2.8) die asymptotische
Entwicklung

1\ _1\n
InE, :(n+l+( ;) >ln271n\/77t71n<n+§+( ;) )

(_1)71 nfl n73 n75 _7
— ey (S-S e o (n )

9.15 DIE CATALAN-FUNKTION.

Nachdem wir die Catalan-Zahlen auch fiir ungerades n definiert haben,
liegt es nahe, nach einer allgemeineren Form zu suchen, die auch fiir
komplexes z erklart ist, und die gleichzeitig in der Lage ist, kombinato-
rische Relationen aus dem Diskreten zu biindeln. Wir treffen folgende
Wahl:

Definition 28 Die Catalan-Funktion ist erklirt als

2 (z+ 20 1/2
E(z):z!<mz+2)!) . (9-35)

Diese Funktion interpoliert die klassischen Catalan-Zahlen an den gera-
den und die verlorenen Catalan-Zahlen an den ungeraden positiven gan-
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Abbildung 7 — Die Catalan-Funktion E(x)

zen Zahlen. Unter z'/2 verstehen wir dabei den Hauptzweig der Qua-
dratwurzel.
n [n/2]! n’ ' (m+2n
— = =/n! =E .
"t (mroan VY gy T EM

In unserem Zusammenhang interessiert hauptsachlich der Fall eines re-
ellen x > —1. Unter dieser Voraussetzung gilt auch

1/2
E(x) =x (X! (X+Z)Z) (x>-1). (9.36)

X (x+2)!
Weiter ist offenbar in diesem Fall gleichwertig zur Definition (9.35)

(X + Ucos(ﬂx)/lfl /2

(x+

E(X) = 2x1 Z)C()s(ﬂx)/2+] /2 (X > _1) ' (937)

Wir bemerken - beispielsweise, und um die Gelegenheit zu nutzen, noch
einmal dankbar zu Euler hintiber zuwinken — wie nahtlos diese Darstel-
lung sich an die Produktdarstellung der schwingenden Fakultdt (1.29)
anflgt.
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9.16 SCHRANKEN DER CATALAN-FUNKTION.

Unsere Definition von E(x) erlaubt es, bereits erzielte Ergebnisse tiber
die reelle schwingende Fakultédt direkt in Aussagen tiber die Catalan-
Funktion umzuformulieren. Aus den Schranken der schwingenden Fa-
kultét (2.12) folgen so entsprechende Schranken fiir die Catalan-Funktion

(@ () <o) () oo

Abbildung 7 zeigt die reelle Funktion E(x) mit diesen Schranken. Uber-

sichtlicher ist die Inklusion

x? x{
— X CEx) <
X/2+1 (x)

< m (x>—1). (9-38)

Denn schreiben wir sie in der dquivalenten Form x + 1 < EZ (’:) < x+2,

so folgt die Behauptung aus

cos(7tx)+1 1/2
2 <Eziz) ) (x>-1). (9:39)

1)cos(nx)f1

Eine Betrachtung der Schranken (2.7) fiir die schwingende Fakultat fiihrt
unter anderem auf folgende einfache Schranken fiir ganzzahlige Argu-

mente.

—3/2 1 1\ ~1/2
(E—O—%) gEnﬂ<(E+1> (E_._,) (n>0, n even),

-1 1/2 —-1/2

n 1 n 1 N n 3

4 4 <E Yo g (=42 > )
(2+2) (2—0—4) \E“Zn\(2+4) (n>1, n odd)

9.17 HYPERGEOMETRISCHE DARSTELLUNGEN VON En.

Ein zweites Beispiel dafiir, wie sich Ergebnisse tiber die schwingende Fa-
kultat in Aussagen iiber die Catalan-Funktion {ibersetzen lassen, sind
die hypergeometrischen Darstellungen der verallgemeinerten Catalan-
Zahlen, die sich direkt aus (9.3) und den entsprechenden Darstellungen
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der schwingenden Fakultét in Tabelle F ergeben. Die Tabelle F zeigt 14
solcher Darstellungen und steht in der Formelsammlung am Anfang des
Buches.

Dabei setzen wir n > 1 voraus und verwenden wieder die Abkiirzung
n = [n odd]. Diejenigen hypergeometrischen Identititen, die auf endli-
che Summen fiihren, lassen sich auch als binomische Summen darstellen.
Drei Beispiele sind, entsprechend den Identitdten (rL), (RD1) und (RD4):

3 anen (—n/Z tn/2—1+ k) (—n —1/2+ k) e (040
k=0

Kk Kk
2 ok (2K [(—n— TNtk
mzz (k)( K )n =En 941)
k=0
2 = 2k\ [—n—1+k)\ /m+T\"
zn—k—n =E .
n—n+2]§) (k)( 3 )(k+1> no 942

9.18 ALLGEMEINE BINOMIAL- UND CATALAN-FUNKTION.

Die verallgemeinerte Binomialfunktion (zum Index 2) definieren wir als

1/2
(HW)Z) . (9-43)

(o)l
w) T\ (z—w)!(z+w)!

Dabei ist u'/2 der Hauptzweig der Quadratwurzel mit u € C\ R . Un-
ter der verallgemeinerten Catalan-Funktion verstehen wir

Ezw) = ¥ (Z)z (z£0). (9.44)

z \wW

Diese beiden Definitionen kénnen alle entsprechenden Definitionen an
fritheren Stellen ersetzen, denn sie umfassen sie. So ist beispielsweise die
Catalan-Funktion

1 1 00\ /2
1:_(x):15(x+1,1):m("1+ )sz!(%) C (945)
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Ist w = 0, dann ist (), =x2. Fiir z = 0 wird der Ausdruck (2)2 etwa fiir
reelles x, —1 < x < 1, dargestellt durch

(9-46)

Andererseits kann man wegen (2[)]0x = (((=x) 1 x) / ((—x)! x1))1/2 auch
die Reflexionsgleichungen der schwingenden und der monotonen Fakul-
tit anwenden und erhalt

0 1 /sinmx\ /? [tanmx/2 (cos7tx)/2
x), m\ x x/2 (—1<x<1).
2

An der Stelle x = 0 ist dabei durch den Grenzwert zu ergénzen. Wir

bemerken, dass sich diese Funktion in einer Umgebung der 0 (etwa
—0.19 < x < 0.19) durch exp(—3.228x2) bis auf einen Fehler kleiner
6x1072 approximieren lasst.

Schlieflich wird (), fiir reelles x > —1/2 dargestellt durch

x (2x)0\ /2 X! 1/2—cos(2mx) /2 :
— 1 o x 1
<x)2—x.((2x)!) o ((X*VZ)!) (x> z) .

Die notationellen Vorteile, die (; ) 5 mit sich bringt, werden schnell deut-
lich, wenn man versucht sie durch die Gammafunktion darzustellen, so

wie in der nédchsten Gleichung.
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Zum Schluss wollen wir noch zeigen, wie aus (9.43) fiir ganzzahlige Ar-
gumente die Definition (8.2) folgt. Fiirn > 0, —m <k < n st

<(n—k)z(n+k)z>‘/2 <% (n—k—[n—k 00101]))V1
=K (n+%k)! N x (% Mm+k—Mm+k 0dd]]>!71

Dies folgt aus

1/2
(2 (Lt oaa ),

und dies gilt, weil die komplexe schwingende Fakultit auf den nicht-
negativen ganzen Zahlen mit der Ur-Definition der schwingenden Fakul-
tit (1.1) zusammenfillt, n!/ny = [n/2)!2.

Damit sind wir an den Ausgangspunkt unserer Betrachtung in Kapitel
1 zurtickgekehrt. Am Ende des Kapitels 1 hatten wir eine Verallgemeine-
rung der schwingenden Fakultét eingefiihrt (1.58). Verméhlen wir diese
mit Definition (9.43), so erhalten wir die Definition eines verallgemeiner-
ten Binomialkoeffizienten zum Index n.

- 1/n
(z) :Z!<Sn(z W)Sn(z+w)) 9.48)

(z—w)!(z+wW)!
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10.1 DIE SCHWINGENDE q—FAKULTAT.

Die g-Fakultit ist definiert als
nlg=10+q)(1+q+q?) - (1+q+---+q™ " (10.1)

wobei wir unter q eine reelle Zahl verstehen, von der, wenn notwendig,
verlangt wird |q| < 1. Damit definieren wir die schwingende q-Fakultit in
vollstindiger Analogie zu (1) als

nlqg

M= (22

(10.2)

Da n!q fiir ¢ — 1 in n! iibergeht, ist die Konsistenzrelation g —mn fiir
q — 1 sichergestellt. Eine Reihe von weiteren Darstellungen kann leicht
gezeigt werden. Schreiben wir etwa [nlq = (1—q™)/(1—q), so ist

n [n/2]
nyg = ( 11 [k]q) / ( 1T [k]q) (n>0) (10.3)

k=[n/2]+1 k=1

Verwenden wir dagegen den g-Binomialkoeffizienten

(3). - H i (104

zur Darstellung, so kann man mit 1 = [n odd] schreiben

_( n—nm 1—q™\"
Mq = ((n—n)/z)q (%) (05
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10.2 DIE SCHWINGENDEN (-POLYNOME.

n\k|o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1|1

2 |1 1

3 |1 2 2 1

4 |1 1 2 1 1

5 |1 2 4 5 6 5 4 1
6 |1 1 2 3 3 3 3 2 1 1

Tabelle 28 — Die Koeffizienten der schwingenden g-Polynome

10.2 DIE SCHWINGENDEN (-POLYNOME.

Interessanter ist jedoch eine Darstellung mittels der zyklotomischen Po-
lynome, die definiert sind als [88]
SN\ [jLn]
ont0) = [ (x-dh)

1<j<n

wobei ( = 2™/ die n-te Einheitswurzel ist und j L n bedeutet, dass
j teilerfremd zu n ist.
Da die g-Fakultét folgende Faktorisierung besitzt

n

nlg =[] (@n(@)lt™™, (10.6)
k=2

erhilt man mit (10.3) eine Darstellung, die es rechtfertigt, von m q auch
von den schwingenden q-Polynomen zu sprechen

n
g =[] (@n(q)ln/H—2n/ k] (10.7)
k=2

Aus einem Satz von Chen und Hou [15, Theorem 8] iiber die mini-
male Anzahl von irreduziblen Faktoren von gq-Multinomialkoeffizienten
kann man folgern, dass g mindestens |(n + 1)/2] irreduzible Faktoren
besitzt.

Eine rekursive Definition der schwingenden g-Polynome ist gegeben
durch 0 =1 und fiir n > 0 durch

1— g™ 1— 2[n even]
g =Mm—1), ( 1—qq ) (1 —q‘?/2> (10.8)
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Dies folgt unmittelbar aus der Definition (10.2).

Die ersten schwingenden g-Polynome sind Og =1, g =1, 24 =
T+4q, 3g =1+29+ 2q? + q3. In Tabelle 28 sind die Koeffizienten von
ngfiir T < n < 6 angegeben, welche wir mit In (k) bezeichnen und
auf deren kombinatorische Deutung wir noch eingehen werden. Man be-
merke aber jetzt schon, dass die Koeffizienten in Tabelle 28 zur schwin-
genden Fakultit im gleichen Verhiltnis stehen wie die Inversionszahlen

In (k) [59] zur monotonen Fakultit.

10.3 SCHWINGENDE WORTER UND INVERSIONEN.

Ein schwingendes Wort mit n Buchstaben ist ein Wort w = wyw; ---wn
tiber dem Alphabet {—1,0, 1}, dessen Buchstaben B(w) eine Multimenge
folgenden Typs bilden

By = {(71)|_n/2jlo[n odd]l]\_n/zj} _

In dieser symbolischen Schreibweise ist der Exponent als Vielfachheit des
Basiselements in der Multimenge zu verstehen. Beispiel:

Bs ={-1,-1,0,1,1}.

Mit ¥, sei die Menge aller schwingenden Worter mit n Elementen be-
zeichnet. Die Anzahl der Inversionen eines Worts w € ¥;, definieren wir

als
inv(w) = card {(i,j) [1<jund w; > wj} .
Betrachten wir nun die Polynome.

pnl@)= > ™ (10.9)
weV¥,

In Anlehnung an die Notation von D. E. Knuth [41] bezeichnen wir
[a*]
ist

Pn, den Koeffizienten von g¥ des Polynoms pr, mit In (k). Damit

Tn(k) = card{w € ¥, | inv(w) =k} .
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Die Aussage ist nun, dass die so definierten Polynome gerade die schwin-
genden Polynome sind.

Satz 29 Die erzeugende Funktion fiir die Inversions-Statistik tiber den schwin-
genden Wortern Wy, ist

Z qinv(w)
wewv,

Beweis. Dies ist ein Spezialfall eines Theorems von L. Carlitz [11]. Mit der

Definition
tq = (1—a)(1—g*)...(1—q™)
besagt dieser, dass
D Le(kxk = W—m ,
k>0

wobei unter T der Typ einer Zerlegung von n zu verstehen ist, T =
(k1,k2,...,km), ki = 0 mit ) ;ki = n und unter I;(k) die Anzahl
der Worter vom Typ T mit genau k Inversionen. In unserem Fall ist
T=(|n/2],nmod 2, |n/2]) und I(k) = I (k). Zu zeigen ist

[n—]!q
[([n/2]]!q n mod 2]!q4 [[n/2]]g

an =

Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition (10.2) und der Beziehung

nl!q
(q—1n"

nlg =(=N"
Wir merken noch an, dass der Grad des Polynoms g gegeben ist durch
deg(niq =[n/2)?+(n—1)[n odd] .

Bisweilen codieren wir schwingende Worte in der balancierten terndren
Notation [39, S.191]. Dabei verwenden wir die Symbole T fiir —1 und 1
fiir +1 sowie das Symbol 0 und sprechen dann auch von terniren Zei-
chenketten, oder Tritstrings. Tabelle 29 zeigt alle schwingenden Worte der
Léange n in dieser Darstellung fiir 1 <n < 4.
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Tabelle 29 — Schwingende Worte als Tritstrings

Schwingenden Orbitale stehen tiber die Folge ihrer Steuerimpulse in
eineindeutiger Beziehung zu den schwingenden Wortern. Die in der Ta-
belle hervorgehobenen Worter korrespondieren dabei zu den elevierten
Orbitalen. Solche Worter sind formal dadurch charakterisiert, dass kein
Anfangsabschnitt mehr Tsen als 1sen enthiilt.

10.4 DIE SCHWINGENDEN SYMMETRISCHEN (-POLYNOME.

Wir merken an, dass man In(k) auch als Koeffizienten von Laurent-
Polynomen deuten kann. Dazu fiithrt man die symmetrische q-Fakultiit ein
als

nlqy=a°a+q "@*+a°+a 2)(@* +q+q " +q73)

e A L S A L0 (10.10)
und definiert die schwingende symmetrische g-Fakultit analog zu (1.1) als

n!
Nqy = % (10.11)

(Lﬂ/ZJ!<q>>

10.5 DIE ORBITALPOLYNOME.

Mit w(i) € {—1,0, 1} bezeichnen wir den i-ten Steuerimpuls des Orbitals
w. Weiter sei O, die Menge der schwingenden Orbitale iiber n Sektoren.
Das Integral eines Orbitals w € Qy, definieren wir als

int(w) = Z Z w(i).

1<k<n 1<igk

Anschaulich beschreibt das Integral die Differenz zwischen der Flache,
die unter der Umlaufbahn und tiber dem Heimatorbital und der Flache,
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nk|-6 -5 -4 -3 2 -1 0o 1 2 3 4 5 6
0 1

1 1

2 1 0 1

3 1 2 0 2 1

4 1 1 0 2 O 1

5 1 2 2 3 2 6 2 3 2 2 1

Tabelle 30 — Die Orbitalzahlen

9 10 11 12
36 o 88 58

n ‘ o 1 2 3 4 5 6 7 8
bn ‘ 1 1 O 2 6 o 6 8
Tabelle 31 — Anzahl balancierter Orbitale.

die tiber der Umlaufbahn und unter dem Heimatorbital liegt. Damit kon-
nen wir den interessierenden Begriff einfithren, die Orbitalpolynome.

bnlq)= > g™ (10.12)

we,,

Beispiele: do(q) = 1, d1(q) = 1, d2(q) = q+1/q, d3(q) = g% +2q+
2/q+1/q?.

Der Koeffizienten von ¥ des Polynoms ¢, gibt also gerade die An-
zahl der Orbitale {iber n Sektoren an, deren Integral k ist.

[qk} ¢n =card{w € Qn |int (w) =k}

Wir nennen diese Koeffizienten die Orbitalzahlen Oy, (k) und haben die
ersten in Tabelle 30 angegeben. Von besonderem Interesse ist dabei das
Zentrum dieses Dreiecks, das die Anzahl der Orbitale angibt, deren In-
tegral 0 ist. Wir nennen solche Orbitale balancierte Orbitale und notieren
ihre Anzahl mit b, = [qo} ¢n. Tabelle 31 fiihrt einige dieser Werte auf.

In welchem Verhilinis stehen die schwingenden g-Polynome zu den
Orbitalpolynomen? Im Fall n gerade sind die Koeffizienten der schwin-
genden Polynome dieselben wie die der Orbitalpolynome (allerdings von
anderen Potenzen). Fiir diesen Fall haben wir also eine weitere kombina-
torische Interpretation der schwingenden g-Koeffizienten gefunden. Im
Fall n ungerade unterscheiden sie sich allerdings.
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10.6 DIE KOMPLEXE SCHWINGENDE q-FAKULTAT.

Man kann die q-Form der Gammafunktion einfiihren als (vgl. [4])

®© 1 i+
o) = (- [t Gecwo-1-2..)
j=0

Es gilt limg4q Mgq(z) = T(z). Damit kann man das gq-Analogon zu der
verallgemeinerten schwingenden Fakultit angeben. Dazu ersetzt man in
der Darstellung der Umrechnungsformel (1.13)

T (z/2+1/2)°7=1
: r (Z/z + ])cos7tz+1

coszm durch C(z) = (1/2)/(F(1/2+2)T(1/2—2)) (eulerscher Ergén-
zungssatz von 1749).

I (z/2+1/2)C#-1

2=T(z+1)
I(z/241)CEH

(10.13)

In dieser Darstellung ist die schwingende Fakultit vollstandig durch die
Gammafunktion ausgedriickt. Substituieren wir in dieser Formel jedes
Vorkommnis von I" durch T'q, so erhalten wir das q-Analogon von z, das
wir mit 214 bezeichnen. Die Konsistenzrelation limg41 2y = 20 ist mit
(10.13) leicht zu sehen.

10.7 DIE BINOMIALE (-PYRAMIDE.

Den wverallgemeinerten g-Binomialkoeffizienten (in seiner symmetrischen
Form) definieren wir mit der q-Fakultit (10.1) als Verallgemeinerung von
(8.2). Dazu sei t(n) = (n—[n odd])/2.

RIS
k 2;q B T(n_k)!qT(n+k)!q (10'14)

Der Fall k = 0 gibt die schwingende g-Fakultét zurtick.



10.8 DIE (-CATALAN-PYRAMIDE.

Der Anfang dieser binomischen q-Pyramide ist in Tabelle (32) angefiihrt,

wegen der offenkundigen Symmetrie (\),. = (¥),. o allerdings nur

2;q
der rechte Fliigel.

10.8 DIE -CATALAN-PYRAMIDE.

Die verallgemeinerten q-Catalan-Zahlen definieren wir mit den verallgemei-
nerten g-Binomialkoeffizienten (10.14) als Verallgemeinerung von (8.2).
Eoo(q) =0und

(k]

Enx(q) = ﬁ (E)Z;q (m>1, n<k<n). (10.15)

Unter der q-Klammer verstehen wir [n]q = (1—q™)/(1 —q). Der rechte
Fltigel dieser q-Catalan-Pyramide ist in Tabelle (33) angefiihrt. Eine Kon-
sequenz der Symmetrie der binomischen Pyramide (")) , = (1), ist die
Symmetriebeziehung

Enk(q) =—q FEnx(q) (k>0).

Der Fall k = 1 gibt uns die q-Catalan-Zahlen E,_1(q) = En,1(q).
Die Folge der E;,(q) mit n > 1 heben wir hervor:

L, 1,1, ¢°4+q+1, q2+1, q°+q° +2q* +2q3 +2¢% + q +
1, q®+q*+q>+q?+1,...

10.9 DIE q-CATALAN-FUNKTION.
In Analogie zu (9.35) definieren wir die g-Catalan-Funktion

+2),\ /2
Eq(z) =zlq (ZZZJFZ;':) . (10.16)
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n\ o} 1 2
0 1
1 1 1
2 q-+1 q+1 1
3 (q+1) (g2 +q+1) q>+q+1 q*+q+1
4

(a2 +1) (@ +q+1) (®+a?+q+1)(a>+q+1) a>+q>+q+]1

Tabelle 32 — Die rechte Seite der binomialen g-Pyramide.

\k | o 1 2 3 4

0 0

1 0 1

2 |0 1 1

3 |0 1 q+1 1

4 0 q?+q+1 q+1 g +q+1 1

5 |0 g2 +1 (@*+q>+q+1)(q+1) q?+q+1 ¢>+q?>+q+]1

Tabelle 33 — Die rechte Seite der q-Catalan-Pyramide.



VERBANDE DER ORBITALEN

11.1 EINE LINEARE ORDNUNG DER ORBITALE.

Ein Orbital O tiber n Sektoren sei gegeben durch die Folge seiner Steue-
rimpulse, dargestellt als Liste von Werten aus {T, 0,1 } Interpretiert man
die Werte der Liste als Exponenten auf den ersten n Primzahlen, so kann
man dem Orbital das Produkt dieser so potenzierten Primzahlen zuord-
nen. Man erhilt auf diese Weise eine Abbildung der Orbitale in die ratio-
nalen Zahlen. Ein Beispiel:

0=01,1,01,T~2"".3".50.71.1171 = a
22
Wir bezeichnen diese rationale Zahl als das Primorial von O, in Zeichen
P(0). Klar ist, dass zwei verschiedene Orbitale auch verschiedene Pri-
moriale besitzen und dass man aus einem Primorial das urspriingliche
Orbital eindeutig wiedergewinnen kann.
Damit kénnen wir nun eine totale Ordnung auf der Menge der Orbita-
le definieren:

0 <P PO) <PP(P).

Man kann diese Ordnung als eine quantitative Erweiterung unserer Klas-
sifikation der Orbitale in elevierte, oszillierende und supprimierte auffas-
sen. Deutet man ein Orbital als einen Rundflug und das zugeordnete Pri-
morial als eine Flugnummer, so kann man sagen: Wenn man auf einem
Rundflug moglichst hoch steigen will, so wéahle man Fliige mit kleiner
Flugnummer (nahe bei 0 gelegen), will man das Heimatorbital aus der
Néhe von oben und unten betrachten, so wahle man Rundfliige mit Flug-
nummern nahe bei der 1, und wenn man das Zentrum aller Orbitale
besichtigen mdochte, dann wéhle man Fliige mit moglichst grofSer Flug-
nummer.

Etwas mathematischer betrachtet bemerkt man hier eine weitere Va-
riation des Themas, Primzahlenprodukte zueinander ins Verhiltnis zu
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setzen. Fiir vorgelegtes n wird im Null- und Einselement der Ordnung
das Produkt der Primzahlen py mit 0 < k < [n/2] verglichen mit dem
Produkt der Primzahlen py mit [n/2] < k < n. Dazwischen liegen alle
weiteren schlichten Primzahlenprodukte aus diesem Bereich.

Die Abbildungen 5, 13 und 12 sind, von links nach rechts und von
oben nach unten gelesen, nach dieser Ordnung sortiert.

11.2 ORBITALE UND KOMBINATIONEN.

Der Zusammenhang zwischen Orbitalen und Kombinationen ist einfach:
Orbitale lassen sich als (|n/2], [n/2])—Kombinationen auffassen. Betrach-
ten wir dazu zuerst den Fall eines geraden n. Dann konnen wir jeder
Folge von Steuerimpulsen s eine bindre Zeichenkette a zuordnen. Diese
Zuordnung ist gegeben durch

S1 - Sn > Ap_1---ap; 1+ 1und 1 0.

Aus dieser Liste ergibt sich, ob ein Element einer n-elementigen Menge
ausgewdihlt ist oder nicht.

Etwas anders ist der Fall, wenn n ungerade ist. Dann ist eine Folge von
Steuerimpulsen als eine Kombination iiber einer punktierten Menge zu inter-
pretieren. Zur Darstellung kann eine terndre Zeichenkette t verwendet
werden, mit folgender Zuordnung

S1-Sn=tn_1--ty; T—=1,1T—=0und 0 2.

Das durch 2 herausgehobene (eindeutige) Element in der punktierten Kom-
bination wird als ausgewdihlt und markiert angesehen.

11.3 DER ORBITALVERBAND.

Eine lineare Ordnung wird dem Beziehungsreichtum innerhalb der Men-
ge der Orbitale nicht gerecht. Deshalb strukturieren wir die Orbitale in
einem nichtlinearen Verband. Von zwei Orbitalen O und P {iber n Sekto-
ren sagen wir P liegt unterhalb von O, in Zeichen P < O, wenn die Bahn-
hohe von O tiber jedem Sektor grofler oder gleich der Bahnhohe von P
ist. Aber das bedarf noch der Prazisierung.



11.4 DIE ERZEUGUNG VON ORBITALEN.

Abbildung 8 — Der Orbitalverband Q4.

Ist n eine gerade Zahl, so wird durch diese Ordnung sogar ein Verband
definiert. Das heifst, man kann zwei Orbitalen O und P eindeutig ein Or-
bital O Y P zuordnen, welches das kleinste Orbital ist, das grofier oder
gleich O und P ist. O Y P besitzt auf jedem Sektor die grofiere der Bahn-
hohen der beiden Orbitale. Ebenso kann man den Orbitalen O und P ein
Orbital O A P zuordnen, welches das grofite Orbital ist, das kleiner oder
gleich O und P ist. O A P besitzt auf jedem Sektor die kleinere der beiden
Bahnhohen von O und P.

Ist n > 1 eine ungerade Zahl, dann ist die Situation komplizierter. Wir
ordnen in diesem Fall einem Orbital O zunichst das Orbital O* aus Q,,_1
zu, das aus O durch Streichen der 0 aus der Liste der Steuerimpulse
entsteht. Ist P* # 0, dann setzen wir P < O als gleichbedeutend mit
P*=< 0F; ist dagegen P* = 0*, dann ordnen wir P und O gemifl ihrem
Primorial P(P) und IP(O) an.

In Abbildung 8 zeigt den Orbitalverband Q4, wobei die Orbitale durch
ihre Bahnen dargestellt sind. Abbildung 9 zeigt das Hasse-Diagramm
des Orbitalverbandes Qs5, wobei ein Orbital durch sein Primorial repra-
sentiert wird.

11.4 DIE ERZEUGUNG VON ORBITALEN.

Fiir unsere Zwecke liegt der Gewinn der Interpretation von Orbitalen als
spezielle Kombinationen in erster Linie darin, dass wir bei der Erzeugung
von Orbitalen nun aus dem groflen Fundus von Algorithmen schopfen
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Abbildung 9 — Der Orbitalverband Q5.

konnen, die fiir die Erzeugung von Kombinationen existieren. Grund-
satzlich konnen wir uns dabei auf den Fall eines geraden n beschranken,
denn eine punktierte Kombination geht aus einer gewthnlichen Kombi-
nation hervor, indem man das gekennzeichnete Element an jeder mog-
lichen Stelle einfiigt. So kann man sich die Erzeugung von Qs aus Qg4
etwa so vorstellen:

1100 1100— 110—0 11—00 1—100 —1100
1010 1010— 101—0 10—10 1—010 —1010
1001 1001— 100—1 10—01 1—001 —1001
0110 - 0110— O011—0 01—10 O0—110 —O0110
0101 0101— 010—1 01—01 0—101 —0101
0011 0011— 001—1 00—11 0—011 —O0011

Dieser Schritt ist der Permutationsschritt, da er vollkommen analog ist
zu der Art, wie man die Menge der n-Permutationen aus der Menge der
(n — 1)-Permutationen gewinnen kann. Wir sehen also, dass die Hier-
archie der Orbitale erzeugt wird im Wechsel von Kombinationsschritten
und Permutationsschritten. Dies ist die kombinatorische Sicht auf unsere
schon friither analytisch gemachte Beobachtung, dass sich die schwingen-
de Fakultdt wie ein Hybrid aus Fakultat und Binomialkoeffizient verhalt.

Fassen wir kurz zusammen, was wir tiber die Erzeugung von Orbita-

len wissen.

¢ Die Erzeugung aller Orbitale lasst sich auf die Erzeugung von Kom-
binationen zurtickspielen, mit der kleinen zusétzlichen Abwand-
lung, die wir gerade betrachtet haben. Beziiglich Kombinationen
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verweisen wir auf D. E. Knuth’s TAOCP [42, 7.2.1.3], insbesonde-
re auf die Algorithmen L und T, mit denen sich fiir gerades n die
Folge der Steuerimpulse erzeugen lassen.

* Die Erzeugung der elevierten Orbitale ist im Fall eines geraden n
identisch mit der Erzeugung bindrer Biume. Im Fall einer ungera-
den Anzahl von Sektoren gentigen kleine Einfligungen in die be-
kannten Algorithmen. Zur Erzeugung bindrer Baume sei auf [43,
7.2.1.6] verwiesen, insbesondere auf die Algorithmen P und B. Die
Erzeugung supprimierter Orbitale ist damit auch abgedeckt.

* Eratosthenische Orbitale konnen zum Beispiel durch eine Erweite-
rung eines Algorithmus von J. L. Rémy [71] erzeugt werden, siehe
auch [43, 7.2.1.6].

11.5 ERATOSTHENISCHE ORBITALE.

Die eratosthenische Fakultdt wurde in (1.13) eingefiihrt als die erste Prim-
zahlableitung der nattirlichen Zahlen. Die kombinatorische Bedeutung
dieser Zahlen wollen wir jetzt betrachten. Die eratosthenische Fakultat
zdhlt Orbitale in einer erweiterten Klasse von Orbitalsystemen, den deko-
rierten Orbitalsystemen.

In diesen ist eine eindeutige Kennzeichnung einer Teilmenge der Bah-
nen gegeben, konventionell etwa durch eine Nummerierung der Bahnen,
anschaulich aber durch eine eindeutige Farbung der Bahnen aus einer
festen Farbpalette. Ein eleviertes eratosthenisches Orbitalsystem ist ein deko-
riertes Orbitalsystem, in dem die elevierten Bahnen gekennzeichnet sind.
Ein eleviertes eratosthenisches Orbital ist ein eleviertes Orbital in einem ele-
vierten eratosthenischen Orbitalsystem. Analoge Definitionen gelten fiir
den supprimierten Fall. Ein eratosthenisches Orbital ist dann entweder ein
eleviertes oder ein supprimiertes eratosthenisches Orbital.

Waren bis jetzt die Bahnen eines Orbitalsystems nur die Schemen im
Hintergrund, vor denen die Folgen der Steuerimpulse ihre Interpretation
fanden, so ist das jetzt nicht mehr der Fall. Die Bahn eines Teilchens ist
nun untrennbar vom Gesamtzustand (der Farbung) des Orbitalsystems.
Man mache sich etwa klar, dass zwei elevierte eratosthenische Orbita-
le selbst dann verschieden sein kénnen, wenn beide die selbe Folge an
Steuerimpulsen haben und ihre Bahnabschnitte die gleiche Farbgebung
besitzen!
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Die Aussage ist nun, dass die eratosthenische Fakultit die elevierten
eratosthenischen Orbitale abzédhlt. Denn es gibt (|n/2] + 1)! Moglichkei-
ten, die Bahnen der elevierten Orbitale durch die Zahlen 0 bis |[n/2| zu
nummerieren, und so erhalten wir

n! ,
(In/2] + DNEn = [n/2)! = W =n' o (11.1)

Die selbe Aussage gilt nattirlich fiir supprimierte eratosthenische Or-
bitale. Wir merken an, dass, wenn wir uns der Sprache bindrer Baiume
bedienten, wir den Fall sogenannter dekorierter binirer Biume betrachten
wiirden, allerdings zum Preis geringerer Allgemeinheit. Eine solche Dar-
stellung findet sich bei D. E. Knuth [43, 7.2.1.6], der dort auch den be-
merkenswerten Algorithmus von J. L. Rémy [71] bespricht, welcher sich
auch auf das hier besprochene Szenarium erweitern lasst.

Der Zusammenhang zwischen den Catalan-Zahlen und der eratosthe-
nischen Fakultat wird noch deutlicher, wenn man das Verhiltnis der ent-
sprechenden Funktionen betrachtet

z z 1 .
~ ((cos(mz)+1)/2 _ [~ ° \y(cos(mz)—1)/2
E(z)(Z—H). z <2+2>. . (11.2)

Diese Identitét lasst sich als eine Umrechnungsformel zwischen der Catalan-
Funktion und der eratosthenischen Fakultiat deuten, welche in vollstandi-
ger Analogie zu unserer Umrechnungsformel zwischen den Fakultiten

steht (1.13).

11.6 WIE VERSTECKT MAN EINEN SCHATZ IN EINEM BAUM?

Nun, als erstes konstruiert man einen Baum, und wir wollen uns dabei
beschrianken auf planare Wurzelbdume, die aus n inneren Knoten mit
genau zwei Nachfolgern bestehen, also auf binire Biume. Wir bezeichnen
die Menge dieser Baume mit By,. Unter einem Knoten verstehen wir un-
terschiedslos einen inneren Knoten oder einen dufleren Knoten (welcher
héufig Blatt genannt wird). Die Menge der Knoten eines Baums aus B,
sei Kp.

Haben wir nun einen solchen Baum, so kénnen wir unseren Schatz in
einem Knoten des Baums verstecken. Auf wie viele verschiedene Weisen?

Die Anzahl der bindren Baume mit n inneren Knoten ist wohlbekannt
Cn = Ep,. Die Anzahl der inneren Knoten ist n, die Anzahl der dufleren
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Knoten n + 1. Also ist die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten einen

Schatz in einem bindren n—Baum zu verstecken
Vn =card(Bn)card(Kn) =Eon(2n+1) =Ezpnyq -

Mit anderen Worten: Die verallgemeinerten Catalan-Zahlen zdhlen im
Wechsel die bindren Baume und die Anzahl aller Knoten dieser binidren
Baume ab. Dieses Resultat ist nicht unmittelbar evident nach der Defi-
nition der verallgemeinerten Catalan-Zahlen als Anzahl der elevierten
Orbitale.

£h LR

Abbildung 10 — 35 Verstecke in 5 bindren 3-Baumen.

11.7 FARBIGE ORBITALSYSTEME UND VERKETTETE ORBITALE.

In diesem Abschnitt stellen wir die Frage nach den kombinatorischen
Beziehungen zwischen den Sektoren eines Orbitalsystems und den Orbi-
talbahnen. Fiithren wir dazu einige Sprechweisen ein.

Ein farbiges Orbitalsystem ist ein Orbitalsystem, indem alle Sektoren ge-
kennzeichnet sind durch eine Farbe aus einer festen Palette von n Farben,
so dass keine zwei Sektoren die selbe Farbe haben (abgekiirzt: FOS; ).
Ein Farborbital ist ein Orbital in einem farbigen Orbitalsystem.

Eine eratosthenische Schwingung ist ein Paar, bestehend aus einem ele-
vierten eratosthenischen Orbital und einem supprimierten eratostheni-
schen Orbital tiber der selben Anzahl von Sektoren. Die entsprechenden
eratosthenischen Orbitalsysteme denkt man sich dabei superponiert und
die Orbitale hintereinander durchlaufen — ein einfacher Fall einer Orbi-
talkette. Die Menge aller eratosthenischen Schwingungen nennen wir ein
schwingendes Orbitalsystem (kurz: SOSy). Der Index n bezeichnet dabei
stets die Anzahl der Sektoren.

Die Frage lautet nun: Wie viele verschiedene Farborbitale bzw. era-
tosthenische Schwingungen gibt es? Sie ist nun leicht zu beantworten.
Sei F,, eine Palette mit n Farben und bezeichne EO, ein eratosthenisches
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Orbitalsystem, dann gilt

card(FOSy) = card(Qn x F) = card(Qy ) card(F) =nin!,

card(SOSy) = card(EOn x EOp) = (En ([n/2) +1))?% .

Fithren wir fiir die orbitale Fakultit die Bezeichnung n© = nin! ein, so
schreibt sich die in (1.42) bewiesene Identititn’ = y/ninlals n©® = (n')2.
Auf der anderen Seite gilt fiir n’ auch die in (11.1) bewiesene Identitat
n’ = En ([n/2] + 1)!. Damit folgt

card(FOSn) = n® = card(SOSy) . (11.3)

Satz 30 Man hat genauso viele Moglichkeiten auf eratosthenischen Bahnen
zweimal um das Orbitalzentrum zu fliegen wie man Moglichkeiten hat, einmal
auf einer beliebigen Bahn iiber verschiedenfarbige Sektoren zu fliegen.

Tabelle 35 zeigt einige Werte dieser Abzdhlungen fiir kleines n. Hier
sieht man die schwingende Fakultit, die eratosthenische Fakultdt, die
orbitale Fakultdt und die verallgemeinerten Catalan-Zahlen gemeinsam
am Werk. Zur Berechnung von n® fiir groflere Werte von n bedient man
sich des in Kapitel 4 beschriebenen Algorithmus (4.4).

Abbildung 11 — Eratosthenische Schwingungen tiber <-2,-1,0,1,2>

Abbildung 11 zeigt eratosthenische Orbitale tiber den durch, sagen wir,
(=2,—1,0,1,2) abgezdhlten Kreisbahnen. Es erweist sich bei der graphi-
schen Darstellung als Vorteil, die supprimierten Orbitale im Riickwiirts-
gang zu durchfliegen, pardon, die Konvention einzufiihren, elevierten
Orbitalen einen mathematisch positiven Durchlaufsinn und supprimier-
ten Orbitalen einen mathematisch negativen Durchlaufsinn zu geben.
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11.8 KOLLISIONEN UND DAS DUAL EINES ORBITALS.

Eine interessante Frage bei der Betrachtung von Orbitalen ist die Frage
nach Kollisionen. Dabei verstehen wir unter einer Kollision zweier Orbi-
tale w1 und w;, den Umstand, dass w; einen Sektor oy auf der selben
Bahnhohe durchlduft wie das Orbital w;, hy, (0k) = hw, (0k). Zur Un-
tersuchung dieser Frage fiihren wir einige Begriffe ein.

Auf der Menge der Steuerimpulse S = {T,O,]} sei die Abbildung
-: S — S gegeben durch die Zuordnung T+ 1, 00, 1+ T.

Ist nun w = [s7,82,...,5n]P ein gerichtetes Orbital, d. h. s; ist ein
Element von S und p, die (Dreh-)Richtung des Orbitals, ist ein Element
aus {9, ©}. Dann nennen wir w* = [§n,51_1,...,51]19 das zu w duale
Orbital, wenn q der zu p entgegengesetzte Drehsinn ist. Das heift, star-
tet w im mathematisch positiven Sinn aus dem Hafen, so startet w* im
mathematisch negativen Sinn und umgekehrt. Das Dual von

w=[-+-0++-1" ist w*=[H+—-—0+—+°,

wobei wir die Schreibweise nochmals komprimiert haben.

Satz 31 Ist w ein gerichtetes Orbital iiber einer geraden Anzahl von Sektoren,
so gibt es mit seinem dualen Orbital w* keine Kollision. Ist w ein gerichtetes
Orbital itber einer ungeraden Anzahl von Sektoren, so gibt es mit seinem dua-
len Orbital w* genau dann eine Kollision, wenn sie auf der Ausnahmestrecke

fliegen.

Beweis: Wir nummerieren die Bahnen im Orbitalsystem nach ihrer Hohe
relativ zur Bahn des Hafens, das heifst durch (—m,...,—1,0, 1,...,m).
Die Sektoren stellen wir uns im positiven Drehsinn durch {0,1,...,n—1}
durchnummeriert vor. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dass w positiv orientiert ist.

Sei nun die Anzahl der Sektoren gerade. Nach dem ersten Sprung
kann sich das Teilchen im Sektor 1 auf den Bahnen —1,+1, nach dem
zweiten Sprung im Sektor 2 auf den Bahnen —2,0,+2 und nach dem
k-ten Sprung im Sektor k auf den Bahnen —k, -k +2,...,k — 2,4k befin-
den, wobei die durch ... bezeichneten Bahnen in 2-er Schritten zu durch-
laufen sind. Damit sieht man, dass sich das Teilchen nach k Spriingen ge-
nau dann auf einer geraden beziehungsweise ungeraden Bahn befindet,
wenn es sich in einem Sektor mit gerader beziehungsweise ungerader
Nummer befindet.
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Beim dualen Orbital w* liegen die Dinge genau umgekehrt. Nach dem
ersten Sprung befindet sich das Teilchen im (geraden) Sektor n — 2 auf
den Bahnen —1 oder +1, etc., so dass es sich nach k Spriingen im Sektor
n —k — 1 befindet auf einer Bahn mit ungerader Nummer, wenn die Sek-
torennummer gerade ist, und auf einer Bahn mit gerader Nummer, wenn
die Sektorennummer ungerade ist. Damit ist es unmoglich, dass die bei-
den Orbitale in einem Sektor den selben Bahnabschnitt durchlaufen — sie
sind durch die Paritit getrennt und es kommt zu keiner Kollision.

Ist nun die Anzahl der Sektoren ungerade. Ist der Geradeausflug des
Orbitals w im Sektor k, so ist der Geradeausflug des dualen Orbitals w*
im Sektor n — 1 — (n—k—1) = k. Hier kommt es zur Kollision. Dies
ist aber der einzige Sektor, in dem das moglich ist. Denn schneidet man
diesen Sektor heraus, so fiigt sich der Rest zu einem Orbitalsystem mit
einer geraden Anzahl von Sektoren, in dem eine Kollision wie gesehen
nicht moglich ist.



11.8 KOLLISIONEN UND DAS DUAL EINES ORBITALS. 137

Steuerimpulse Bindre Kette Kombination  Primorial

$1828384858¢ A5040A3d20A70g €3C2C1 P (sq...86)
111111 000111 210 30/1001
117171 001011 310 42/715
11117 001101 320 66/455
111111 010011 410 70/429
17171 001110 321 78/385
111111 100011 510 105/286
111117 010101 420 110/273
1111711 010110 421 130/231
111117 011001 430 154/195
111111 100101 520 165/182
[ARRARI 011010 431 182/165
111111 100110 521 195/154
111111 101001 530 231/130
IRARRR 101010 531 273/110
171111 011100 432 286/105
111117 110001 540 385/78
117111 101100 532 429/70
1111 110010 541 455/66
111111 110100 542 715/42
111111 111000 543 1001/30

Tabelle 34 — Orbitale tiber 6 Sektoren als (3,3)-Kombinationen.

n | o 1 2 3 4 5
n® 1 1 4 36 144 3600
card(FOSn) 1-1 1-1 2.2 6-6 6-24  30-120

card(S0Sn) | (1-1)2 (1-1)% (1-2)2 (3-22 (2-6)* (10-6)?

Tabelle 35 — Abzédhlung farbiger und schwingender Orbitalsysteme
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A.1 DIE CATALANISCHE BALLOT-REKURSION.

Betrachten wir folgendes Dreieck, welches das Dreieck der Ballot-Zahlen
verallgemeinert, wie es etwa bei Knuth [43, 7.2.1.6.22] zu finden ist. Die
Bezeichnungen lehnen sich an diese Darstellung an.

o |
&y 0 1

€y 1 0 1

€3 O 2 0 3

€g 10 2 0 2

€s O 3 0 8 0 10

€ 1 O 3 0 5 0 5

8]37 0 4 0 15 0 30 0 35

Epg 1 0 4 0 9 0 14 0 14

8]39 0 5 0 24 0 63 0 112 0 126
€pq Coq €1q €2q E3q €aq E5q Ceq E7q E8q Cogq

Nennen wir diese Zahlen &y, 4. Ist die Paritét von p und q verschieden,
dann sind sie 0. Sie besitzen folgende Rekursion: €pp = 1 und

€pa = E(p—2)q Tlqodd]E(p_1)(q-1) +Ep(q—2) fallsO<P<q#0;

und €pq = 0 falls p < 0 oder p > q. Mit anderen Worten, betrachtet man
ein kleines Teildreieck der Gestalt

so ist die rechte untere Ecke die Summe der linken Seite, wobei das
mittlere b nur dann aufgenommen wird, wenn die Grundlinie einen un-
geraden Index hat.
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Nun zur allgemeinen Formel. Mit der Setzung (™) = 0 und der Ab-
kiirzung apq = [p + qeven] (|p/2] + [q/2] + Tytaodd) jg¢

e ()R

Dies kann man alternativ schreiben

(4=p)/2+]1 (Lp/ZJ + Lq/2J> .

AR AT/ IES Y] a2

Oder mit Fallunterscheidung;:

0 fallsp+qodd;
(p+q9)(q—p+2) ((p+q—2)/2 .
Epq = %/(Zp(pﬂ”/z/ ) sonst, falls qodd;  (A.3)
—p+2 ((p+
%( pp?Z ) sonst.

Ein Vergleich mit der catalanischen Zahlenpyramide zeigt, dass die
Ballot-Zahlen nur eine andere Darstellung dieser Pyramide sind. Denn
setzt man p = n—k und q = n+ k — 2, so sieht man unmittelbar, dass
die nicht verschwindenden €, 4 der gleichen Rekursion geniigen (und
den gleichen Anfangswerten) wie die verallgemeinerten Catalan-Zahlen
E(n, k) (9.11). Und in diesem Fall gilt €,y m+x—2) = E(n, k).

A.2 DIE VERALLGEMEINERTEN FINE-ZAHLEN.

Die Fine-Zahlen sind definiert als

n—2 k
B N (2n—2k)
=) (_E) m—2k+2 (A-4)
k=0
Fn=1,0,1,2,6,18,57,186,622,2120,...  (n > 0).

Die folgende Summe zieht sich in sich zusammen, zum Wert E,.

(2n)zfz“i2 CFeno2gr NPT @nozk-2
- 2) m-k+2 =72 n—2k 2
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1

1 1

1 2 1

1 3 3 3

1 4 6 12 2

1 5 10 30 10 10

6 15 60 30 60 5

7 21 105 70 210 35 35

1 8 28 168 140 560 140 280 14

Tabelle 36 — Binomische Zerlegung der Motzkin-Zahlen.

Damit haben wir folgende bekannte Identitit erkannt

Cn=2Fn+Fn_ (n>2). (A.6)
Das Gegensttick zu (A.5) stellt E;, 41 dar:
(2n+1) 72“5 C\E (2n72k+1)2+niS S\ en-2k-1)
n+1 2 n—2k+2 2 -2k
k=0 k=0

(A7)

Die verallgemeinerten Fine-Zahlen fithren wir durch die Gleichungen (A.5)
und (A.7y) ein, zuztiglich eines Skalierungsfaktors von 2ln/2],

Vn=1,3,0,0,4,20,16,120,96,888,576,6504, 3648, . .. m=>0)

Die klassischen Fine-Zahlen erhidlt man daraus als F; = 27" V5,,. Der
Zusammenhang mit den (verallgemeinerten) Catalan-Zahlen ist nun

En=2"""2 (v v, 0) (n22). (A8)

A.3 VERALLGEMEINERTE MOTZKIN-ZAHLEN.

Die klassischen Motzkin-Zahlen sind definiert als folgende binomische
Summe der ,geraden’ Catalan-Zahlen Ej;,

Mn=Y_ (21) o .

k>0
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Mit den verallgemeinerten Catalan-Zahlen Ey kann man gleichzeitig fei-
ner unterscheiden und einfacher sagen: ,Die Motzkin-Zahlen sind die
binomische Summe der Catalan-Zahlen.” Die Definitionen sind:

Mi= Y (E)Ek; 1,2,4,10,25,66,177,484, ...
k>0

Me= 5 (E)Ek [keven] ; 1,1,2,4,9,21,51,127,323,...
k>0

M= Y (E)Ek kodd] ; 0,1,2,6,16,45,126,357,...
k>0

Die Zahlen M; nennen wir verallgemeinerte Motzkin-Zahlen. Der gerade
Fall stimmt mit dem klassischen Fall tiberein, M, = M§. Zur Kombi-
natorik der Motzkin-Zahlen verweisen wir auf [30], wo sie ausfiihrlich
dargestellt wird. Bisweilen wird die erste Differenz dieser Zahlenfolgen
unter dem Namen verallgemeinerte Ballot-Zahlen gefiihrt.

by, =1,2,6,15,41,111,307,855, ...
bs =0,1,2,5,12,30,76,19,...
b2 =1,1,4,10,29,81,231,659,...
A.4 VERALLGEMEINERTE RIORDAN-ZAHLEN.
Die klassischen Riordan-Zahlen sind definiert als Ry = 1 und
Rn=Mp 1-Rp 1 (n>0).

In vollstaindiger Analogie werden nun die verallgemeinerten Riordan-
Zahlen R}, eingefiihrt als R§ = 1 und

n— n
Von Interesse sind auch die komplementédren Riordan-Zahlen
RS =R} —R,,.

Die komplementdren Riordan-Zahlen stehen unter anderem in Bezie-
hung zu einer von D. P. Robbins vorgeschlagenen Formel fiir den Grad
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der verallgemeinerten Heron Polynome. Eine explizite Darstellung, die
keinen Bezug auf die Riordan-Zahlen macht, ist

R e K 1\kmed2
R“‘igo(_” (k) ((k+1)2(2) —2k).

Die Anfangswerte der Riordan-Folgen sind:

Rn=1,0,1,1,3,6,15,36,91,...
RS, =0,0,1,1,5,11,34,92,265,...
Ry =1,0,2,2,8,17,49,128,356,...

A.5 DIE KLASSISCHEN SCHRODER-ZAHLEN.

Fur die Schroder-Zahlen findet man zwei verschiedene Wertefolgen in der
Literatur: S, = 1,2,6,22,90,394,.. und S, =1,1,3,11,45,197,.. (n > 0).
Abgesehen vom Wert fiir n = 0 ist die zweite Folge die Halfte der ersten.
Unser Zugang zeigt, wie diese beiden Definitionen zusammenhéngen.

Sh= X (n+k>E2k,‘ 1,2,6,22,90,39%, ...
o<k<n \ 2k
K

Sh= X (n+ >E2k[keVeI‘l]; 1,1,3,11,45,197,. ..
o<k<n \ 2k
K

Sh= X <n+ )EZk[kodd]; 0,1,3,11,45,197,. ..
o<ken \ 2k

Das Summendreieck der Schroder-Zahlen hebt die dabei verwendeten
Summanden heraus, zum Beispiel

SE=132+630+140+1=903, Sg =462+420+21=903.

1 1
2 3 1

5 10 6 1

14 35 30 10 1

42 126 140 70 15 1

132 462 630 420 140 21 1
429 1716 2772 2310 1050 252 28 1

Zur Kombinatorik der Schréder-Zahlen vergleiche man zum Beispiel
D. E. Knuth [43, 7.2.1.6,Ex.66]. Knuth verwendet dort die S5 Spielart



A.6 DAS SCHRODER-TABLEAU.

S 3 2 10 5 35 14
3 12 10 60 35 280 126
6 30 30 210 140 1260 630

10 60 70 560 420 4200 2310
105 140 1260 1050 11550 6930
21 168 252 2520 2310 27720 18018
28 252 420 4620 4620 60060 42042

L S S R R S )
Ny o U B~ WN
G

36 360 660 7920 8580 120120 90090

Tabelle 37 — Das Schroder-Tableau: (“Ik) Ex .

der Zahlen. Beztiglich der ,grofSen Schroder-Zahlen’, wie die S}, auch ge-
nannt werden, vergleiche man P. Flajolet und R. Sedgewick [30, VIL4,18].

A6 DAS SCHRODER-TABLEAU.

Eine naheliegende formale Verallgemeinerung der Schroder-Zahlen ist

st = (“+k)Ek; 1,3,10,75,266, ...
o<k<n \ Kk

se = (n+k)Ek[keven]; 1,1,7,11,156, ..
o<k<n \ K

8o — (n+k)Ek[kodd}; 0,2,3,64,110,...
ocksn \ K

Das Schrader-Tableau (“Ik) Ey (vgl. Tabelle 37) enthalt das obige Sum-
mendreieck der Schroder-Zahlen, wobei die Diagonalen des Summendrei-

ecks in Spalten des Tableau tibergehen.

A.7 DAS SCHWINGENDE TABLEAU.

Analog zur formalen Struktur der Schroder-Zahlen kénnen wir dhnliche
Zahlenfolgen betrachten, in denen die Catalan-Zahlen durch die schwin-

gende Fakultit ersetzt ist.

K
o <n+ )(zk)z; 1,3,13,63,321,1683,...
o<ksn \ 2k
K
o= (‘” >kz; 1,3,16,145, 66,8701, . .
o<k<n \ k

Das Analogon zum Schroder-Tableau ist das schwingende Tableau (™,F) ke

(vgl. Tabelle 38).
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BALLOT-, FINE-, MOTZKIN-, SCHRODER-ZAHLEN

11 2 6 6 30 20 140 70

1 2 6 24 30 180 140 1120 630

1 3 12 60 90 630 560 5040 3150
1 4 20 120 210 1680 1680 16800 11550
1 5 30 210 420 3780 4200 46200 34650
1 6 42 336 756 7560 9240 110880 90090
1 7 56 504 1260 13860 18480 240240 210210
1 8 w72 720 1980 23760 34320 480480 450450

Tabelle 38 — Das schwingende Tableau (“Ik) k.

Liest man das schwingende Tableau als Dreieck, das heifit die Antidia-
gonalen beginnend am linken Rand des Tableaus, so erhilt man ein Zah-
lendreieck, dessen exponentiell erzeugende Funktion gegeben ist durch

egf(t,x) = exp(t) Ip(2tx)(1 + tx).

Aquivalent dazu ist die Darstellung durch Polynome

Sab = Y (Z)kmk.

o<k<n

Substituiert man in diesen Polynomen x* durch 1/ (L%j + 1) so erhalt
man die verallgemeinerten Motzkin Zahlen.

1=0L14+1=214+241=41+3+34+3=10;1+4+6+12+2=25;...

Wir sehen hier genau die Darstellung aus Tabelle 36 auftauchen.

A.8 STIRLING-DARSTELLUNG DER CATALAN-ZAHLEN.

Die eratosthenische Fakultit lasst sich fiir n > 0 nach (1.52) mit den

vorzeichenlosen stirlingschen Zyklenzahlen [E] darstellen als

n = Z m a®, wobei a = Mm/2+1/2], b=|n/2+1/2] .
k=0
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Aus (11.1) wird damit
b b k a
En—<ZMa )/(ZM) n=0). (A.9)
k=0 k=0

Beispielsweise ist fiir n =7

_0-4%+6-4T 41142 +6-43 4144 840
- 04+6+11+6+1 T 24

E7
Wir laden den Leser noch zu den Ubungsaufgaben (B.2) ein, wo sich
folgende Darstellung findet, mit gewissen Zahlen n(n,j).
K+ Tj

.
tnm Y Y S

o<k<n k<j<n

A.9 DIE ORBITALE FAKULTAT ALS SUMME.

Mit der Abkiirzung

5 _ 1 [neven] n+1 [nodd]
T \n+1 2

definieren wir die Omegazahlen w(n, k) fir n > 0 und k > 1 mit den
Bessel-Funktionen Iy und Iy, deren n—te Ableitung wir im Punkt 0 be-
trachten,

n

w(n, k) =odn lirr}) % (To(2kx) + (2kx + 1)I7 (2kx)) . (A.10)

Wir ergédnzen die Definition um den Rand w(n,0) = [n = 0].
Damit ldsst sich die orbitale Fakultit schreiben als alternierende bino-
mische Summe

n0 = Z (—1 )nfk (T]l') w(n, k). (A.11)
k=0

Diese Darstellung ist das Gegenstiick zu der bekannten Darstellung der
Fakultit als alternierende binomische Summe

n=Y (-nnk (E) K

k=0
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BALLOT-, FINE-, MOTZKIN-, SCHRODER-ZAHLEN

n\k |0 1 2 3 4 5 6
0 11 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6
2 |0 2 8 18 32 50 72
3 10 6 48 162 384 750 1296
4 10 6 26 486 1536 3750 7776
5 |0 30 960 7290 30720 93750 233280
6 [0 20 1280 14580 81920 312500 933120

Tabelle 39 — Die Omega Zahlen w (n, k)
Hervorzuheben ist die Diagonale des w-Zahlenfeldes,
w(n,n)=1,1,8,162,1536,93750, 933120, ...
und die Folge

w(n,n)—n® =0,0,4,126,1392,90150,918720, ... .



UBUNGSAUFGABEN.

Einige der folgenden Probleme stehen im Zusammenhang mit bekannten
Vermutungen und kénnen selber als Vermutungen angesehen werden.

B.1 DIE PRIMFAKULTATS-UNGLEICHUNG.

Seiug =1,u1 =1,uy =1/2 und fiir n > 2 ist u,, definiert durch:

Falls nodd dann falls n prim dann u,, = % sonst up, = n;

Falls n even dann falls % prim dann un =n sonst un = %.
Man studiere die Folge der partiellen Produkte von 1y, gegeben durch
Up=Un_qun (n>0) und Uy =1.
Man beweise oder widerlege
Zahler U, < Nenner U, (n >40).
Allgemeiner gebe man ein minimales o an, so dass gilt
Compositorial(|n/2], n) < Factorial(1, |[n/2]) Primorial(|n/2], n)*.

B.2 INKLUSION DER LOUISA-ZAHLEN.

Man zeige die folgende Inklusion der Louisa-Zahlen £(n) ohne Verwen-
dung des Primzahlsatzes.

In3R<Lin) < [n/2k (n>285) .
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UBUNGSAUFGABEN.

B.3 DIE ANZAHL DER PRIMFAKTOREN VON N UND lemn.

Sei O(m2) die Anzahl aller Primfaktoren der schwingenden Fakultdt m
und Ign der Logarithmus zur Basis 2. Man zeige oder widerlege

n 1/6 n 172
Lg(n/Z) +n J <QMm) < Lg(n/Z) +n J (n>25).

B.4 EIN SCHWINGENDER PRIMZAHLTEST.
Man gebe alle Ausnahmen kleiner 10'> an von folgender Aussage
n > 1ist prim <= n teilt (n— 1)1 — (fl)L“/ZJ.

Nach R. Crandall, K. Dilcher und C. Pomerance [17] sind die einzigen
Wieferich-Primzahlen kleiner 4 x 10'2 p = 1093 und p = 3511. Nach P.
Ribenboim [72, p. 237] wurden auch in spéteren Suchen keine weiteren
Wieferich-Primzahlen unterhalb von 2,5 x 1012 gefunden.

B.5 DIE TSCHEBYSCHEW-FUNKTION ll)

Man gebe fiir die Tschebyschew-Funktion 1 eine Schranke C an, fiir wel-
che die Aussage

Wm)—nl<n'"2+Inm+1)/2+In(n/2) /2 (2<n<C)
gltig ist, aber falsch fiir n > C.
B.6 EINE INKLUSION VON 2™.

Man zeige oder widerlege, dass fiir alle n > 26 ein k > 0 existiert, so
dass

3k [z“/akJ <™ <3k ([z“/akj + 1) .
B.7 KONVOLUTORISCHE DREIECKE.

Sei eine Folge a(n), n > 0 gegeben, dann nennen wir « einen multiplika-
tiven Erzeuger der Folge f, wenn f rekursiv definiert ist durch f(0) = «(0)
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und fiir n > 0 als f(n) = f(n— 1)a(n). Diese Definition l&dsst sich auf
den Fall einer zwei-parametrischen Folge F(n, k) ausdehnen, wenn man
verlangt F(0,k) = «(0) fur alle k, F(n,0) = 0 fir n > 0, F(n,1) =
Fin—1,1)a(n) und fiir n > 0, k > 1 setzt

n—k+1

Fink)= >  F(G,DFn—jk—1).
j=1

Wegen dieser Rekursion nennen wir F(n, k) das konvolutorische Dreieck
von f, erzeugt durch «.

Wir setzen in den nichsten 4 Beispiele voraus, dass fiir den multipli-
kativen Erzeuger o(0) = 1 gesetzt ist. Wahlt man dann fiir n > 0 als
multiplikativen Erzeuger die Folge

e g(n) = nm odd] (4/n) [n even] ,

so erzeugt o die Folge m! und das zugeordnete konvolutorische Drei-
eck bezeichnen wir als das schwingende Dreieck (n, k).

Das faktorielle Dreieck (n,k)! ist analog definiert mit der erzeugenden
Folge der Fakultat

* v(n)j=n

Das eratosthenische Dreieck ¢(n, k) wird erzeugt durch
e ¢(n) = nMm oddlpin even]

Wiéhlen wir dagegen als erzeugende Folge
e f(n) = n[n odd] (4/(n+2))[“ even],

so erhalten wir das catalanische Dreieck n(n, k).

Wir bezeichnen mit [}}] die vorzeichenlosen Stirling-Zyklen-Zahlen.
A. Man zeige die Summendarstellung des Quadrates der eratostheni-
schen Fakultat

bl [“”'] (=) (B.1)
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n\k |o 1 2 3 4 5 6
0 1

1 o 1

2 o 2 1

3 o 6 4 1

4 o 6 16 6 1

5 o 30 36 30 8 1

6 o 20 120 98 48 10 1

Tabelle 40 — Das schwingende Dreieck (n, k)?

und fiir die verallgemeinerten Catalan-Zahlen
(=D [ .
En= ) Z |k nm,j) . (B.2)

B. Man gebe dhnliche Summendarstellungen fiir die schwingende und
die monotone Fakultit an.

C. Man formuliere und beweise einen Satz, der diese Beispiele unter
einen Hut bringt.

n\k | o 1 2 3 4 5 6
0 1

1 o 1

2 o 2 1

3 0 6 4 1

4 o 24 16 6 1

5 0 120 72 30 8 1

6 0 720 372 152 48 10 1

Tabelle 41 — Das faktorielle Dreieck (n, k)!
D. Betrachte die k-ten Diagonalen im schwingenden Dreieck

d = (mn—Kn in,k >0, k fest);

a® —1,1,1,.. a0 =2,4,6,...; 4% =6,16,30....



B.8 SCHWINGENDE DARSTELLUNGEN VON FUNKTIONEN.

n\k | o 1 2 3 4 5 6
0 1

1 o 1

2 o 2

3 o 6 4 1

4 o 12 16 6 1

5 o 6o 48 30 8 1

6 0 120 204 116 48 10 1

Tabelle 42 — Das eratosthenische Dreieck e (mn, k)

Zeige: Die k-te Differenzenfolge der k-ten Diagonalen dfik) in der Matrix

der schwingenden Koeffizienten hat den konstanten Wert 2¥.

B.8 SCHWINGENDE DARSTELLUNGEN VON FUNKTIONEN.

Die schwingende Darstellung einer reellen oder komplexen Funktion ist

gegeben durch eine Folge an,, dergestalt dass gilt
o0
Z L
— ™
Man zeige: Der einfachste Fall, a,, = 1, fiihrt auf

x on
4
Z 7—2 (y + Vy(x +y) arcsin(

n=1

ﬁ‘x
YR

n\k |o 1 2 3 4 5 6 7
o 1

1 o 1

2 o 1 1

3 o 3 2 1

4 o 2 7 3 1

5 0 10 10 12 4

6 o 5 33 25 18 5 1

Tabelle 43 — Das catalanische Dreieck n(m, k)

)), wobeiy = 4—x2.

(B.3)
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i +LF ]2
4 6 \5/2|4

iL ZF 1,2
= 3/2

) (B.4)

Zusatz: Man bestimme

Co=Y & =Y (1"

n=l1 nzl1

Wihle fiir a, den Erzeuger des eratosthenischen Dreiecks und zeige:

x™ 1+x/2 x
[n even]_, [n odd] _ _
3_1 2 n oo arcsin (2> 1/ 2 2 (x| <2). (B.5)

Beweis: Zum einen ist (vgl. dazu [8, p.384])

= xIn _ arcsin (x/2) x
- m@) Vw22 2

n=1
und analog findet man das ungerade Gegenstiick

x2n+1 arcsin (x/2)

-t X
g n+1)(2n+1) - ]7(X/2)27§'

n+1

Stellt man diese beiden Gleichungen mit der schwingenden Fakultat dar,

m(3M) = 2n(2n) sowie 2(n+1)(3™) = 2(2n+ 1), und addiert die

Gleichungen, so folgt die Behauptung.

B.g INKLUSION DER SCHWINGENDEN HARMONISCHEN.

Man zeige fiir z > 0

1z 1 (z 1 1 1 1
_y(Z __ 1)« _ . _
¥ (5+1) z‘y(2+z> < log (2eXp (Z+log2>+2)

und leite daraus eine Inklusion von H(z) her. (Vergleiche Abbildung 2.)



B.10 EINE SUMMENDARSTELLUNG DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.

1
1
1 o 1
2 2 2
1 0 4 0 1
3 6 12 6 3
o 9 0 9 o

4 12 36 36 36 12 4
1 0 16 0 36 o0 16 0 1
5 20 8 120 180 120 80 20 5

Tabelle 44 — Die schwingende Fakultidt nach Formel 8.14.

B.10 EINE SUMMENDARSTELLUNG DER SCHWINGENDEN FAKULTAT.

Man gebe eine kombinatorische Interpretation der Eintrédge der Tabelle
44 an, deren Zeilen sich zur schwingenden Fakultdt summieren.

B.11 ASYMPTOTIK DER SCHWINGENDEN HARMONISCHEN.

~ 1 2 1 1 1 17
H(z):an—Zcos(nz) (Z—Z—Z—FQ—Z—G—F@)—»—O

()

B.12 ASYMPTOTIK DER LOGARITHMISCHEN ABLEITUNG VON Z!.

_ ~ T, z 1 1 1 17 1
_‘(Z) = H(Z) + Z Sln(T[Z) (211’1 (z) + 2 - @ + g - ﬁ) +0 (?)
B.13 VERSCHIEDENE PRIMFAKTOREN VON TU.

n log2

Zeige: 1 hat mindestens 5 Tog verschiedene Primfaktoren,

w(ny) > 2182,
2 logn
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Beweis: Nach Satz 1 ist pzr’ (M) < 1, und daher

n log2
nw(nl) >n222n/2:nzlogn o

Daraus folgt, dass lirr_l)inf mt(x) /(x/logx) > (log2) /2.
X [e¢]

B.14 ERZEUGENDE FUNKTION DER ERATOSTHENISCHEN FAKULTAT.

Man zeige, dass die exponentiell erzeugende Funktion der eratostheni-
schen Fakultdt gegeben ist durch
/

n =n!z" (14 2z)exp(z?).

B.15 DREI KOMBINATORISCHE FOLGEN.

n
1
Cn =1laom{1,2,...,n} Z W
k=0
Man zeige, dass C, fiir alle n > 0 eine ganze Zahl ist. Die Folge beginnt
Cn =1,2,5,16,34,172,175,1228,2468, 7408, - - -

Man bestimme eine kombinatorische Bedeutung von C;,, sowie der
beiden folgenden Folgen:

LI
Ap=n!) o (B.6)
k=0
An =1,2,5,16,68,344,2100,14736,118464, - - - (B.7)

= (—1)F
Bn=n!) o (B.8)
k=0

Bn =1,0,1,2,12,56,372,2568,21120, 189504, - - - (B.9)



B.16 SPEZIELLE WERTE DER SCHWINGENDEN Q-POLYNOME.

B.16 SPEZIELLE WERTE DER SCHWINGENDEN Q-POLYNOME.
Der ungerade Anteil von ni ist definiert als
——ta(mn2y)
U (nyg) =2 aInyg.

Hierbei bezeichne {5 (1 q) die hochste Potenz der 2, welche Yy teilt.
Zeige:

Uny /2) =275y 5, wobei e(n) = [(n+1) /2% —[n odd].

Man gebe eine kombinatorische Interpretation von U(n; /,) an.

n o 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 3 21 35 1085 1395 177165 200787

Tabelle 45 — Der ungerade Anteil von 1.2y /,

B.17 EIN PRIMZAHLENKRITERIUM MIT CATALAN-ZAHLEN.

Gilt folgendes Primzahlenkriterium, das die monotone Fakultit, die ver-
allgemeinerten Catalan-Zahlen und die schwingende Fakultit zusam-
menbringt?

[n/2] +1 ist genau dann eine Primzahl, wenn gilt
m—=1) mod 3 >oEnk= (n—1)0.

B.18 INTERPRETATION EINER BINOMISCHEN FORMEL.

Man gebe eine kombinatorische Interpretation der Folge ug,uq,--- an,
fur die gilt

n= i (—nnk (E)uk.
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B.19 SPEZIELLE FOLGEN VERALLGEMEINERTER LOUISA ZAHLEN

e Man betrachte die Zahlen

Lo =20 M) und 13, = £ (n) 6 (n),

oder anders ausgedriickt, die Zerlegung lemn = L, L.
Die Folgen beginnen so (n > 0):
L, =1,1,2,6,6,30,10,70,70,210,42,462,462,6006, . ..
Ly =1,1,1,1,2,2,6,6,12,12,60,60,60, 60,420,420, ...
® Zeige: Die Folgen Lf;) (n) mit festem r und festem n werden statio-
nidr und der stationdre Wert wird spétestens fiir m = [n/2] erreicht.
® Zeige, dass L, quadratfrei ist.
¢ Untersuche die Frage, fiir welche n gilt L}, > Ly.

® Zeige mit der Definition 6.23 folgende Identitat

B.20 LOUISA-ZAHLEN UND TEILERFUNKTIONEN

Man zeige mit der Konstanten C = (1 —1log(2)) /log2

log £(n) ~C Z { J e+ (B.10)

Wenn dp, k() die Anzahl der Teiler von n bezeichnet, die kongruent zu
k (modm) sind, dann gilt [6, exercise 2.27 ].

Z{ J DR =Y (d21(k) —da0(K)) -

k=1 k=1



B.21 FOR HACKERS ONLY.

B.21 FOR HACKERS ONLY.
Verifiziere (vgl. dazu [20]):
log £(1078) = 3068528182332698, 723062015566...
Man bemerke, dass der asymptotische Wert
10'6(1 —1In2) = 3068528194400565, . ...

fast 8,5 giiltige Dezimalstellen liefert.

B.22 GIVE PEACE A CHANCE!

2n+1

che!

n=0
B.23 SCHRANKEN FUR 2™.
Zeige: Sei p eine Primzahl. Dann gilt:
Pl = p<2™ (n>=1)
Daraus folgt:

[T »p<@<am
oan—1 <~p<2n

B.24 ORBITALKETTEN

Welche Eigenschaften von Orbitalen lassen sich aus der folgenden gra-
phischen Darstellung herauslesen?
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B.25 TEILBARKEITSRELATIONEN.

Man tiberzeuge sich von der Gliltigkeit der folgenden Teilbarkeitsrelatio-

nen.
nj | n! ; n’ | n! ;
m | n! ; m | n ;
Ln) | n! ; m | lemn ;
njmn | n! ; Ln) | lemn ;
lemn | n! ; En |  lemn ;
Iemn | nm nj t lemn ;
Iemn | 1/ ; n! { lemn

Pn=J] % JI ». GiltPyteiltn'?
1<k<|n/2] [n/2]<p<n
P prim

B.26 PELL-ZAHLEN ALS SUMME VON FIBONACCI-ZAHLEN.

Man zeige, dass fiir die Spaltensummen der verallgemeinerten Fibonacci-
Zahlen gilt:

Z Fg) =[nodd] (n<0),
r>1
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M e K
2P =2 g 20

r>1

Hier lduft die Summe auf der rechten Seite {iber alle nichtnegativen gan-
zen Zahlen i,j, k, fur die gilti+j+ 2k =n+1.

B.27 REKURSION FUR EIN SCHWINGENDES PRODUKT.

) =] %Jz

k>1

Man zeige: T(n) besitzt eine einfache Rekursion t(n) = wnyt(n —1) mit
dem Rekursionsanfang t(1) = 1. Ist n ungerade, so ist w, = 1, sonst
sucht man das kleinste k = 1,2, ..., fiir das n mod 2k*1 = 2k gilt. Dann

ist wy, = 2(k+1 )k/272n27k.

B.28 EINE NAHERUNG AN GAMMAQUOTIENTEN.

Man zeige, dass folgender Quotient zweier Gammawerte die drei ange-
gebenen Naherungen besitzt und bestimme die allgemeine Formel.

M(z/2+1/2) V2 V2(12z—1) V2 (28822 — 24z +1)
Mz/24+1)  Vz2' vVz(122+2)" \/z (28822 + 48z +4)’

B.29 EINE NAHERUNG AN DEN ZENTRALEN BINOMIALKOEFFIZIEN-
TEN.

o)

n 2 1200n% +50n2 —3\"
— z‘l’L = -5
<n) V 7m <(1200n4 +350n2—3) +0n™)

Man zeige folgende asymptotische Entwicklung von (
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B.30 EINE BINOMISCHE SUMME.

Das Nebenzentrum der binomischen Pyramide (?) lasst sich darstel-
2
len, fiir n > 0 und mit ¢ = [n even)], als

T+e nl
RS e I
= — 2 (k+1)
B.31 BINOMISCHE TRANSFORMATION.
Suche nach einer geschlossenen Formel fiir die binomisch transformierte

Folge der schwingenden Fakultit (8.27) und diskutiere in diesem Zusam-
menhang den Algorithmus von Petkovsek [79].

n oy Ar2
Z (E)kl Y 1—z—4z

= (14 2)(1 —32))3/?

B.32 MAXIMUM DER ZEILEN DER (-PYRAMIDE.

Man gebe eine explizite Formel fiir das Maximum der Zeilen der g-
Pyramide an, Mq,n = max([q™] ny ).

n‘123456789101112
Mq,n‘112263178562018558

Tabelle 46 — Zeilenmaximum der g-Pyramide

B.33 MULTISWING(N,K).

Die schwingenden Fakultét 9.1 148t sich in natiirlicher Weise verallgemei-

nern zu dem Multinomialkoeffizienten

n
(.l = (Ln/kj,...,Ln/kJ,n mod k) ’

In der Formel ist [n/k] k—mal zu nehmen. Es ist naheliegend die-
sen Multinomialkoeffizienten Multiswing(n,k) zu nennen. Man gebe eine
kombinatorische Interpretation von Multiswing(n k) an.



B.33 MULTISWING(N,K).

Das resultierende Tableau beginnt wie folgt.

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
1,1,2,6,6,30,20,140,70,630
1,1,1,6,24,60, 90,630, 2520, 1680
1,1,1,1,24,120, 360, 840, 2520, 22680
1,1,1,1,1,120,720,2520,6720,15120
1,1,1,1,1,1,720,5040,20160, 60480
1,1,1,1,1,1,1,5040,40320, 181440
1,1,1,1,1,1,1,1,40320, 362880
1,1,1,1,1,1,1,1,1,362880
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
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B.34 GOLDEN SERIES

Zeige: Sei « = <1 + \/5) /2 der goldene Schnitt und die Folge

an = (— [ even])™2 n=3 gegeben. Dann ist
) log
Z ?n = J xlog (2 sinh x) dx

Weiter sei = (1 — \@) /2 und die Folge by, = [n even] (a™ + ™) n~?
gegeben. Dann ist

o0
Z 7“ _
=
Man vergleich dazu Formel (1.57) und [10], [78].

B.35 SWINGING SERIES.

Man implementiere die Berechnung von ((3), 7w und der catalanschen
Konstanten mit schwingenden Reihen.

B.36 DARSTELLUNG VON TU.
Man zeige die Darstellung der schwingenden Fakultat

Cona\mevenl pNg2 1)
M= R (ﬁ) FN/211/2)

(N=n+[n even]).

B.37 EINE INKLUSION DER CATALAN-ZAHLEN.

Definiere
k
k—x
n
I(n, k) I L x ™ dx,
T . X
J(n, k) ELX k—xdx



B.38 BERECHNUNG DES MITTLEREN BINOMIALKOEFFIZIENTEN.

Bezeichne 9t a den Zihler von a (numerator of ). Betrachte die Folgen

g(n) =[n even] NI(|n/2],1)+ [n odd] NJ(|n/2],1),

N2,k (/2] k)

h(TL, k) = [TL even]m W

Die ersten Werte sind (n > 0) :

gn)=1,1,1,3,1,5,5,35,7,63,21,231,33,429,429,6435,715, . ..
h(n,4)=1,1,1,1,2,2,1,1,2,2,2,2,4,4,1,1,2,2,2,2,4,4,2,2,4, ...

Beweise: h(n,4) besteht nur aus Potenzen der 2. Man gebe eine Inter-
pretation an fiir h(n,4) und 4n+1(leven] I([n/2],1) + [odd] J(|n/2],1))
Zeige: Die verallgemeinerten Catalan-Zahlen schreiben sich

En =gn)h(n,4).
Bestimme ¢(n) so, dass die Inklusion gilt
g(n) < En < 2¢Mg(n).

Zeige: Wenn n = 2™ — 2 oder n = 2™ — 1 ist, dann kann man ¢(n) =0
wahlen. Beweise oder widerlege: Fiir n > 1 gilt: wenn 2K < no< 2kt
dann kann man ¢(n) = k — 1 wéahlen.

B38 BERECHNUNG DES MITTLEREN BINOMIALKOEFFIZIENTEN.

Man betrachte das Zahlenfeld P, i in Tabelle 47. Es ldsst sich rekursiv
so beschreiben: Pg . = [k = 0] . Angenommen, n > 0 und alle Zeilen < n
sind bereits berechnet:

¢ Ist n ungerade, so iibernehme man die Zeile n — 1 und héange

Pn,]—n/z-\ = Zk Pn—],k an.

¢ Ist n gerade, dann setze man P, = Ppk—1 +Pn_7x (wobei
P, 1 = 0 vereinbart ist).

Auf diese Weise erhilt man

n n
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166 UBUNGSAUFGABEN.

n\k|o 1 2 3 4
0 1

1 11

2 1 2

3 12 3

4 1 3 6

5 1 3 6 10

6 1 4 10 20

7 1 4 10 20 35

Tabelle 47 — Berechnung des mittleren Binomialkoeffizienten

n o1 234 5 6 7 8 9 10
1

([ngdd]>2‘ 1 2 3 6 10 20 35 70 126 252

Tabelle 48 — Die mittleren Koeffizienten der Pascal-Pyramide.

(71/ V2

v ) =2,71... Es hitte ja sein konnen ;-)).
2

B.39 ZUR KOMBINATORIK DER FINE-ZAHLEN.

Zeige die kombinatorische Interpretation der Fine-Zahlen, F,, = card (),
wobei
O ri <y +1lfurT<i<n—1

ORI 0,1y =0
—0,tn =

Fn =
" i € Z

00 keine Teilfolge von o1 - - - Ty

Beispiel: {0000,0010,0100,0110,0120} 2 {0110,0120} = F3.
(Vergleiche dazu [29], [73].)

B.40 DIE SCHWINGENDEN BERNOULLI-ZAHLEN.

Man betrachte die durch folgenden Ausdruck gegebenen Zahlenfolgen.



B.41 KOEFFIZIENTEN DER Q-POLYNOME.

n o 1 2 3 4 5 6 7 8
B(n) ‘ 1 1 _3 71 — 109 3467 5225 118237
2 6 4 120 8 3024 864 51840

«(2) o (1) 0 0 0 0
o (3) o (2) o (1) 0 0 0
o« (4) o (3) o (2) a(1) 0 0
(—n"
o (n)
x(n—2) a(3) o(2) (1) 0
an—1) amn—2) a(3) «(2) ()
o (n) ax(n—1 an-—2) «(3) o«(2)

Ist hier « (n) = 1/n!, so wird die Folge der Bernoulli-Zahlen B (n) er-
zeugt. Ist dagegen o (n) = 1/n, so werden die schwingenden Bernoulli-
Zahlen B (n) generiert.

Man studiere diese Folge und setze B (n) analytisch fort, zum Beispiel
mit der Methode von S. C. Woon [90].

Sind die Vorzeichen von B (n) und B (n) sinnvoll gewdhlt? Es ist klar,
dass auf diese Frage obige Definition per se keine Antwort geben kann,
genauso wenig wie ein Blick in das Handbook of Mathematical Functions,
sondern allein eine Reflexion tiber die systematische Bedeutung dieser
Zahlen, die sich hier aus der Relation zu der riemannschen Zetafunktion
ergibt. (Vgl. dazu auch [56].)

B.41 KOEFFIZIENTEN DER Q-POLYNOME.

Man gebe eine Rekursion der Koeffizienten der g-Polynome an.
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EIN WERKSTATTGESPRACH MIT DEM AUTOR

Q: Der englische Titel deiner Arbeit lautet: ,Swing, divide and conquer the
factorial and the lem{1,2,...,n}". Was bedeutet dabei eigentlich der Begriff
swing?

A: Verschiedenes. Jedenfalls: nicht langweilig monoton! (lacht).

Vielleicht: das gegeneinander Abwégen zweier Groflen innerhalb einer

gewissen Bandbreite.

Q: Zum Beispiel?
A: Die fiir das Studium der Primzahlenverteilung interessanten Louisa-
Zahlen. Sie schreiben sich

cr)y= [T «*™v.

1<k<n

V(k) ist dabei eine Primzahl oder 1. Und das Symbol (k/x) bedeutet

1, falls1<k< |x/2];
—1, sonst.

(k/x) = {

(k/x) konnte man auch als sign(cos(7k/x)) definieren. Und der Cosinus
ist ja wohl der Prototyp einer schwingenden Funktion. Aber dies ist zu-
sammen zu sehen mit divide and conquer.

Hier driickt sich das aus in der Zerlegung des Intervalls 1..x in die zwei
Hilften 1.. |x/2] und |x/2] ..x. Die Produkte der ganzen Zahlen in diesen
Intervallen [ [; <} <, k werden dabei miteinander verglichen, wobei man
die Faktoren noch nach dem Typ ihrer Primzahlendarstellung mit V(k)
gewichtet.

Q: Und ohne Gewichtung?

A: Schwingen die Zahlen um so mehr! (lacht). Dann erhalten wir die
schwingende Fakultit n, die definiert ist als

m= H K (k/m),

1<k<n
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Diese Zahlen spielen eine interessante Rolle in der Kombinatorik. Man
kann sie auffassen als einen Hybriden zwischen der klassischen monoto-
nen Fakultit und der Mittelsenkrechten in einem symmetrisch angeord-
neten pascalschen Dreieck.

Q: Das sind ganze Zahlen?

A: Erst einmal ja. Sie lassen sich auch so schreiben

2 T(n241/2)\ "
™ ’ﬁ( Mn/2+1) )

In dieser Darstellung hindert uns nichts daran ,n” als komplexe Grofie ,z’
zu interpretieren

o zz F(Z/2+]/2) COS ZTt
Tym\ T(z/2+1) ’

wobei man (—1)# dann durch cos z7t ersetzt. Damit hat man sie sozusa-

gen schwingenden fortgesetzt.

Q: Wow, das sieht gut aus! Geht das auch mit den Louisa-Zahlen?

A: Gute Frage! Versuchen wir es einmal:

VA (T(2/241/2)\
Lz) =5 (W) 1<Hk<,~.V(k)

Wir sehen das Problem: Es ist nicht klar, wie man [ [y <, <, V(k) zu einer
stetigen oder gar analytischen Funktion fortsetzen kann.

Aber man kann Folgendes machen: Fordert man nicht mehr, dass die
komplexe Funktion £(z) die Zahlen £(n) interpoliert (so wie das die
Funktion 2! mit den Zahlen m? macht), sondern nur approximiert, dann
kann man den problematischen Faktor [ [, <k<z V(K] durch seinen asym-
ptotischen Wert ersetzen. Zum Gliick ist dies eine einfache und wohlbe-
kannte Funktion: e*. Wir erhalten dann

~ B e\Z [T (z/24+1/2)\  ©527
£l ‘ﬁ@ ( Fz25 1) ) ‘

Q: Diese Funktion V(n), wie ist die denn genau definiert?
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A: V(n) gibt an, ob n eine Primzahlpotenz ist. Wenn n durch genau
eine Primzahl teilbar ist, dann ist V(n) diese Primzahl, andernfalls ist
V(n) = 1. In der Zahlentheorie ist es tiblich, mit dem Logarithmus von
V(n) zu arbeiten. Dies schreibt sich dann A(n) = InV(n), und ist unter
dem Namen Von-Mangoldt-Funktion bekannt.

Q: Schwingt auch die Von-Mangoldt-Funktion?

A: Nicht wirklich. Nicht alles schwingt, leider. Aber eine typische
schwingende Zerlegung ist

kin odd] +k[n even] =k .

Und sie fiihrt auf eine weitere interessante Darstellung der schwingen-
den Fakultit und den Louisa-Zahlen, welche die zahlentheoretische Dua-
litdit zwischen beiden pragnant zum Ausdruck bringt.

In = Z A(k) [[n/k| odd]
1<k<n

InL(n Z A(k) [[n/k| even]
1<k<n

Q: Das ist der Teil ,Divide and swing --- the lem{1,2,..,n}” im Titel
deiner Arbeit.

A: Genau. lem({1, 2, ..., n} bedeutet dabei das kleinste gemeinsame Viel-
fache der natiirlichen Zahlen 1,2, ..n. Dieser Teil lidsst sich zusammenfas-
sen als

lem{1,2,..,n}= ] V(K =mstMm).

Diese Zerlegung bekommt insbesondere dadurch Bedeutung, dass der
Logarithmus von lem{1, 2, ..., n} eine zentrale Funktion in der Zahlentheo-
rie ist: die sogenannte tschebyschowsche 1-Funktion. Mit ihr nimmt die
letzte Formel die Gestalt an

= > AlK)=Ihn+knLn).
1<ksn



Mit der {-Funktion kann man das beriihmteste und schwierigste Pro-
blem der heutigen Mathematik formulieren, die riemannsche Hypothese.
Durch diese Zerlegung wird, wenn man so will, auch die riemannsche
Hypothese in zwei Teile zerlegt, in einen Teil, der sich als leicht behandel-
bar erweist und einen Teil, der den harten Kern des Problems ausmacht.

Und dieser harte Kern ldsst sich beschreiben als die Frage: Wie verhal-
ten sich die Louisa-Zahlen fiir sehr grofie Werte?

Ln)=e"/2"+?2 (n— o)

Wenn man dies wiisste, wiisste man auch mehr dariiber, wie sich die
Primzahlen verteilen, wenn diese sehr weit draulen auf der Zahlengera-
den liegen.

Q: Aber warum sollte man dem Rechnen mit In L(n) den Vorzug geben
gegeniiber dem Rechnen mit \p(n) = In lem(n)?

A: Weil man dann weniger rechnen muss! Aus zwei Griinden. Zum
einen: Betrachten wir noch einmal obige Darstellung von In £(n).

InL(n) = Z A(K) [[n/k| even]
1<k<n

Nun bemerkt man, dass fiir k > |n/2| die Bedingung [[n/k| even] nie
erfiillt ist, das heift es gilt auch

InL(n) = Z A(K) [|[n/k| even] .

1<k< (/2]

Und zum zweiten: Der Logarithmus der schwingenden Fakultit Inz? 1dsst
sich (mit einer asymptotischen Formel dhnlich der stirlingschen Formel)
effizient berechnen. Beides zusammen gibt ein effizientes Verfahren zur
Berechnung der \-Funktion: {(n) = Inn2 +In £(n). Aber man kann
noch einen Schritt weitergehen: Man kann all die Relationen, fiir die
der Zahlentheoretiker die \-Funktion verwendet, direkt umwandeln in
Relationen, welche nur auf die Louisa-Zahlen Bezug nehmen. Insgesamt
ergibt sich damit eine Vereinfachung und oftmals auch eine Prazisierung,.

Q: Zuriick zur gewohnlichen Fakultitsfunktion nl. Monoton und langweilig?
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A: Sie ist sogar schrecklich monoton, logarithmisch monoton. Aber
langweilig ist sie nicht. Das liegt zum Teil daran, dass man sie mit der
schwingenden Fakultit sehr gut zerlegen kann. Dazu muss man nur be-

merken, dass mit

n = H K (/)

1<k<n

die Fakultit sich schreiben ldsst als
nl=[n/2/”n.

Q: Hat diese Zerlequng irgendeinen praktischen Wert?

A: Oh ja! Sie hat gleich drei rechnerisch wertvolle Eigenschaften. Zum
einen ist sie eine Rekursion iiber die Hiilfte, das heifit, sie ldsst sich in
Llogz(n)J Schritten berechnen, und der Wert von |n/2]! geht im Qua-
drat ein, was auch giinstig ist, weil 12 sich schneller berechnen lisst als
n x n. Und als drittes kommt hinzu: n{ berechnet man am Besten {iiber
ihre Primzahlzerlegung, und diese hat bei n? eine besonders einfache
Gestalt. So kann man beispielsweise 62! so berechnen:

62! = (((((1)230)27)?15)%31)2 620
Mit anderen Worten: Diese Formel ist des Hackers Freund!

Q: Ist das die einzige Verbindung zwischen monotoner und schwingender
Fakultit?

A: Nein. Wenn wir zum Beispiel das duale Verhiltnis zwischen schwin-
gender Fakultdt und den Louisa-Zahlen ernst nehmen, dann sollte man
in obiger Formel n? gegen £(n) tauschen kénnen und eine weitere inter-
essante Grofe finden. Sie ist rekursiv definiert als 0j= 1 und

nj = [n/2] 2L ().

Ich habe nj die Cofakultit genannt. Mit ihr erhalten wir unmittelbar fol-
gende Identititen:

n! n!
= W lemn = W L(n), (C.1)
nj n

L(n)

_ _ i
= 2 lemn= /2] 2 n . (C.2)



Diese Gleichungen er6ffnen ein weites Feld des Studiums.

Q: Du gibst auch Anwendungen der schwingenden Fakultit in der Kombina-
torik an. Was schwingt denn da?

A: Sehr vieles. In der Kombinatorik werden Konfigurationen abgezahlt.
Im einfachsten — und wichtigsten — Fall hangen diese von einem einzi-
gen Parameter ab, ndmlich einer nattirlichen Zahl n = 0,1,2,3,---. Die
Existenz und die Anzahl vieler Konfigurationen héngt nun oftmals sehr
sensibel davon ab, ob n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Eine Konse-
quenz davon ist, dass die Anzahl der Konfigurationen nicht notwendig
monoton zunimmt.

Q: Kannst du mir ein Beispiel geben?

A: Orbitale. Das sind geschlossene Ketten konzentrischer Kreisabschnit-
te mit unterschiedlichen Radien, die in n Sektoren liegen. Hier siehst du
einige Beispiele: Abbildung 13 und Abbildung 12.

Es ist aber anschaulicher, sich die Orbitale als einen dynamischen Vor-
gang vorzustellen. Dann hat man eine Schar konzentrischer Kreisbahnen,
und ein Raumschiff, das auf diesen Bahnen lduft und auf einer von ihnen
seinen Hafen hat, von der aus es startet, und in die es nach jedem Umlauf
wieder zuriickkehren muss.

Die Umlaufebene ist dabei in n Sektoren geteilt, und an jeder Sekto-
rengrenze wechselt das Raumschiff zur néchstgelegenen inneren oder
dufleren Bahn. Ausnahmsweise darf es an einer Sektorengrenze auch auf
seiner Bahn bleiben, aber dies hochstens einmal.

Die Frage ist nun: Auf wie viele verschiedene Weisen kann unter die-
sen Bedingungen Captain Kirk seine Patrouillenfahrten durchfiihren?

Q: Ok. Es geht also um die Anzahl dieser Orbitale. Und diese Anzahl schwingt?

A: Ja. Betrachte dazu diese anmutige Funktion: Abbildung 7. Sie inter-
poliert die Anzahl dieser schwingenden Orbitale.

Q: Nice. Aber vielleicht sind schwingende Orbitale eine eher esoterische
Anwendung?

A: Diese anschauliche Interpretation ist es vielleicht. Der eigentliche
Catch dabei ist aber, dass die Anzahl der Orbitale iiber n Sektoren, n
geradzahlig, die Catalan-Zahlen sind — und diese Zahlen sind ubiquitér
in der Mathematik und Informatik. Sie gehoren zu den am meisten ge-
brauchten und untersuchten Zahlen tiberhaupt.
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Q: Du sprichst auch von den ,verlorenen Catalan-Zahlen’?

A: Ja. Darunter verstehe ich die Anzahl der Orbitale tiber n Sektoren,
wenn n ungerade ist. Diese Zahlen hat man bisher nicht beachtet.

Q: Ist ja unglaublich! Wie kommt das?

A: Vielleicht durch den Einfluss der Informatiker, die vor lauter
bindren Baumen den mathematischen Wald nicht sehen? (lacht)
Betrachten wir mal diese beiden Integrale:

1 4—
J x™ X dx

ﬂ 0 X
T, X
EJ'OX 4—de

Beides sind Losungen in einer bekannten mathematischen Problemklasse
(von hausdorffschen Momentproblemen, aber das spielt hier keine Rol-
le) und ich sehe nicht, was fiir einen Mathematiker die Betrachtung des
einen Problems, oder dessen Losung, gegentiber dem anderen auszeich-
nen sollte. Sobald nun ein Mathematiker sieht, dass man beide Probleme
in einem Aufwasch behandeln kann (und das ist offenkundig), so wird
er nicht zogern, dies auch zu tun.

Q: Und was hat das jetzt mit den Catalan-Zahlen zu tun?

A: Aber das sind die Catalan-Zahlen! Das erste Integral ist eine Dar-
stellung der klassischen Catalan-Zahlen und das zweite Integral eine
Darstellung der ,verlorenen Catalan-Zahlen’. Es sind die Catalan-Zahlen,
nur eben nicht in der {iblichen Notation und in der Beschreibung a la
mode! Dass fiir eine besondere Klasse von Anwendern der Mathematik seit
der Mitte des 20. Jahrhunderts die einen Zahlen mehr im Vordergrund
stehen als die anderen, ist fiir die Sicht des Mathematikers unerheblich.
Und nicht nur das: Theodor Fontane schrieb einmal: Man sieht nur, was
man weif§ . Vielleicht sind die Informatiker nur die Opfer der Blindheit
der Mathematiker. (lacht)

Q: Du sprichst auch viel von Binomialkoeffizienten. Warum?

Das pascalsche Dreieck hat eine grofle Schwester, die binomiale Py-
ramide. Sieh hier: Abbildung 14. Und diese ist eng verwandt mit der
catalanschen Pyramide. Denn bis auf einen Faktor, der jetzt hier keine



Rolle spielt, sind die klassischen Catalan-Zahlen gegeben durch einen

Binomialkoeffizienten, der auch ein Trinomialkoeffizient ist

n\ ([ In

n/) \no0n/
Hier wird offensichtlich eine Menge mit einer geraden Anzahl von Ele-
menten zu Grunde gelegt. Befreit man sich von dieser Voraussetzung,
betrachtet man Grundmengen mit beliebiger Anzahl, so kann man die

Anzahl der betrachteten kombinatorischen Konfigurationen so beschrei-
ben:

n
M= (Ln/ZJ, i odd], Ln/2J>

Diese Formel leistet im Fall eines geraden n dasselbe wie der Binomial-
koeffizient, ist aber auch im Fall eines ungeraden n anwendbar. Das ist
die Grundidee. Daher als Tipp: Wann immer du in einer Formel (ZTI‘)
siehst, ersetze diesen Ausdruck durch n? und passe den Rest der Formel
sensibel an. Du wirst dich nun oft eines groéfieren Reichtums an Zusam-
menhingen erfreuen konnen.

Q: Cool! Kannst du auch dafiir ein Beispiel geben?

A: Gern. Die klassische Reed-Dawson-Identitit ist
o k~an—k n 2k N

> (=1*2 (k)<k)—[neven]nz

k>0

Sie lasst sich mit Hilfe der schwingenden Fakultit verallgemeinern zur
schwingenden Reed-Dawson-Identitit. Darunter verstehe ich

) ()

Q: Danke fiir das beschwingte Gespriich!

A: Well, some things are even, some things are odd. Let them all swing!
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(Dieses Interview fiihrte Louisa Maria Luschny am 20. Oktober 2005 mit dem Autor.)

A [klln/i]]
Lem) = [ (e/\())>
1< |n/x]

Louisa-Zahlen




SCHWINGENDE ORBITALSYTEME

Die folgenden Diagramme von schwingenden Orbitalsystemen wurden
mit dem Programm Asymptote [36] und der Funktionsbibliothek Orbi-
tal.asy [55] des Autors erstellt. Das Programm ist frei erhiltlich genau-
so wie die Bibliothek, die unter der Creative Commons (CC-BY-SA 3.0)
Lizenz steht und im Internet iiber die Homepage dieses Buches (siehe
letzte Seite) abrufbar ist.
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SCHWINGENDE ORBITALSYTEME

®0ee©®

—— s+ ——+ x+ — %=+ + — =+t % *— —
77/ 6 55/ 6 77/ 10 35/6 77/ 15

@

-k + =+ -+ = x+ * =+ =+ -+ k= 4+ -+ =+
55 / 14 33 /10 55 /21 33/ 14 21 /10

@
@

- x+ + - + == x+ -+ + = x =+ + = + =k =+
35 /22 22 /15 15 /14 35/ 33 22 /21

@
@

— k- * b — =+ - =t — ok k- =t
21 / 22 33 /35 14/15 15 /22 22 /35

@
@

+ -+ - * + =k + = *+ -+ — + =+ = + ok -+ =
10 /21 14 /33 21 / 55 10 / 33 14 / 55

@
@

* 4+ - — - + okt - + = k- S
15 /77 6/ 35 10 /77 6/ 55 6/ 77

Abbildung 12 — Schwingende Orbitale tiber 5 Sektoren
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- — -+t - -+ -4+ -t + -+ -+ - —++
1001 / 30 715 / 42 455 / 66 429 /70

®
@
®
L

— =+ - +— ==+t -+ =+ =+ -+ =+ =
385 / 78 286 / 105 273 / 110 231 /130

®
@
®
L

-+ - =+ +— ==+ -t = - =+
195 / 154 182 / 165 165 / 182 154 / 195

L
L
®
L

-+ -+ + -t -+ -+t +4+--—+
130 / 231 110 / 273 105 / 286 78 / 385

@
L
@
®

-+ + - +4 -+ ++ -+ - +++-—=
70 / 429 66 / 455 42 /715 30 / 1001

Abbildung 13 — Schwingende Orbitale iiber 6 Sektoren
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FUNKTIONSGRAPHEN

Die Graphen der Funktionen (;‘) 5 und E(x,y) sind asthetisch sehr reiz-
volle Objekte, die auf den néchsten Seiten dargestellt werden.

Der Graph der verallgemeinerten binomischen Funktion (;‘) 5 stellt
sich als Hiigellandschaft dar.

Der Graph der verallgemeinerten Catalan-Funktion E(x,y) ist dage-
gen, ebenso wie das catalanische Zahlendreieck, von dem eigentiimli-
chen Nulldurchgang in seiner Mitte gepragt und zeigt eine dolomitenar-

tige Auspragung seines Graphen.
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Abbildung 14 - LogBinomz2, x-y Ebene, binomisches Dreieck

Abbildung 15 — LogBinom2, y-z Ebene, binomische Wellen



FUNKTIONSGRAPHEN
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Abbildung 16 — LogBinom2, x-z Ebene, binomische Hiigel

== 2 TN\ )

Abbildung 17 — LogBinom2, Perspektive, binomischer Kondor
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Abbildung 18 — Catalan y—z Ebene, Catalan-Spitze

Abbildung 19 — Catalan x-z Ebene, Catalan-Berge






FORMELSAMMLUNG

DIE SCHWINGENDE FAKULTAT.

n!
TV
z_z F(Z/2+1/2) COS Z7t
2= A\ T2
n—1 exp(27i(z+k)/n)—1
k  1\®®
Sn(z):F(z+1)Hr(Z+ +—>
-0 n n

DIE LOUISA-ZAHLEN.

lemn
mn

[m|[n/k]]
tmmy= [T (M)
1<k n/m|

Lg) (n) = H PZk>‘ [[np %] mod m=r]
PN, p prim

Ln) =

VERALLGEMEINERTE BINOMIALKOEFFIZIENTEN.

n n!

<k)zf (‘j (m—k—n—k odd]))!(% (m+k—[n+k odd]))!
| z+w) 1/2

(o)== (Ereran 'zm)

< ) | Sn w) 8n ZJFW))]/n
= z!
Mz +w)!

1.1

1.58

6.2

6.23

6.22

8.2

943

9.48
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FORMELSAMMLUNG

VERALLGEMEINERTE CATALAN-ZAHLEN.

E(x) =E(x+1,1)
n =EMn)=n/([n/2]+1)

DIE ERATOSTHENISCHE FAKULTAT.

Z =z
DIE COFAKULTAT UND DIE STERNFAKULTAT.
i=In/2]2£(n)
nj=[n/2]; n
n, =nln;j
DIE ALTERNIERENDE FAKULTAT.

1,11 _1)(n+1)
—1-3-527.....n=1
ng 1234567 s m

Zi _ %2(17&5(271)]/2

DIE UNGERADE, GERADE UND DOPPELTE FAKULTAT.

m=1.3.5...2n—1)
2T —2.4.6---2n

2V =2(z4+2)(z4+4) - (z+2(n—1))

DIE SCHWINGENDE HARMONISCHE FUNKTION.

o<k<n

~ 1 z+1 z42
H(z)_logZ—ﬁ—Ecosm(‘{’( 5 )—‘1’( 3 ))

9.44

9.45
9.3

1.42

6.5

2.19

3.15
3.15
3.15

1.34

1.38



DIE ABLEITUNG VON M.

=1 11 (2)“)k > (fl)ki 1.36
2 o<k<n k+1 0<k<n k+1

POLYNOME MIT pn (1) =12

n odd] _ /—
Rolx)=2n (1) F( ntn Od‘ﬂ"/zlzg 3.22
2 1

on (M [n odd] —n+[n odd], 1/2

Tax)=2" () xF 5 2x 322
[n odd]

_ on Tl+1 7“11/2

Snlx) =2 <T > F(1+[n odd)| e

SCHWINGENDE POLYNOME, [z°] =m
n n n—1
1 1
E (n) xk = (X_._,) +n(x+f) 8.22
k /5 X X
k=—m

VERALLGEMEINERTE (-BINOMIALKOEFFIZIENTEN

n nlqg
= 10.14
(k)z;q tn—Kk)lgt(n+k)lq

SCHWINGENDE (-POLYNOME

1_qn 1_q 2[n even]
Ny :(“‘”Zq(1_q>(1_qn/2) 10.8

SYMMETRISCHE q-FAKULTAT

gy =a’(a+q )(a® +a®+a )’ +at+a " +q7)

...(qﬂ—1+q“_3+...+q3_“+q1_“) 10.10

SYMMETRISCHE SCHWINGENDE q-FAKULTAT

2
Mgy = ) (Ln/2j!<q>> 10.11
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CATALAN-POLYNOME E;(x)
o N2 1 1
Z En,kxk:(x-i-f) <x—7) (x—i-f—i-n—]) 9.21
X X X
k=—mn
VERALLGEMEINERTE (-CATALAN-POLYNOME

[k]q n
Enx(q) = E (k>2;q 10.15

(-CATALAN-ZAHLEN

En—](q)::EnJ(q) 10.8



HYPERGEOMETRISCHE DARSTELLUNGEN VON N!.

n=[n odd] uND n >0

(122 NV R\
nZ_F(n/Z—H‘]) 5 2"

n—1/2
nn/241/2,1 1) P

n+1,n/2+1
n,n/2 -1 4n n
n/2+1 T

n/2,1/2|, -l P
n/2+1|

=F

F

2n—1

=
=
=
=F(lz)
=¥
=¥
=¥

_F n/2+n/2 1/2— n‘ >2n7n

F n+ﬂ,n+1‘;) znfnnn(inn/zfn/z

E —n+n n+ﬂ‘ ]>nn(,1)n/27n/2

. <n+1 +nan+1 +n’71) H2n+1

n =
X (n4 1)1 (=1)n/2n/2
F - 2n+1 n
m= ( 2 ‘2)
x (M4 (n4n—1)(=1)"/2+n/2+1
n=F (7“ ﬂ”’ ]/2’2) n-npn
n=F (7“ T’ ]/2’2) n-npn
n,-n—1,1/2
m=f (V20 e (40
-n—2,1
—n,1/2
n):F( ]n<1|»1< ‘ )(—2)“ ﬂ(n-i—”
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HYPERGEOMETRISCHE DARSTELLUNGEN DER CATALAN-ZAHLEN.

n=[n odd] unp n >0

(e (V2072 (m\\"TVE
w= (G G) e e
b g (2412, N\
T A n4+1,n/2+1 n—n+2

n,n/2 =1 n 2

—) — (k1)
n/2+1| nm) n—m+2
n/2,1/2|, =T on+l
n/Z—H n—m+2

el (cr)

F

F il (xT1)

2n—1 omn B
F(n/2+1’ ) e (kr2)

—n/2+ /z 1/2— antl-m
n=F n n])m (pL)
—n4nn+1[1\ nn2nti-m B
n=F( ] ’2) g DA )
N
(T n+n‘ ]) ﬁ(_nn/zfn/z (12)
F<n+]+n;n+1+n _]>4n+]
En = L
" M(_1)n/2+n/2 )
n—m+2
F(’“’Q’“*”B) 272 (2n 4 2)"
En = GB
n n+ﬂ—1( ]]n/2+n/2+1 ( )
n—m+2
2 2—
EHZF( T1+T]/]/ ' )znn‘qn_nj_z (RD1)
1/2 2—
:F< n+T1, / ' )znnn 12 (RD2)
(=112 o (2
’F< 2,1 ‘2)2 (n+1) (xD3)
—n,1/2 no o1
e (3 1) (3)



VERZEICHNIS DER FOLGEN IN DER OEIS

Die Hinweise auf Folgen in der Online Encyclopedia of Integer Sequences
sind naherungsweise zu verstehen. Bisweilen unterscheidet sich der Star-
tindex (offset) oder einer der ersten Terme von unseren Definitionen.

191

G



192

VERZEICHNIS DER FOLGEN IN DER OEIS

G.1 SCHWINGENDE FAKULTAET UND LCM
In der folgenden Tabelle bentitzen wir die Abkiirzungen

Iemn =1em{1,2,3,...,n}
Pr(n) = H {p:pprimund [n/(k+1)] <p < [n/k]}

X =x(x+2)(x+4) - (x+2n—1)) (n>0)

wobei zusitzlich x° = 1 gesetzt ist.

Aoooig2 n! 1,1,2,6,24,120,720,5040,40320, 362880
Aos6040 ™M 1,1,2,6,6,30,20,140,70,630,252,2772
A000984 (2n) 1,2,6,20,70,252,924,3432,12870,48620
A002457 (2n+ 1) 1,6,30,140,630,2772,12012,51480
A163590 odd part of m 1,1,1,3,3,15,5,35,35,315,63,693, 231

A060632  even part of 1,1,2,2,2,2,4,4,2,2,4,4,4,4,8,8,2,2,4

A163641  radical of n2 1,1,2,6,6,30,10,70,70,210,42,462,462
A182923 1 /Pi(n) 1,1,1,1,2,2,4,4,2,18,36,36,12,12,24
A163085 [Tt ok 1,1,2,12,72,2160,43200, 6048000
A180064 n!/m 1,1,1,1,4,4,36,36,576,576,14400, 14400
A193282 nlm 1,1,4,36,144,3600, 14400, 705600
Ao81125 /nlm 1,1,2,6,12,60,120,840, 1680, 15120

A180000 L(n)=lmn/m 1,1,1,1,2,2,3,3,12,4,10,10,30, 30,105

A003418 lemn 1,2,6,12,60,60,420,840,2520,2520
A205958  cofactorial n;j 1,1,1,1,2,2,3,3,48,16,40,40,270,270
Aoo1147 m 1,1,3,15,105,945,10395,135135, 2027025

E]l

Aooo165 2 1,2,8,48,384,3840,46080, 645120



http://oeis.org/A000142
http://oeis.org/A056040
http://oeis.org/A000984
http://oeis.org/A002457
http://oeis.org/A163590
http://oeis.org/A060632
http://oeis.org/A163641
http://oeis.org/A182923
http://oeis.org/A163085
http://oeis.org/A180064
http://oeis.org/A193282
http://oeis.org/A081125
http://oeis.org/A180000
http://oeis.org/A003418
http://oeis.org/A205958
http://oeis.org/A001147
http://oeis.org/A000165

G.2 CATALANISCHE SUMMEN

G.2 CATALANISCHE SUMMEN

Unter einer catalanischen Summe verstehen wir sehr allgemein Summen,

die, abgesehen vom Vorzeichen, nur aus Catalan-Zahlen E,, . bestehen.

Aos3121  Catalan Dreieck Cyy i
A189230 Komplementdres Catalan Dreieck Cfirk
A189231  Erweitertes Catalan Dreieck Eq,
A189911 Y P o Enxk

Aogzo70 Yo Eank

A037965 30" Ean1x

Aos56040 > 1o Enk [k odd]

A002457 Y70 Egm i [k odd]

A000984 Zil? Eon—1x [k odd]
A212303 Y 1 Enk [k even]

A001700 Zilo Eon k [k even]

A005430 Zil? Eon—1x [k even]
A005430 Y75y [Ean [k odd]
A028329 iZﬂZnH |E2n—1| [k odd]
A000984 Y7 5 [Eank| [k even]
A002011 iz:]Zn—H |E2n—1k| [k even]
A100071 Y o Enx [n+k odd]
Aoo1405 Y P o Epx [n+k even]
A063886 Y 1 |Enx|m+k even]
Acozgz0 X (1) [Ean i
Aooog1y  — ilo (—Uk |E2n,k
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http://oeis.org/A189231
http://oeis.org/A189911
http://oeis.org/A097070
http://oeis.org/A037965
http://oeis.org/A056040
http://oeis.org/A002457
http://oeis.org/A000984
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http://oeis.org/A001700
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http://oeis.org/A000917

194 VERZEICHNIS DER FOLGEN IN DER OEIS

G.3 MOTZKIN UND SCHRODER ZAHLEN

Aooo108 Catalan Zahlen Cy,
Aos7977  Erweiterte Catalan Zahlen E;,
A189912 Mj = Y (2) Ex 1,2,4,10,25,66,177,484
k>0
Aoo1006 ME = 3 (LL)Ek [k even] 1,1,2,4,9,21,51,127,323
k>0
Aoosyiy MS = 3 (2) Ey [k odd] 0,1,2,6,16,45,126,357
k>0
Ao06318 S} = (n;l;k) Eox 1,2,6,22,90,394,1806
o<k<n
n+k
Aoo1003 S§ = % Eox [k even] 1,1,3,11,45,197,903,4279
og<k<n
n+k
Aoo1003 S8 = 2 Eox [k odd] 0,1,3,11,45,197,903,4279
o<k<n

G.4 THE SWINGING FAMILY.

Ao002457
A000984
Aoo1405
A000000
A162246
Ao001792
A000000
A000000
A000000
A000000
A000000

Ao000000

Central beta 1/B(n+1,n+1)

Central binomial (ZTIL)

Middle binomial ( LnT/lzj ), also( (n :dd] ) 5

Column 1 in the binomial pyramide (1),

Swinging number triangle (1) >

Row sums of the swinging number triangle (%),

The swinging inversion numbers In, (k)

Max. number of inversions of a swinging word of length n

Special coefficients of the swinging gq-polynomials [q

Odd part of ng, q =1/2.
The orbital numbers O, (k)
Balanced orbits O, (0)

n71].pn
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