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RESUME: Soit Wh (rasp. u h) la solution approch6e obtenue en discr@tisant 

par @16ments finis du premier ordre une @quation (rasp. une in@quation) 

variationnelle dont la solution est u. On compare les quantit6s IlU-Uhl I L ~ 

et IlU-Whl I L~(cf. (4.2) suivante); on en d@duit une estimation "presque 

optimale" pour IlU-Uhl I L~(cf. (4.3) suivante). 

NOTATIONS: wk'P(~) est l'espace des fonctions dont les d~riv~es jusqu'~ 

l'ordre k sort dans LP(~); Hk(~)=wk'2(Q); H~(~) est l'espace des fonc- 
ck,~ tions de HI (~) nulles sur SQ; H-I (~) est le dual de HI (~); (~) est 

O 

l'espace des fonctions dont les d@riv@es jusqu'~ l'ordre k sort h61d@- 

riennes de exposant ~ sur [. Toutes les fonctions consid@r6es sort 

valeurs r~elles. 

I. DESCRIPTION DU PROBLEME. 

II est bier connu (ef. p.ex. [5], [18]) qua pour les probl~mes 

aux limites du type: 

(1.1) Au = f dans e ; u = 0 sur ~ 

( ~ ouvert born~ de R m, m>1; A op@rateur differential lin@aire du deu- 

xi~me ordre, elliptique, & coefficients r~guliers (1)),pour tout k~N, 

quitte & discr~tiser en ~l~ments finis d'ordre ~uffisamment ~lev~, on 
a (2): 

hk; (1.2) ~c k Ilull Hk+l II U-uhll L~(~) (~) 

et il s'agit d'estimations "bier adapt~es" car pour le probl~me (1.1) 

on ale r@sultat de r~gularit~: fcHk-1(~)-~ueHk+1 (S 

(I) Pour pr~ciser le signe (essential dans (1.3) suivante) on peut p. ex. 
m 

choisir A = -i~1~2/~x 2- 
1 

(2)  h ~ t a n t  l e  p a s  d e  d i s c r ~ t i s a t i o n ,  u h l a  c o r r e s p o n d e n t e  s o l u t i o n  d i s  

cr~te; cf. toujours [5] ,[18] , pour les hypotheses pr~cises. 
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Au contraire, pour la discr~tisation d'in@quations, du type: 

(1.3) I u)~ et Au>f dans ~ ; u = 0 sur ~ 

[ Au = f o~ u>~ 

une estimation du type (1.2) (si elle @tait valable!)ne serait utilisa- 

ble que pour k=1 (3) car en g@n~ral, m@me pour ~,f tr~s r@guli~res, on 

n'a pas ueH3(~). 

Pour le probl~me (1.3) on a toutefois des r~sultats de r~gula 

rit~, p.ex. (of. [8], [3], [13]): 

(1.4) feLP(~),~¢w2'P(~)-~u~w2'P(~) 

et donc il serait int@ressant d'~tendre ~ la approximation de (1.3) la 

va!idit~ d'estimations du type (4): 

(1.5) s i  u(w2,P(~) Vp<+~, on g IlU-Uhl I L~(~):O(h2-C) <>0. 

On va montrer qu'en effet, discr@tisant (1.3) en @l~ments fi- 

nis lin6aires, et imposant la contrainte u>~ uniquement aux noeuds de 

la triangulation (5), sous des conditions g@om~triques simples sur la 

triangulation, (1.5) est valable. 

Avant de passer aux d@tails on veut souligner l'int@r@t d'es- 

timations L ~ pour les probl~mes ~ obstacle. Posons, u 6tant la solution 

de (1.3): 
+ 

= {x~lu(x)>~(x)}; 

il est 6vident (6) qu'aucune convergence de u h ~ u ne peut assurer la 

convergence ~ ~+ des ~ = {x~lUh(X)>~(x)}(7); toutefois on peut montrer 

(8) que si Ch satisfait: 

~h>0; lim c h : ~im II U-Uh IIL. /~h = 0, 
h~0 + h÷0 + (~) 

~+ = ~h est une approximation de posant ~h {xe~lu(x)>~ (x)+ch } on a que ~+ 

(3) Pour k=1 (Io3) est valable (et utilisable!) ;cf. [7],[12] . En emplo- 
yant les espaces de Sobolev fractionnaires on peut arriver jusqu'~ 
k<3/2; cf. [4]. Pour des g@n~ralit@s sur ce sujet on renvoye ~ la 
conf4rence de Mosco [10] de ce Symposium. 

(4) Pour la validit@ de (1.5) dans le cas des 6quations cf.[14],[15] pour 
!e probl~me de Dirichlet et [16] pour le probl~me de Neumann. 

(5) Ce qui fournit un probl~me discret "plus simple" ~ r~soudre (cf.le 
n. 3 suivant). Un r@sultat analogue, dans le quel on impose la con- 
train~ Uh> ~ partout, a @t@ pr~sent~ ~ ce Symposium par Nitsche [15]. 

(6) Ii suffit de choisir UE~E0; UhEh (donc Uh÷U "au mieux") pour avoir 
+ + 

ehE~, ~ = ~. 


