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TДоказательство. Пусть a ∈ A, c ∈ ∂Vh2dAB(A) Пусть [c,a] пересекает

∂Vh2dAB(A) в точке aλ = λc+(1−λ)a и ρ(c,A) = d, а ρ(c,a) = (1+ε)d. Оце-
ним расстояние ρ(c,aλ). Расстояние ρ(aλ,A) = h1dAB = f . Тогда из равен-
ства aλ = λc+(1−λ)a по Лемме 3 следует, что ρ(aλ,A)! λρ(a,A)+(1−λ)ρ(c,A)= (1−λ)d.
Откуда λ! d− f

d , 1−λ" f
d . Рассмотрим расстояние ρ(a,aλ)= (1−λ)ρ(c,a)" f

d (1+ε)d= f (1+ε).
Тогда ρ(c,aλ) = ρ(c,a)− ρ(a,aλ) ! d(1+ ε)− f (1+ ε) = (d − f )(1+ ε).
Поэтому ρ(c,aλ)

ρ(c,a) < d− f
d . Так как d ! dBA, тогда f

d " f
dBA

следовательно

1− f
d ! 1− f

dBA , то есть ρ(c,aλ)
ρ(b,a) ! d− f

d ! dBA− f
dBA . Из равенства aλ = λc+(1−λ)a

используя Лемму 3 следует, что ρ(a,c)! λρ(c,Ch2)+(1−λ)ρ(a,Ch2)= (1−λ)ρ(a,Ch2)! f = hdAB.
Поэтому точка aλ принадлежит Ch2 . Получили, что пересечение отрез-
ка [c,a] и множества ∂Vh1dAB(A) содержится в V(1−h1)dBA(B). Поэтому
d(c,Ch1) = d(c,Vh1dAB(A)), а значит d(B,Ch1) = d(Ch2 ,Vh1dAB(A)). Поэто-
му distα(Ch1,Ch2) = (h2−h1)distα(A,B). #.

[1] АСЕЕВ В. В., ТЕТЕНОВ А. В., МАКСИМОВА А. П. «Обобщенная метрика Пом-
пею в проблеме изометрии гиперпространств.»// Мат. Заметки, т. 78, № 2,
2005, стр. 163–170

[2] R. DUDA “On convex metric spaces III”// Fund. Math., 51(1962) pp. 23–33.

УДК 519.217

Асимптотические свойства
синхронизованного набора частиц на прямой

Л. А. Петров

Московский государственный университет

1. Описание модели. На прямой находится n" 2 частиц с заданным
начальным распределением (n фиксировано). В каждый момент времени
t = 0,1, . . . самая левая из частиц мгновенно перемещается на случайное
расстояние ξ(t) вправо (и после этого скачка на ξ(t) наступает момент
t+ 1). Считаем скачки (ξ(0),ξ(1), . . .) неотрицательными независимыми
одинаково распределенными случайными величинами, не зависящими от
начального расположения частиц. Исследуются свойства этой системы
частиц при t → ∞.

Данная постановка задачи возникла при анализе модели синхрониза-
ции времени, описанной в [3].
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T2. Основные результаты. Пусть частицы пронумерованы, обозна-

чим их координаты X1(t), . . . ,Xn(t). Упорядочим эти числа, получим по-
рядковые статистики X(1)(t) ! . . . ! X(n)(t). Положим Yj = X( j) − X(1),−→Y = (Y2, . . . ,Yn). Тогда случайные векторы {−→Y (t)}t=0,1,... образуют мар-
ковскую цепь, согласованную с естественной фильтрацией последова-
тельности (

−→Y (0),ξ(0),ξ(1), . . .).
Пусть величина ξ распределена так же, как ξ(0). Если ξ < ∞, то

существует предельная скорость движения для каждой из частиц, равная

( ξ)/n то есть для k= 1, . . . ,n Xk(t)/t −→ ( ξ)/n при t → ∞.
Также отдельно рассмотрены частные случаи, когда n= 2 или 3 и рас-

пределение ξ показательное. В этих предположениях доказано существо-
вание стационарного распределения цепи {−→Y (t)}t=0,1,..., найдено это рас-
пределение, и при n = 2 сделана оценка скорости сходимости к нему.
Выдвинута гипотеза о виде стационарного распределения в экспоненци-
альном случае при n= 4,5, . . ..

3. Марковское свойство. Для доказательства марковости векторов
{−→Y (t)}t=0,1,... выведем закон изменения

−→Y (t) при переходе от момента
времени t в момент t+1.

Положим S(k) = ∑ni=k X(i) и найдем ΔS(k)(t) = S(k)(t+ 1)− S(k)(t). Рас-
смотрим два случая. Если ξ(t) !Yk(t) = X(k)(t)−X(1)(t), то левая частица
не допрыгивает до k-й по порядку, и значение S(k) не изменяется. Если
же ξ(t) > Yk(t), то частицы меняют свой порядок, и значение S(k) увели-
чивается ровно настолько, насколько левая частица перепрыгнула k-ю, то
есть на ξ(t)−Yk(t). Окончательно имеем

ΔS(k)(t) = (ξ(t)−X(k)(t))I{ξ(t)>Yk(t)} = (ξ(t)−Yk(t))+ , (1)

где η+ =max{η,0}. Далее, так как X(k) = S(k)−S(k+1) (полагаем для удоб-
ства S(n+1) ≡ 0), то ΔX(k)(t) = (ξ(t)−Yk(t))+− (ξ(t)−Yk+1(t))+ для k < n,
и ΔYn(t)= (ξ(t)−Yn(t))+. Тогда легко видеть, что ΔX(1)(t)= ξ(t)−(ξ(t)−Y2(t))+ =min{ξ(t),Y2(t)}.

Отсюда получаем формулы изменения компонент вектора
−→Y (t):

ΔYk(t) = (ξ(t)−Yk(t))+− (ξ(t)−Yk+1(t))+− ξ(t)∧Y2(t),
k = 2, . . . ,n−1; (2)

ΔYn(t) = (ξ(t)−Yn(t))+ − ξ(t)∧Y2(t).

Из этих формул сразу следует
(марковское свойство) Последовательность векторов

{−→Y (t)}t=0,1,... образуют марковскую цепь с дискретным временем и про-
странством состояний Rn−1+ , согласованную с естественной фильтрацией
случайной последовательности (

−→Y (0),ξ(0),ξ(1), . . .).
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T4. Центр масс и диаметр системы. Опишем движение центра масс

Xc = (X1 + . . . +Xn)/n. Обозначим S(t) = ∑ni=1Xi(t). Тогда понятно, что
S(t+1)−S(t) = ξ(t). Запишем

S(t)
t

=
1
t
(S(t)−S(t−1)+ . . .+S(0)) =

1
t

t−1

∑
i=0

ξ(t)+
S(0)
t

. (3)

Так как ξ< ∞ и S(0)/t −→ 0 при t →∞ (потому что распределение S(0)
задано и не зависит от t), то по ЗБЧ S(t)/t −→ ξ, t → ∞. Значит, для

центра масс существует предельная скорость, то есть Xc(t)/t −→ ξ/n,
t → ∞.

Рассмотрим движение диаметра системы Yn ≡ D= X(n)−X(1).

ЕслиD(t)/t −→ 0, то существует предельная скорость
для каждой из частиц, равная ξ/n.

Доказательство. Фиксируем k от 1 до n. Если D(t)/t −→ 0, то для

любого j ≠ k выполнено (Xk(t)− Xj(t))/t −→ 0, t → ∞. Теперь сло-

жим эти n− 1 соотношений с (X1(t)+ . . . +Xn(t))/t −→ ξ, и получим

Xk(t)/t −→ ξ/n, t → ∞, что и требовалось.
5. Оценка с помощью максимумов. Докажем, что из существо-

вания ξ < ∞ следует сходимость D(t) к нулю. Введем максимумы
M(t) =max{ξ(0),ξ(1), . . . ,ξ(t−1)}.

Для t = 0,1, . . . выполнено D(t) ! max{D(0),M(t)}. Если

M(t)/t −→ 0, то D(t)/t −→ 0, t → ∞.
Доказательство. Запишем формулы преобразования (2):

D(t+1) = D(t)+ (ξ(t)−D(t))+− ξ(t)∧Y2(t).

Понятно, что всегда Y2(t) ! D(t). Рассмотрим два случая.
1) Если ξ(t) ! D(t), то D(t+1) = D(t)− ξ(t)∧Y2(t) ! D(t).
2) Если ξ(t) > D(t), то D(t+1) = ξ(t)−Y2(t) ! ξ(t).

Таким образом, D(t + 1) ! max{D(t),ξ(t)}, и первое утверждение лем-
мы следует отсюда по индукции. Так как D(0) — заданное распределе-

ние, не зависящее от t, то D(0)/t −→ 0, t → ∞. Значит, для стремления

D(t)/t −→ 0 достаточно, чтобы M(t)/t −→ 0 t → ∞.
6. Существование предельной скорости. Докажем импликацию

ξ<∞ ⇒ M(t)/t −→ 0, t → ∞. Понятно, что

M(t)/t −→ 0, t → ∞ ⇔ ∀ε> 0 (M(t) ! εt) → 1, t → ∞. (4)
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понадобится теорема:
[1, стр. 23] Пусть 0! τ!∞. Для последовательности {ut}

выполнение (M(t) ! ut) → e−τ равносильно tF(t) → τ, t → ∞.
Фиксируем ∀ε> 0, возьмем ut = εt и докажем tF(εt) → 0, t → ∞. Для

этого достаточно показать, что xF(x) → 0, x→ ∞, потому что тогда для
∀ε> 0 εtF(εt) → 0, t → ∞. Воспользуемся утверждением:

[2, стр. 266] Пусть ξ" 0, ξ< ∞. Тогда

ξ=
∫ ∞

0
(ξ> x)dx=

∫ ∞

0
F(x)dx. (5)

Возьмем x> 0. Запишем:
∫ x
0 F(y)dy= xF(x)+

∫ x
0 ydF(y) (проинтегри-

ровали по частям). При x→ ∞ оба интеграла стремятся к ξ, поэтому
xF(x) → 0.

Итак, доказана
Пусть ξ< ∞. Тогда существует предельная скорость ча-

стиц X1, . . . ,Xn, равная ξ/n, то есть Xk(t)/t −→ ξ/n, t → ∞.
7. Частные случаи. Пусть n = 2 и величина скачка ξ распределена

показательно с параметром λ, ξ= 1/λ. Ясно, что

Δ(X1(t)−X2(t)) = ξ(t)I{X1(t)<X2(t)}− ξ(t)I{X1(t)!X2(t)},

где Δ(X1(t) − X2(t)) = (X1(t + 1) − X2(t + 1)) − (X1(t) − X2(t)). Тогда
[Δ(X1(t)− X2(t)) |X1(t)− X2(t) = z] = (Iz<0− Iz!0) ξ. Значит, «в сред-

нем» величина (X1(t)−X2(t)) «стремится» вернуться в 0, и по критерию
Фостера [4] марковская цепь {X1(t)−X2(t)} эргодична, то есть суще-

ствует предельное распределение Z, такое что X1(t)−X2(t)
d−→ Z, t → ∞.

Можно показать, что распределение Z двустороннее экспоненциальное
с плотностью λ

2e
−λ|x|, x ∈ R.

Значит, D(t) = X(2)(t)−X(1)(t) = |X1(t)−X2(t)|
d−→ |Z|, и |Z| d

= ξ, то
есть стационарное распределение диаметра системы — показательное
с тем же параметром λ.

Пусть начальное расстояние между частицами постоянно и рав-
но D(0). Оказывается, что распределение величины |X1(t)−X2(t)| уже
становится показательным, если левая частица хоть один раз перепрыг-

нет правую. На этом строится оценка скорости сходимости D(t) d−→ |Z|,
t → ∞. Эта оценка такова: для ∀s" 0

∣∣∣ (D(t) > s)− e−λs
∣∣∣! 2 · λ

t(D(0))t

t!
.
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