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1.3 Inférence des graphes aléatoires géométriques . . ... ...

Cette theése présente une ensemble de contributions au probléme d’inférence
statistique en graphes aléatoires géométriques, ainsi qu’au probléme de concentra-
tion du spectre des matrices a noyau. Cette classe de matrices a des applications
dans I’ensemble des méthodes & noyaux en apprentissage statistique, ainsi que dans
la théorie des grands réseaux dans le régime dense. Elles seront un des objets cen-
traux d’étude dans I’ensemble de ce mémoire.

Le chapitre 2 s’intéresse au probléme de concentration des matrices a noyau,
plus spécifiquement la concentration relative de ses valeurs propres. Les chapitres
3 et 4 portent sur l'inférence de l'information latente dans le modéle de réseaux
géométrique, qui est I'un de plus utilisés parmi les modéles de graphes aléatoires
a espace latent. Dans le cas du chapitre 3 on se concentre en graphes représentés
par la sphére Fuclidienne et au chapitre 4 on se place dans le cas de la boule
Euclidienne. Méme si les deux modéles ont des similarités formelles, ils ont aussi
des différences intéressantes concernant la distribution des degrés des graphes qu’ils
générent. Chaque chapitre correspond & un article soumis ot en cours de soumission
pour publication. L’article associé au chapitre 2 est dans le deuxiéme tours de
révision et ’'article du chapitre 3 est publié¢ dans les proceedings de la conference
NeurIPS 2019, qui a eu lieu en décembre 2019 & Vancouver, Canada.

En grande partie, la recherche présentée ici est motivée par 'omniprésence des
réseaux au niveau de modélisation des systémes complexes et pour les questions
mathématiques qui émergent lorsqu’on essaie d’extraire de I'information sur eux, ou
de comprendre les algorithmes qui fonctionnent sur des réseaux massifs, comme les
réseaux de communication ou les réseaux sociaux. Nous allons étudier des questions
théoriques liées & ces problématiques.

On se concentrera sur un type particulier de réseaux dense: ceux qui sont
représentables par des noyaux qu’on appellera graphons. La représentation d’un
graphe, objet éminemment discret, par une fonction va nous permettre d’utiliser
des outils d’analyse fonctionnelle et harmonique, qui vont nous révéler I'information
essentielle sur le graphe, ou sur la classe a laquelle il appartient.
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Dans le chapitre 2, intitulé “Relative concentration of random kernel matrices”,
nous allons nous concentrer sur le modéle des matrices aléatoires & noyau, qui sont
centrales dans les méthodes & noyaux en apprentissage statistique et qui servent aussi
comme des outils pour I’étude des réseaux denses. Nous montrerons des bornes de
concentration pour le spectre de ces matrices, sous conditions de régularité liés a la
vitesse de convergence de ’expansion spectrale des noyaux respectifs. Notre méth-
ode permet d’obtenir des bornes plus fines pour la fluctuation des valeurs propres
individuels que celles dans la plupart de la littérature et dans un cadre plus général.
En particulier, on évite 'hypothése de positivité du noyaux, ce qui est fondamen-
tal pour I’étude des réseaux, ol les noyaux associés sont souvent non-positifs. Nous
montrerons que ce cadre-ci est bien adapté au cas des noyaux invariants par rotation
définis sur la sphére Euclidienne, qui sont reliés au modéle des graphes géométriques.
Le matériel ici présenté est basé sur [Araya 2020].

Le chapitre 3, qui a pour titre “Latent distances estimation for RRG on the
sphére", est consacré a I’étude du modeéle des graphes aléatoires géométriques sur
la sphére Euclidienne unitaire. Dans ce modéle, chaque noeud d’un graphe est aléa-
toirement place sur la sphére et un arc est formé entre deux noeuds avec une prob-
abilité qui dépend de la distance entre les noeuds (codifiée par son produit scalaire)
et un noyau de connexion. On s’intéresse au probléme d’estimation des distances
latentes entre les noeuds, a partir de la seule observation de la matrice d’adjacence
d’un graphe généré par le modéle des graphes géométriques. On propose un algo-
rithme pour la estimation de la matrice des distances, qui re¢ois comme des entrées
la matrice d’adjacence et la dimension de la sphére latente. On montre des garanties
théoriques pour l'erreur de estimation, de type Frobenius, en grande probabilité. On
assume de conditions sur le trou spectral d’un opérateur intégral associé au noyau de
connexion. La méthode proposée est fondée sur les propriétés de concentration du
spectre du noyaux invariants par rotation sur la sphére. Cet algorithme est utilisé
comme sous-routine pour la estimation de la dimension, lorsque elle est inconnue.
Nous renforcons 'analyse théorique par des expériences numériques et simulations.
Le matériel ici présenté est basé sur [Araya 2019].

Dans le chapitre 4, intitulé “Random geometric graphs on the Euclidean ball”,
nous allons étudier le modéle de graphes aléatoires géométriques avec la boule Eu-
clidienne unitaire comme espace sous-jacent. De fagon similaire au chapitre 3 nous
allons considérer de graphes représentables par des noyaux qui dépendent seulement
du produit scalaire. Le fait que les points dans la boule ont un degré de liberté de
plus par rapport a la sphére (ot la norme est fixé et égal & 1) donne au modéle sur
la boule plus de flexibilité au niveau de modélisation. En particulier, nous mon-
trerons que pour certaines noyaux de connexion la distribution de la séquence de
degrés, dans le graphe généré, est similaire & une loi de puissance, qui est suivant
mentionnée comme une des distributions prépondérantes dans la modélisation des
réseaux réels. D’autre part nous allons étudier deux problémes de estimation sur
ce modeéle: 'estimation de la norme des points latents et I'estimation des distances
latentes. Ceci étendre les idées développées dans le chapitre 3. Nous illustrons les
méthodes développées par des expériences numériques.
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1.0.1 Notation

On utilisera tout au long de cette thése les notations suivantes. Soient f et g deux
fonctions réelles. On dit que f(z) < g(x), si et seulement sl existe C' > 0 réel,
tel que f(z) < Cg(x). De facon similaire, on dit que f(z) S g(z), pour a € R
pour renforcer que C' peut dépendre de a. On utilisera la notation asymptotique
comme de maniére usuelle, ¢’est-a-dire, on dit que f(z) = O(g(x)) si et seulement
s’il existe N € R tel que f(x) < g(x), pour |z| > N. De maniére analogue, on
dit que f(z) = Oq(g(x)) s'il existe N € R tel que f(z) Sa g(x), pour |z| > N.

Tant pour une matrice que pour un opérateur compact dans un espace d’Hilbert on
notera || - [|op la norme d’opérateur, qui correspond a la plus grande valeur singuliére.

1.1 Graphes aléatoires et le modéle du graphon

Dans les chapitres 3 et 4 on étudiera problémes d’inférence sur des réseaux, qui I'on
supposera générés par des modeéles de graphes aléatoires & espace latent. Tous les
modéles qui seront étudiés sont représentables par des noyaux grace au formalisme
du graphon.

Les graphons (contraction de graph et functions) sont des noyaux symétriques
bornés qui jouent un role fondamental dans la définition du modéle W-random graph
et aussi dans la théorie de limites (lorsque sa taille tend vers l'infini) de graphes
denses. Le modéle W-random graph a été introduit par Diaconis and Freedman
[Diaconis 1981] dans les années 80, mais sa popularité a augmenté au cours de
la derniére décennie suite au développement de la théorie des limites des graphes,
avec les travaux fondateurs de Lovasz et collaborateurs [Lovasz 2006b, Lovasz 2006a,
Borgs 2008, Borgs 2012, Borgs 2010]. Comme nous allons le voir, cette théorie donne
un cadre assez général pour la modélisation de graphes aléatoires et permet d’utiliser
des outils puissants provenant de 'analyse fonctionnelle et harmonique pour en
déduire des propriétés combinatoires.

Etant donné un espace mesurable (€, ), un graphon en € est une fonction
W [0,1] x [0,1] — [0,1] symétrique et mesurable. Il est possible d’utiliser
[Lovasz 2012|[Chap.11], sans perte de généralité, I'espace = [0,1] et p la mesure
de Lebesgue, mais dans cette thése nous allons préférer la définition plus générale.

Pour obtenir un graphe simple a partir d'un graphon W en (€2, 1), nous opérons
de la fagon suivante. D’abord on considére I’échantillon des points, qui seront les
noeuds dans le graphe généré, {Xi}z‘e[n} en (2 selon la loi . Ensuite, on construit la
matrice suivante

@z’j = W(XZ', Xj)

qu’on appelle la matrice de probabilités. FEtant donné ©, on définit la matrice
d’adjacence A comme une matrice aléatoire symétrique avec des entrées A;; i.i.d
pour ¢ < j avec une loi Bernoulli qui satisfait

P(A;; =11X1 -+, X)) = W(X;, Xj)
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les entrées de la diagonale sont toutes zéros (restriction de graphe simple). Plusieurs
modéles classiques de graphes aléatoires peuvent étre exprimés, dans le cas dense,
par des graphons. Un des premiers modéles de graphes aléatoires a été introduit
par Erdos et Rényi (et porte ses noms) ot deux noeuds quelconques sont connectés
de fagon indépendante avec la méme probabilité de connexion p € [0,1]. Celui-ci
correspond au modéle W-random graph avec graphon constant égal a p. De la
méme fagon, on peut voir que le modéle stochastique par blocs (SBM) appartient
a la classe des modéles W-random graph en considérant une partition mesurable
de 2, qu'on appelle {€;}icx) (ici on a K communautés), et un graphon défini
par Wspm(z,y) = pij pour (z,y) € Q; x Qj, ot p;j € [0,1] est la probabilité de
connection entre membres de la communauté ¢ avec membres de la communauté j.
Le modéle de graphe aléatoire géométrique classique, introduit en |[Gilbert 1961],
ou les noeuds sont placés dans un espace métrique et il existe un arc entre deux
noeuds s’ils sont assez proches, est aussi représentable par un graphon. Prenons par
exemple ot 'espace ambiant est le cube Q = [0, 1]d avec la mesure uniforme et le
graphon défini par Wy (x,y) = 1,_y|<,. Dans ce cas, le modéle W-random graph
est équivalent au modéle de graphe aléatoire géométrique qui connecte les points
plus proches qu'un seuil 7 > 0.

A part son intérét dans le cadre de la modélisation, les graphons représentent
des limites de séquences des graphes denses. Le sens précis de cette convergence
est donné par la cut distance |Lovasz 2012|, qui est une distance dans l’espace
de graphons qui le rend un espace compact |Lovasz 2012|. Tout graphe fini a
une représentation par un graphon et la convergence d’une séquence des graphes
sera équivalente & la convergence des graphons dans le sens de la cut distance.
La convergence dans le sens de la cut distance est aussi reliée a la convergence
des homéomorphismes ou sous-motifs donnés par des graphes finis fixés. Nous
n’utiliserons pas, de fagon directe, la cut distance dans ce manuscrit. Il impor-
tant de mentionner la notion d’isomorphisme faible: deux graphons W; et Ws sont
faiblement isomorphes s’il existe deux transformations ¥ et 12 en Sq telles que
Wi (¢1(z), ¥1(y)) = Wa(ya(x),12(y)), oit Sq est 'ensemble des transformations qui
préservent la mesure p. Etre faiblement isomorphe est une relation d’équivalence
dans I'espace de graphons. Dans le contexte de problémes statiques sur des graphons,
cette propriété est lice & des problémes d’identifiabilité, car un graphon W quel-
conque définit le méme modéle W-random graph que WY, pour tout ¢ € Sq, ou
W¥(z,y) = W((x),%(y)). Fréquemment en problémes d’inférence on considére
une des classes d’équivalences définies para la notion d’isomorphisme faible.

En dépit de I'importance de la cut distance dans la théorie des graphes, la plu-
part des travaux dans le domaine des statistiques utilisent d’autres normes ('article
[Klopp 2017b] est une des exceptions) sur I'espace de graphons, plus classiques dans
le contexte d’analyse fonctionnelle comme les normes LP. Le fait que les normes LP
majorent la cut norm (utilisé pour définir la cut distance), permet d’en déduire des
propriétés intéressantes. Dans cette thése on s’occupera principalement des normes
du type L?. Dans la section suivante nous allons définir le spectre du graphon qui
sera central pour nos algorithmes d’inférence d’information latente.
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1.2 Concentration du spectre des matrices & noyau

Les matrices a noyau jouent un role fondamental dans une grande variété des méth-
odes en apprentissage statistique, comme 'analyse de composantes principales, la ré-
gression de créte et, surtout dans la derniére décennie, ’analyse des réseaux denses.
Souvent son spectre est utilisé dans des algorithmes d’apprentissage et, par con-
séquent, des bornes pour les valeurs propres sont nécessaires pour avoir des garanties
théoriques sur l'erreur de ces méthodes.

Une matrice de noyau de taille n x n a des entrées de la forme K(X;, X;) ou
K : Q2 x€Q — R est un noyau et {Xi}ie[n] C ) un ensemble de points. On supposera
que {Xi}ie[n] son tirés de fagon i.i.d avec une loi commun p et que K est une fonction
L?(p x pt) symétrique. On voit en particulier que la matrice de probabilités © de la
section précédente est une matrice a noyau.

On considérera plutot la normalisation suivante (7},);; := 2K (X;, X;). A chaque
noyau on associe un opérateur intégral défini par Tk : L%(n) — L?(p)

Ty f() = /Q K (2. 9) f(4)dn(y)

Etant donné que K est de carré intégrable, on sait que Tk est un opérateur
compact, par un résultat classique d’analyse fonctionnelle, et alors son spectre A(Tx)
est un ensemble énumérable qui a 0 comme seul point d’accumulation. On peut
identifier I’ensemble \(Tx) avec une séquence en RY qui & un limite égale a 0.
On considére l'indexation |A1(Tk)| > [Ao(Tk)|--- o les \;(Tk) sont les valeurs
propres de Tx. Le fait que K € L? implique que 'opérateur Ty est dans la classe
des opérateurs d’Hilbert-Schmidt, c’est-a-dire, on a ), )\12 < 00.

Pour deux séquences de carrés sommables a,b € R_N, on définit la distance 9
par

. ) 2
do(a,b) = TlrIEllfI zzzl (ai — bx(1))
ou II est 'ensemble des permutations sur N avec support fini. Pour tout n € N,
on identifiera une suite a € R™ avec son extension @ € RY obtenue en rajoutant
un nombre infini des zéros, ce qui permet de comparer le spectre des objets de
dimension finie (matrices) avec le spectre des opérateurs.
Koltchinskii et Giné [Koltchinskii 2000] ont montré que le spectre de (7},);; =
(1 —6;5)(T5)qj converge vers le spectre de Tk, dans le sens de la distance da(-, -).

Théoréme 1. [Koltchinskii 2000, Thm.3.1] Si [ K*(x,y)du(z)du(y) < oo alors
(L), M(Tw)) — 0
lorsque n — 00.

Celui-ci représente la loi de grands nombres pour le spectre des opérateurs de
carré intégrable. Dans |Koltchinskii 2000], les auteurs prouvent aussi un théoréme
central limite pour cette convergence.
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Le théoréme spectral pour des opérateurs compacts donne I’expansion suivante

pour le noyau
K(z,y) L Z Aigi(x)di(y)
i>1

ot ¢;(+) sont les fonctions propres de 'opérateur intégral (c’est-a-dire T p; = \ii),
qui forment une base Hilbertienne de L?(u). Dans le cadre d’estimation de la fonc-
tion graphon en [De Castro 2020], des inégalités de concentration ont été montrés
pour & (Tw, %@) ol W est un graphon. Dans ce travail, les auteurs se placent
dans le cas des espaces symétriques compacts et, parmi eux, la sphére euclidienne
S¥1 = {z € RY: ||z|| = 1} que l'on étudiera de plus prés pour le modéle de graphes
géométriques dans la section 2.7 et le chapitre 3. Comme exemples des résultats
obtenus en |De Castro 2020] dans le cas sphérique pour des graphons qui satisfassent
des conditions de régularité du type Sobolev! (reli¢ a la vitesse a laquelle les valeurs
propres convergeant vers 0), on compte le théoréme suivant.

Théoréme 2. [De Castro 2020] Soit W un graphon sur S% de la forme W (z,y) =
flx,y)), ou f appartient a un espace de Sobolev avec poids quv((—l, 1)) alors on
a pour n suffisamment grand

S
log n ) Sstd—1
n

B2(M(Tn), ATw)) Za €
avec probabilité plus grande que 1 — a.

Une borne sur la distance d2(-,-) implique de fagon immédiate des
inégalités pour des valeurs propres individuelles, tout simplement car

N(Tn) — N(Tw)| < 62(N(T), \i(Tw)). Pour des noyaux positives, iné-
galités de la forme |\;(T,) — N(Tw)| = O(ﬁ) ont été montres, en utilisant

des techniques des espaces d’Hilbert a noyau reproductif [Rosasco 2010]. Un
chemin différent est adopté en |Belkin 2018|, ou des techniques de théorie de
I’approximation sont utilisés pour montrer une inégalité pour le spectre des
matrices & noyaux radiaux positifs et suffisamment différentiables en R%.  Plus
précisément, ils considérent des noyaux de la forme K(z,y) = f(||lz —yl|), out f est
une fonction réelle, qui satisfait |j—tllf(t)\ < I'M" pour [ suffisamment grand. Ils
obtiennent

Théoréme 3. [Belkin 2018, Thm.2] Pour un noyau K positif suffisamment differ-
entiable on a pour tout 1 <1 <n

INi(Tw) — Xi(Tp)| < exp (—ci'/?)

Un avantage du théoréme 3 par rapport a [A\;(73,) — \i(Tw)| = (’)(ﬁ), c’est la
dépendance en ¢ a droite dans I'inégalité. Cela permettre d’obtenir des résultats plus

précis pour les valeurs propres plus petits, comme a été montré en [Braun 2006].

!La définition formelle sera donnée dans le chapitre 2.
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Une fagon générale d’obtenir des bornes, pour |[A\;(Tw) — A\i(T},)|, avec une
dépendance en i est d’utiliser des théorémes de perturbation relative pour matrices
[Ipsen 1998]. Ceci est un sujet bien connu dans le domaine de l’analyse numérique
dont une grande précision est nécessaire. Si A et B sont deux matrices, qu’on sup-
posera réelles et symétriques, 'idée est de changer la quantité [A;(A) — A\;(B)| pour
une des quantités suivantes

Ni(A) = N(B)[ [l —NB) - [Ai(A) — Ni(B))]
ML VINA(B)] (A (AP + [N(B)P)?

pour p > 1, lorsque A;(A) et \;(B) sont différents de zéro. Bien que les deux

derniers ont des bonnes propriétés (comme la symétrie par rapport a A et B),

on préférera la premiére, c’est-a-dire W. La raison est que dans notre

contexte B sera une matrice aléatoire, la matrice T}, pour étre plus précis, et A
sera une approximation (déterministe) de dimension finie de 'opérateur Tyy. Cela
permettre d’avoir seulement des termes déterministes a droite de I'inégalité. Le but
est d’obtenir inégalités du type

IN(Tn) = Xi(Tw)| < [Xa(Tw)In ™" (1.1)

avec grande probabilité, avec h € (0,1). On appelle les résultats de la forme (1.1),
inégalités de type Weyl.

Des inégalités du type (1.1) ont été montrés en [Braun 2006], ou ils sont aussi
appelés scaling bounds, car le terme |\;(Ty )| permet de “mettre & I'échelle” le coté
droit. Plus spécifiquement, ils montrent le théoréme suivant

Théoréme 4. [Braun 2006, Thm .4 et Sec. 6.1] Supposons que K est un noyau
semi-définie positive, continu et borné avec valeurs propres Ai, Ao, ---. Alors, pour
toute 1l < R <mnetac(0,1), on a avec probabilité plus grande que 1 — «

log R A
N (Th) — Ai| = O(\R, | if + Asp 4 28y (1.2)
R’I’L n

ou Asp =3 4o p M. En outre, si \; = O(i™°) avec § > 1 on a pour tout 1 <i<mn

AilTn) = Al < O(n™25) (13)
Si \i = O(e™%), alors | N(T},) — \i| = (’)a(n_% log?n).

Bien qu’étant une borne relative, I’équation (1.2) a des inconvénients. Pour un
i fixé, le terme a droite ne tends pas vers 0 lorsque n — oo (il le fait si R — o0),
ce qui est donné par la présence du terme de biais Axg. Cela est remédié pour le
cas \; = O(i7%) en (1.3). Aussi, dans (1.2) la présence du terme )\}_%1/2 la rend peu
pratique pour le cas quand Ap es petit. D’autre part, l'inégalité (1.3) implique que la
vitesse de convergence est plus lente que O(ﬁ), qu’on peut obtenir (au moins dans
le cas positive) par une méthode basée sur des espaces d’Hilbert & noyau reproductif

(RKHS) [Rosasco 2010, Blanchard 2007].
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Dans l'esprit d’obtenir une vitesse de convergence comparable au théoréme 3
et dans un cadre plus général, avec des conditions de décroissance pour les valeurs
propres analogues au théoréme 4, on a montré le théoréme suivant.

Théoréme 5. [Araya 2020] Soit W un noyau avec valeurs propres Ay, Ag,--- et
fonctions propres correspondant ¢1, po,- -+ ,. On suppose que i es tel que \; # 0 et
que || SO0, [Nild?]|oo < 00, alors il existe ng(i) € N tel que pour tout n > ng on a

Vi(R(i))
M) = Ail = Oa (g 22) (1.4)
0uV1(i) = | iy G2lloo et R(i) ;= min {R € Nz [N| > Y, g MV /R pa g A2}
En outre, on suppose que \; = O(i7%) et ||pilloo = O(i%). Alors, avec probabilité
plus grand que 1 — a on a, pour s > 1

[ 1 6—1 1
O, (it 16 ) p=3) 5 1<i<n o B
S (saly 1 . s Y
‘)\i(Tn) — >\i‘ = Oa i 6+1+5_1(6+2)n 2) ST mn 0 2s+1 S 2 S n2s

. _1 R T
O, (i 0ty 2) si nz3s<i<n

Si on suppose que A\i = O(e7%) et ||¢illoc = O(e*), alors pour s > 1

O e—§i+(s+%)login—%> si 1<i<ns
[Xi(Th) — Ail =

~ S 1 1
O, 6*5”81‘%%_5) si nzs <i<n

Pour la preuve du théoréme 5, on s’est inspiré des travaux [Koltchinskii 2000,
Braun 2006, De Castro 2020] et on a suivi la stratégie suivante: on introduit une
approximation Wpr de rang R du noyau W, et on considére la matrice & noyau
Tnr = Wg(Xi, X;) avec le méme échantillon X; qui définit 7,,. Ensuite, on
peut voir 7j, comme une perturbation de 7, r et en utilisant des résultats de
perturbation relative on arrive a montrer que |[A\;(73,) — A\i(Tn.r)| < [Aill|Allop et
INi(Tn,r) — Ail < |Aill|Bllop, ot A et B sont deux matrices aléatoires. La matrice
B es de la forme <I>R<I>£ — Idg ot ®r es une matrice de R X n avec colonne 1
égale a (¢1(X;), -+ ,0r(X;)). On obtient des bornes pour || B||o, en utilisant des
théorémes de concentration pour matrices, comme le théoréme de Bernstein ma-
triciel [Tropp 2012, Thm.6.1] (ou alternativement [Vershynin 2012a, Thm.5.1]). Le
terme ||A|op est plus difficile & borner et on utilise une majoration par la norme
de Frobenius, laquelle on borne par & l'aide des inégalités de concentration pour
U-statistiques [Gine 2000].

Pour résumer, nos principales contributions au corpus d’inégalités de concen-
tration du type relatif pour des matrices a noyau sont ’obtention des inégalités du
type Weyl avec des vitesses de convergences égales ou meilleures que celles déja
présentes dans la littérature, et dans un cadre moins restreint( sans la hypothése
contraignante que Ty est positif). De plus, on applique les résultats au cadre de
noyaux qui dépendent seulement du produit scalaire et on montre les liens avec les
graphes géométriques sur la sphére.
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1.3 Inférence des graphes aléatoires géométriques

L’inférence des graphes aléatoires est une famille de problémes liés a la récupération
d’information d’un modéle de graphes (paramétrique ou non-paramétrique) a par-
tir de données (ici, on supposera qu’on dispose d’une et seulement une observation
du graphe). Une sous-classe de problémes est liée a la détection de la présence de
sous-structure dans le graphe et a la décision de quel modeéle parmi deux (voire
plus) est plus vraisemblable compte tenues des données. Ces problémes sont for-
malisés, du point de vue statistique, comme des problémes de test d’hypothése
[Arias-Castro 2014, Arias-Castro 2015]. Un autre groupe de problémes d’inférence
concerne l'estimation d’'un modéle ou des sous-structures cachées. Un des exemples
les plus connus est le probléme de détection communauté, ot il existe une partition
cachée des noeuds qui détermine la connexion entre eux (typiquement la connexion
inter-communauté est plus forte que la connexion intra-communauté¢), comme dans
le modeéle SBM. L’objectif est de récupérer la partition cachée [Abbe 2017|.

Ici, nous abordons le probléme d’estimation d’information latente dans le cadre
de graphes aléatoires géométriques. Nous allons considérer des graphes générés
a partir d'un modéle W-random graph, avec graphon W(z,y) = f((z,y)), ou
f:]=1,1] — [0, 1] est appelée fonction de connection. Dans le chapitre 3, nous pren-
drons Q = S% ! et on supposera que I’échantillon {X;};<;<, suit une loi uniforme sur
la sphére, tandis que dans le chapitre 4 on considére Q = B? := {z ¢ R?: ||z| = 1}
et p appartiendra & une famille de mesures avec symétrie sphérique. Le modéle
ici décrit représente une généralisation du modéle géométrique classique, associé
au graphon Wy(z,y) = Lizy)>r- D’autres noms ont été considérés pour cette
généralisation dans la littérature, comme graphes géométriques non-paramétriques
[De Castro 2020] ou soft random geometric graph [Penrose 2016].

La question de détection de géométrie est abordée dans le cadre du test
d’hypothése dans |Bubeck 2016], ot les auteurs montrent que si d (la dimension
de la sphére) est négligeable devant n?, alors il est possible de distinguer le modéle
W, de 'hypothése nulle qui est le modeéle d’Erdos-Rényi. Plus précisément, ils mon-
trent qu’il est possible d’utiliser une quantité reliée au nombre de triangles comme
statistique pour décider le test. Dans le cas ol la dimension est grande par rapport
a n?, ils montrent que il est impossible de distinguer entre les deux modéles, car
la distance de variation totale entre les deux distributions converge vers 0. Ceci
constitue un exemple du phénomeéne de transition de phase. Plus de précisions sur
cette transition son données dans [Racz 2019].

Ici on étudie un probléme de récupération: a partir de I’observation de la matrice
d’adjacence, 1'objectif est de trouver les distances latentes (pour le cas sphérique il
suffit de trouver (X;, X;)). La récupération des distances latentes a des applications
dans le domaine de localisation des senseurs [Li 2009, Eren 2017] et la prédiction de
liens dans les réseaux sociaux [Sarkar 2010].

On suit une approche spectrale, qui a des similarités avec celui étudié dans
[Sussman 2014], dans le cadre des graphes RDPG (random dot product graphs).
D’autre part, les techniques qu’on utilise sont a la base de certaines méthodes
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d’apprentissage de variétés de faible dimension |Levin 2017].

Dans notre méthode I'idée est d’utiliser des éléments d’analyse harmonique sur
la sphére pour trouver une décomposition convenable de la fonction f. Dans ce
contexte, il est connu qu’il existe {¢; 1 }1>0.1<k<q, une base Hilbertienne? de L2(S%1)
telle que pour tout W de la forme W(z,y) = f((z,y)) on a Twop = Nk, ot
A1 € R. Chaque {¢; x} est un polynome sur la sphére de degré [ que 'on les appelle
les harmoniques de la sphére. L’opérateur projection de LQ(Sd_l) dans l'espace de
polynoémes de degré [ sur la sphére est un opérateur a noyau et son noyau a une
formule explicite en fonction des polynomes de Gegenbauer du degré correspondant.
Dans le cas de polynomes linéaires, cela implique la formule suivante

d
(,9) = 53 15(x)014(0) (15)
j=1

De facon équivalente, on a G* = ®®T ou ® est une matrice de taille n x d qui a
pour lignes (¢1,1(X5),- -+, ¢1,4(X;)) pour 1 <i < n.

On propose un algorithme, qu’on appelle HEiC(Harmonic EigenCluster) qui
recois comme entrée une matrice d’adjacence et la dimension de la sphére d, et sa
sortie est Q, un estimateur de G*. L’algorithme trouve un cluster de taille exactement
d valeurs propres proches entre eux et calcule G = ézgzl @,—@;TF, ou v1,--- ,0q sont
les vecteurs propres associes. On montre que sous une condition de trou spectral
pour le spectre de Ty, ’algorithme a de garanties pour I'erreur en norme Frobenius
avec grande probabilité. Le trou spectral est défini par

A* = Ilclyléfi P\k — )\1‘

Théoréme 6. Supposons que W(x,y) = f((z,y)) et f appartient & un espace
de Sobolev Z*([—1,1]) et qui satisfait la condition de trou spectrale A* > 0, alors
Ualgorithme HELC donne G qui satisfait

IG* = G|lr = O(A* In~z7aT)
avec grand probabilité.

On montre aussi, que l'algorithme HEiC peut étre utilisé comme sous-routine
dans un algorithme qu’estime la dimension de la sphére, lorsque elle n’est pas regue
comme entrée. Plus précisément, on définit un algorithme HEiC-dim qui regois
comme entrée la matrice d’adjacence et D un ensemble de candidats pour la di-
mension et assigne un score a chaque candidat basé sur 'application de HEiC (le
score correspond a la valeur empirique de A*). La sortie est le candidat avec le
plus grand score. On montre que si la condition de trou spectral est satisfaite, alors
I’algorithme HEiC-dim trouve la bonne dimension pourvu que la vraie dimension
est dans I’ensemble des candidats et que n est suffisamment grand. Comme la plu-
part des algorithmes spectraux, HEiC a une complexité en temps de ordre O(n?).

?La séquence {d;};>0 es strictement croissante et satisfait d; = d.
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D’autre part I'algorithme HEiC-dim a une complexité en temps O(n? x |D|), ot |D|
est la cardinalité de I’ensemble des candidats.

Dans le chapitre 4, on étudie le modéle de graphes géométriques dans la boule
Euclidienne, c’est-a-dire on considére I'espace = B¢ et un graphon de la forme
W(z,y) = f({x,y)). On considére une famille de mesures F = {F,},~1/5 avec
symétrie sphérique, ot chaque F), a la densité suivante (par rapport a la mesure de
Lebesgue)

dF,(z) = (1~ ||l=|*)"~"/?

Le choix de cette famille a deux raisons: la premiere est qu’elle est suffisamment
riche pour obtenir une grande variété de profils de degrés (distribution de la séquence
de degré) pour les graphes générés. La deuxiéme raison est technique, l’analyse
harmonique sur la boule donné des résultats analogues au cas sphérique pour la
famille F.

Une des contraintes dans le modéle sphérique est le fait que tous les noeuds
ont en moyenne le méme degré (on peut montrer aussi que pour chaque noeud la
distribution de son degré est trés concentré par rapport a sa moyenne). Le fait que
dans la boule il y a des points avec différente norme (et aussi qu’on a plus de controle
sur la distribution avec la famille F), permettent d’obtenir un profil des degrés avec
un support plus étendu. En particulier, on montre que pour certaines fonctions de
connexion et certaines mesures dans JF, il est possible d’obtenir distributions des
degrés similaires a une lois de puissance décalée. De nombreuses études empiriques
suggérent qu’une bonne partie des réseaux qui apparaissent dans la pratique ont des
lois de puissance pour ces degrés [Clauset 2009, Mitzenmacher 2003|, ce qui rendre
le modéle dans la boule attractif pour des applications.

On étudie des questions d’inférence dans ce modéle. En premier lieu, on prend
le cas Wy(z,y) = L(zyy>7 et on montre que il n’est pas possible d’estimer 7 et le
paramétre v de la mesure, en méme temps, avec la seule information de la matrice
d’ajacence. Ensuite, on montre que si on fixe la mesure et 7, il est possible d’estimer
les normes latentes, c¢’est-a-dire, pour chaque i on définit (;, un estimateur de || X5,
et on montre que ¢; — || X;|| au sens presque sure. On étudie aussi le cas de 7
inconnu.

Pour les distances latentes, on montre qu’il est possible d’étendre la méthode
développée pour le cas sphérique, étant donné les similarités entre les décompositions
spectrales dans le deux cas. En effet, dans la cas de la boule, il existe une base de
L?(B%), constituée de polynoémes qui sont des fonctions propres pour tout opérateur
intégral avec noyau de la forme W(z,y) = f({(z,y)). De maniére analogue au cas
sphérique, le noyau de I'opérateur projection de L? dans l’espace des polynomes de
degré 1 a une formule close similaire & eq.(1.5). On construit un estimateur basé
sur les vecteurs propres de la matrice d’adjacence, comme dans le cas sphérique.

En résume, notre principale contribution au probléme d’estimation des distances
latentes pour un graphe géométrique en S*1, est de proposer un algorithme efficient
avec des garanties théoriques pour ’erreur, sous une supposition de type trou spec-
tral. Utilisé comme sous-routine, 'algorithme permet de déterminer la dimension
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latente entre un ensemble de candidats.

Dans le cas de graphes géométriques en B? nos principales contributions sont:
montrer que le modéle est plus flexible en termes de distribution des degrés, en
comparaison au modéle en S, En particulier, on montre que pour certaines
fonctions de connexion, le modéle présente des distributions des dégrés similaire a
la loi de puissances. On construit des estimateurs pour les normes et les distances
latentes et on montre qu’ils convergent vers la vraie valeur (sous certaines conditions
de régularité).

Pour chaque algorithme et pour chaque estimateur, nous présentons une série
des simulations et des expériences numériques qui permettent de vérifier les résul-
tats empiriquement et qui suggérent, a 'occasion, des extensions possibles de nos
résultats.
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2.1 Introduction

This chapter is devoted to the study of the concentration properties for the spec-
trum of a class of random matrices, known as Kernel matrices. Such matrices play
an important role in the family of kernel methods, which are ubiquitous in ma-
chine learning, theory and applications alike [Hofmann 2008|. Important examples
of the applications of kernel matrices are dimensionality reduction (Kernel PCA,
for instance |Blanchard 2007]), sample covariance estimation [Koltchinskii 2017]
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and more recently in the analysis of dense networks [Klopp 2017a|, data privacy
|Kasiviswanathan 2015] and deep learning [Cao 2019].

It is well known [Koltchinskii 2000, Thm. 3.1| that each eigenvalue of such matri-
ces converge to the eigenvalue of an associated kernel integral operator. The methods
we present in this section, which are developed in detail in the paper [Araya 2020,
offers a finite sample approach that quantify the eigenvalue convergence. Apart from
the typical O(1/y/n) that comes from the use of concentration inequalities, the rates
we present here have a scaling term, which allow us to obtain rates that are better
than parametric and often exponential, which is a phenomenon that has already
been observed, with more restrictive hypothesis and using a different approach, in
[Belkin 2018].

The core of the work [Araya 2020| consists in two theorems, one dealing with
a more general situation and with milder hypothesis and other under regularity
hypothesis related with the decrease rate of the eigenvalues. Those hypothesis,
which are common in the kernel in the literature and satisfied for a large class of
kernel functions, will allow us to obtain more specialized results depending on the
eigenvalue behavior of different kernel families. We apply our results to the case
of dot product kernels defined on the Euclidean sphere S*1, which is a family of
rotation invariant kernels with the remarkable property that the associated integral
operator can be diagonalized in the basis of spherical harmonics. The eigenfunction
basis is fixed in this case (acting as a Fourier basis) and our results simplify, as
the regularity will depend only on the eigenvalue decay rate. We highlight the
connection of this type of kernels and the class of dense random geometric graphs,
via the graphon formalism developed in |Lovasz 2006b, Lovasz 2006a, Borgs 2008,
Borgs 2012, Borgs 2010]. This class of kernels has also been used recently in the
context of neural networks and deep learning [Cao 2019].

2.1.1 Kernels, matrices and integral operators

Through this section, we will consider a probability space (€2, ) and a kernel will
be a bivariate symmetric measurable function K :  x 2 — R. We will assume, here
and thereafter, that all the kernels are square integrable. Otherwise stated, they
belong to L?(22, i x p), where pu x 1 is product measure of p with itself. Given the
kernel K, we construct the integral operator Ty : L2(€2, p) x L?(2, 1) — R, defined
by

Ty f(z) = /Q F ) (2, y)du(y)

where z is in Q and f € L?(, u). As usual, the space L?(€, i) is endowed by the
product (f,g)r2 = [ f(2)g(x)du(zx), which make it a Hilbert space. Given that we
assume the square integrability of K, it is well known that Tk is in fact a compact
self adjoint Hilbert-Schmidt operator [Hirsch 1999, p.216], hence by the spectral
theorem for compact self adjoint operators (see Theorem 1 below) its spectrum is
a real discrete (countable) set whose only accumulation point is 0. In that sense, a
self adjoint compact operator can be regarded as an infinite dimensional analog of a
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(finite) symmetric matrix: both can be diagonalized and the spectrum is composed
by real eigenvalues only. We recall that an eigenvalue of an operator is defined in
an analogous manner to those of matrices, that is A € R is an eigenvalue of Tk if
and only if there exists ¢ € L?(£2, ) such that the following relation holds

Tk () = Ap(x)

for every z € 2. In this context, the function ¢ is known as an eigenfunction
associated to the eigenvalue A, which we will assume to be normalized by ||¢|l2 =
1, where || - ||2 is the norm induced by the inner product (-,-);2. In general one
eigenvalue might be associated to more than one eigenfunction, defining the linear
space E), which is the subspace of L?(Q, 1) that contains all the eigenfunctions
associated with A. The linear dimension of E) is known as the multiplicity of A.

We recall the spectral theorem for compact self adjoint operators in the Hilbert
space version, which will be used in the sequel

Theorem 1 (Spectral Theorem). Let T be a compact operator from a Hilbert space
H to itself. For every eigenvalue X, let Ey denote the eigenspace associated to \.
Then the following holds

o The set N(T) of the eigenvalues of T is an infinite countable and bounded
subset of R.

o [or all X # 0 we have dim(E)) < oo

o Forall \, N in A\(T) with A # X the spaces E and Ey/ are orthogonal, meaning
that (f,g)r2 =0 for f € E\ and g € Ey.

o We have the following decomposition, in the L*($), 1) sense

T= > AP

AENT)\{0}

where Py is the orthogonal projector onto Ey for A # 0.

The previous theorem is one of the many incarnations of a classic statement. Its
proof can be found, for example in [Hirsch 1999, Chap.6]. The following corollary
will also be useful

Corollary 2. The Hilbert space H has a countable Hilbert basis that consist of
eigenfunctions {¢r}ren of the operator T', where each ¢y, with k € N is associated
with an eigenvalue A\, # 0. In addition, the sequence of eigenvalues satisfy A, — 0
when k — oo and the following decomposition holds in the L? sense

Tf=> Melf, bk)r20%

keN



16 Chapter 2. Relative concentration of random Kernel Matrices

As K(z,-) is itself a L2(Q) function, the following expansion holds in the L?
sense

K=Y M\ti ® ¢ (2.1)

keN

where f ® g represents the tensor product between for f,g € L?, which is defined
as f®g(z,y) = f(z)g(y).

From Corollary 2 we deduce that the set of eigenvalues A(Tk) can be identify
with an element of ¢y: the space of real sequences converging to 0. We will use the
same notation A\(Tx) for the abstract set of eigenvalues and for the sequence in ¢
(which definition is in use should be clear from the context). We will consider that
in the sequence \(Tk) every eigenvalue appears as many times as its multiplicity,
unless the contrary is stated. This correspond to the notion of extended enumeration
defined in [Rosasco 2010, Sec. 2.5] (see [Kato 1995] for an earlier reference). Since
every nonnegative sequence converging to zero can be rearranged in decreasing order,
we will consider in the following the indexation for the eigenvalues { A\ }ren:

Aol > | > -0

Given the eigenfunction normalization we have the following

IEEDPPY:

keN

where || K| 2 is the norm in L?(Q2, u?). As we have assumed that ||K|[;2 < oo,
we see that the operator T is in fact a Hilbert-Schmidt operator. Also, its easy
to see that given that we assume that |\;| are ordered decreasingly, we have that
|\x| < C/Vk for some constant C' (which depends on K'). This will not be enough
for our purposes and additional assumptions will be required.

The kernel matrix, which can be thought as a finite dimensional version of the
integral operator T and is defined by sampling in the following manner: we start
with the set of random variables { X;}1<j<n} € €, which are independent and iden-
tically distributed with law p and we construct the matrix of pairwise evaluations

(Kn)ij = K(Xi, X;)

fori,j € [n]. By construction, the kernel matrix is symmetric, so its spectrum A(K,,)
lies in R%. The cardinality of A\(K},) is n, but in order to compare the spectrum of
K, with the spectrum of T we will use the embedding of finite set of real numbers
into the space cg, which is simply defined by completing a sequence of finite lenght
with zeros. We will use this identification in the sequel. Similar to the case of
ATk ), we will choose the indexation in the decreasing order in the absolute value
for A\(Kp,).

Our goal is to prove relative concentration inequalities for eigenvalues of K, with
respect to the eigenvalues Tx. Asymptotic results are well known since the work of

'"We can use here C=||K||.2, but this bound will not be used in the sequel.
2We use the notation A(+) for matrices analogously to the operator case
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Koltchniskii and Giné [Koltchinskii 2000|, where the authors prove the convergence
of A\(£K,) to A(Tk) in a lo-type norm, called d, norm. They also provide a CLT
[Koltchinskii 2000, Cor. 5.9] describing the asymptotic normality of the fluctuations
of )\(%Kn). Their proof includes the use of a truncation technique, common in
functional analysis, which we will also use later. Notice that in the asymptotic results
suggest that the correct normalization in this regime is %, which is a difference with
the high-dimensional regime (see |El Karoui 2010]). In the sequel, we concentrate
in the normalized version, defined by

For any L? kernel K, where the expansion (2.1) holds, we define its truncation
at level R, for any R € N as follows

R
Krp=>_ Mo @ bx

k=1

If for a given kernel K, there exists R € N such that K = Kg, that is K coincides
with its rank R decomposition, we will say that K is of finite rank (or, more specif-
ically, of rank R). Otherwise, we say that K has infinite rank. We can see Ky as a
finite rank approximation of K and the idea is to quantify this approximation under
regularity conditions on K. This idea will be formalized in Section 2.4. Before we
discuss the state of the art in kernel matrix concentration.

2.2 Kernel matrix concentration

The study of concentration inequalities in the context of matrix quantities deals
mostly with the concentration of the their eigenvalues. Most of the inequalities in
the literature deals with quantities of the form ||| Ao, — E||A||op| or [|[A — EA||op,
where in the second case the matrix expectation must be understood entrywise and
the operator norm corresponds to the largest singular value of a matrix or operator.

The results and techniques used to attack this problem vary drastically depend-
ing on the specific distributional assumptions (or lack thereof) for the entries of A.
For instance, in the case of matrices with independent entries the operator norm
concentration is well understood. Indeed in [Bandeira 2016| sharp inequalities are
provided for this case. Following |El Karoui 2010], the kernel matrices concentra-
tion literature can be divided in two regimes: the low and the high dimensional
cases. In the low dimensional case, the space {2 where the X;’s are defined is fixed
(it is not intrinsically “low dimensional”). The high dimensional case deals with the
case where Q changes. Most often, = R?% and, in the high dimensional case, the
most typical assumption is that d/n — 7, where v € (0,1) is fixed. In the latter
case, there are many remarkable asymptotic (the Marchenko-Pastur limit theorem
for the spectral density [Marchenko 1967], for instance) and non-asymptotic results.
We refer to the interested reader to [El Karoui 2010] for an exhaustive study of the
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concentration in the high dimensional case. From now on, we only deal with the
low dimensional case only.

We can further divide the matrix concentration inequalities in two groups: the
absolute concentration inequalities, on one hand, and the relative concentration
inequalities, on the other. This categories derive from the types of measures used
for quantifying matrix perturbations, which can either relative or absolute. This
distinction is most common in the fields of linear algebra and numerical analysis (see
[Ipsen 1998]), but they are becoming increasingly popular in statistics and machine
learning. In the case of individual eigenvalues the most typical absolute measure is
|Ai(A)—A;(B)| where A and B are two matrices (or operators). Some corresponding
relative measures, which are common in the literature, are

MA - NBL A MBI D) = M(B)]
ML VILA)(B)) (M(A)P + [\(B)[P) 7

for p > 1. We call a bound for any of this quantities of the Weyl-type, given the classic
Weyl perturbation theorem [Bathia 1997|[Cor.I11.2.6 |. Inequalities that involve the
sum of eigenvalues are often called of the Hoffman-Weilandt type (also because of
classic eigenvalue inequality with that name). On most occasions, the use relative
eigenvalue inequalities results in better accuracy compared to the corresponding
absolute inequalities.

Some of works that obtain absolute concentration inequalities in the context
of kernel matrices are [Shawe-Taylor 2005],|Blanchard 2007]|,|Kasiviswanathan 2015]
,|[De Castro 2020], [Amini 2020]. The relative approach has been considered in
[Braun 2006| and, most recently, in [Belkin 2018] where an approximation theoretic
method is directly employed (without using concentration). Even if the context
is slightly different, the literature on concentration of sample covariance matrices
(operators) is also relevant, since Gram type matrices are one of the prototypical
examples of kernel matrices. Some examples are the works in [Vershynin 2012a)
|[Koltchinskii 2017], [Lounici 2019], [Ostovskii 2019] and [Jirak 2019]. We explain
some of these works in more detail and establish comparisons, whenever possible, in
Section 2.5.

2.3 Relative concentration inequalities for the spectrum

In this section we present the main results, Theorems 3 and 4, of the article
[Araya 2020|, which deal mainly with concentration inequalities of the Weyl type.
We also present a Hoffman-Weilandt type inequality for the d2(-,-) as a corollary
(Cor. 5).

We present a set of inequalities, one for each eigenvalue, first in a more general
context, under only a summability hypothesis (see (H) below). We later specialize
those inequalities under regularity hypothesis of the Sobolev type, which translate
into convergence rates that put in evidence the increase in accuracy of this method-

ology.
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We introduce the hypothesis H which assures the summability of the spectral
expansion (2.1), that is
2
1D elilloo < 00 (H)

k>1

We have the following result under H. We define V; (i) = || Y24_; #7 0, which works
as variance proxy, in the sense of concentration inequalities [Boucheron 2013], in
what follows.

Theorem 3 (|Araya 2020]). Let W : Q x Q — [0, 1] be a kernel which eigensystem
satisfies H. Fix i € N and define
R(i)==min {ReN:|N|> > [\|V [RY N2}
k>R k>R

Then there exists ng € N such that for n > ng and for a € (0,1) we have

INi(Th) — Ni| < )\l.|\/V1(R(i))1;>g R(i)/a

with probability larger than 1 — «.

The ng that appears in Theorem 3 depends on i in general (we will made this
point more precise in the next section). One of the consequences of Theorem 3 is
that |A\;(T},)—\;| attains a parametric rate in terms of n, when i is fixed and n is large
enough, while maintaining the scaling term |);|. The latter will be fundamental to
obtain sharper inequalities under more precise eigenvalue decay rate assumptions.
Stated this way, this result is formally close to the CLT [Koltchinskii 2000, Cor.
5.8], which says that when the eigenvalues of K are simple (multiplicity one) then
the following convergence in law holds A\;(T},) — Xi(Tk )G (67)n~ /2, where G, is
the generalized Brownian bridge associated with p (a centered Gaussian process
indexed by L? functions whose covariance is same as defined by p). Notice that
Theorem 3 in this respect is close to this asymptotic result, except that the variance
term V(i) involves not only ¢?, but all the functions up to the term R(7). Our V; (i)
is similar to those appearing in the (absolute) bounds in positive kernel literature
[Shawe-Taylor 2005] and [Blanchard 2007|. In the aforementioned results, the vari-
ance term is the radius of smaller ball, in a Hilbert space, that contains the sampled
feature maps. Here is the radius of the smaller ball that contains the evaluation of
the eigenfunctions.

2.3.1 Regularity hypothesis

We now turn to three more specific regularity assumptions, all of which are sufficient
conditions for H. We will assume that |\;| = O(f(7)) and ||¢g||c = O(g(i)), where
f and g are either polynomial or exponential. More precisely, we call hypothesis Hy
when |\;| = i7° for some & > 0 and ||@;[lco = i* for s > 0. We will assume that
d > 2s + 1, which is sufficient to fulfill H. Similarly, we say that the eigensystem
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satisfy Hy if |\;| = e and ||¢s]loc = i°, with § > s. Finally, we call Hz the
following hypothesis |\;| = ™ and [|¢;|loc = €*, with § > 25. We will assume that
d,s € N, which do not seem to be strictly necessary, but makes easier to establish a
connection with the classic formulation of Sobolev regularity hypothesis. In Table
3.7.2 we summarize the assumptions we use in this section. The following theorem
gives specific rates for those assumptions.

Assumption
Al il oo
Hy | OG7°%) | O@F) | 6>25+1
Hy | O(e™) | O(@®) 0>s
Hy | O(e™) | O(e®) 0> 2s

Table 2.1: Hypotheses for the eigenvalue decay and the growth of the eigenvectors

Theorem 4. Let W be a kernel satisfying one of the hypothesis Hi, Ho or Hs. Then
with probability larger than 1 — « we have a bound of the form

IANi(T) — Nil S B(i,n)logl/a

where B(i,n) depends on the respective hypothesis and is given by the following table

Assumption B(i,n) i
;0 (s+g)  —1 1<i< nF mer
Hi(s > 1) | =0t 6+5)-3 || 5 55 < < p3s
=0+t =3 nas <i<n
Hi(s = 0) i~0tin—3 1<i<n
e 0it(s+3)logiy, —5 1<i<ns
Ha(s > 1) _Sitslogi,,—1 L <_~ <
e n 2 n2zs ST N
Hy(s = 0) g0tz logiy—3 1<i<n
Hs(s > 1) e(=0+8)ip—3 1<1<n

Both theorems are derived from the same set of results, but they are better
adapted for different situations. The purpose of Theorem 3 is to give a rate in terms
of the sample size for fixed index 7. In Theorem 4, we assume a fixed sample size and
allow i to vary with n. Observe that the obtained rates change depending on the
value of i (relative to n). This is known phenomena in concentration inequalities,
where often we have a mix between different tail regimes (frequently Gaussian and
Exponential). The fact that this occurs at i = O(n%) for Hy and Hs, when s > 0,

and at ¢ = (9(10%) for Hs is related to the transition between 4/ @ and @,

which appears frequently in concentration inequalities. This will be clear from the
explanation of our approach in Section 2.4. In Theorem 3 this is less important
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as the focus is when n is large, while i is fixed, and the term O(1/y/n) prevails.
Observe that Theorem 4 gives rates that are better than parametric under H; and
exponential in cases Ho and Hs. This in line with some recent results such as
[Belkin 2018, Thm.2|. A more detailed comparison with previous results in the
literature is postponed to Section 2.5. In the next section we explain the ideas
behind the proof of the main results.

We end this section with a corollary that shows that the previous results can be
used to control the deviation of more than one eigenvalue at the time. We prove
the following Hoffman-Weidlandt style bound for the da(-, -) metric

Corollary 5. For a kernel K satisfying Ho or Hs, then we have with probability
larger than 1 — «
1

I (MNTh), NTk)) = (’)a(%)
If K satisfy Hy with the additional assumption that § > 2s+ 2, the same conclusion
holds.

While this result might be deduced from the absolute bounds for positive op-
erators (by a simple decomposition in positive and negative parts?), presented for
example in [Rosasco 2010]. This method still offers advantages. For instance, it
allows for the consideration of portions of the spectrum other than the full spec-
trum or a single eigenvalue. This could be useful for algorithms using a group of
eigenvalues for discovering a low dimensional structure in the data, such as kernel
PCA, or for the algorithm (HEiC) for recover latent distances in graphs that will
be described in Chapter 3.

2.4 Three step method: approximation, perturbation
and concentration.

The purpose of this section is to explain the three step approach used in the proof
of Theorems 3 and 4, as developed in [Araya 2020|. Each step in this approach is
named after the family of techniques in display. In the approximation step we use
Kpg, a rank R approximation of K to find a convenient factorization for 7;,. This
gives a framework where 7, can be seen as a random perturbation of Tk. In the
perturbation step, we use deterministic matrix perturbation inequalities to quantify
the deviation between A\(Tk) and A(T},). At the end of this step we obtain a scaling
bound that depend on random error terms (which are written as the operator norm of
two random matrices that appear in the perturbation). Finally, in the concentration
step we use concentration inequalities for U-statistics to control the error terms. We
now describe each step in more detail.

Approximation step: The approximation step builds upon a truncation ap-
proach, which is also used for example in [Koltchinskii 2000], [De Castro 2020] and
[Braun 2006, where we fix R € N and decompose W into two terms:

3Note that some technical conditions are required for this to work. Under our hypothesis H
they are guaranteed.
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1 1
(Tn)ij = gWR(Xz'ij) + E(W — Wr) (X, Xj)

We call the first term of the right hand side, the R-truncated kernel matriz. Define
the residual matriz (the error from the approximation) as

(ER)ij : (W Wr)(Xi, Xj) = Y M Xi)or(X;)
k>R

where the second equality is justified by the assumption H, which implies the point-
wise equality. The R-truncated kernel matrix can be written as a multiplicative
perturbation of a diagonal matrix. More specifically, we have the following factor-
ization

1
HWR(X,-,X]-) = drARDL

where ®p is the n x R matrix with columns 1/v/n(¢r(X1), or(X2),- -+, dr(Xn))T
and Apg is a diagonal matrix with A, Ao, -+, Ag in the diagonal. Thus, the normal-
ized kernel matrix can be written as an additive perturbation of the R-truncated
matrix by the residual matrix

T, = drARdPL + ER (2.2)
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