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LIFTEZ LES SYLOWS!
_ UNE SUITE A
“SOUS-GROUPES PERIODIQUES D’'UN GROUPE STABLE”

BRUNO POIZAT! AND FRANK O WAGNER?

ABSTRACT. If G is an omega-stable group with a normal definable subgroup H,
then the Sylow-2-subgroups of G/H are the images of the Sylow-2-subgroups of G.

ZUSAMMENFASSUNG. Sei G eine omega-stabile Gruppe und H ein definierbarer
Normalteiler von G. Dann sind die Sylow-2-Untergruppen von G/H Bilder der
Sylow-2-Untergruppen von G.

Si H est un sous-groupe normal d’un groupe fini G, les p-sylows de G/H sont les
images des p-sylows de G ; c¢’est une conséquence directe de la conjugaison des sylows,
et du fait que 'ordre d’un sylow est la puissance maximale de p divisant 1'ordre du
groupe ambiant.

Nous généralisons ici cette propriété au cas ou H est définissable, p = 2, et GG est
oméga-stable, ou méme seulement stable et menu, ou bien est stable et périodique; ou
encore si H est toujours définissable, p premier quelconque, mais G stable et résoluble
par fini.

Ces hypotheses nous ont permis dans [J] de montrer que les sylows de G (comme
ceux de G/H!) sont localement finis et conjugués. Si nous renongons a la seconde
hypothese du Théoreme 14 (ii) de cet article, c’est que nous n’allons pas jusqu’a
prétendre que Z/27Z se releve en un 2-sylow de Z

Nous faisons paraitre cette note par remord de n’avoir pas fait cette remarque alors
(elle attire 'attention sur la difficulté de la démonstration du Théoreme 14(ii) !), et
aussi parce que ce résultat simple fait défaut dans un manuel sur le sujet comme [f].

Les cardinaux infinis manquant de valuation p-adique, nous procédons de maniere
fort différente en commencant par relever les p-groupes nilpotents. Nous montrons
tout d’abord que si G/H lui-méme est un p-groupe d’exposant fini, il se releve sur
n’importe quel sylow S de G.

En effet, nous savons qu’alors G/ H est nilpotent; soit H; le centre de G modulo H:
c’est également un groupe définissable. Nos hypotheses impliquent que tout élément
de G/H se releve en un p-élément de G: il suffit de voir que tout élément g de G est
congru modulo H a un élément d’ordre fini; ¢’est évident dans le cas périodique; dans
le cas menu, cela vient de ce que g est contenu dans un groupe abélien définissable
A, et que AN H se décompose en un groupe divisible et un groupe d’exposant fini [,
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Lemme 13]. Donc tout élément central dans G/H, se relevant dans un conjugué de
S, a bien un antécédent dans S lui-méme. Cela regle le cas ou G/H est commutatif;
pour le cas général, nous procédons par induction sur la classe de nilpotence de G/H,
si bien que nous savons que tout élément de G/ H; se releve dans S. Tout élément g
de G s’écrit donc comme produit d’un élément de S et d’un élément de H;, ce dernier
s’écrivant comme produit d’un élément de S et d’un élément de H; finalement, g est
bien congru modulo H a un élément de S.

I nous suffit maintenant de montrer que tout sylow ¥ de G/H s’exprime comme
réunion d’une suite croissante X1, ... ,%,,... de sous-groupes définissables d’exposant
fini; en effet, nous releverons d’abord ¥; sur un sylow S; de son image réciproque,
puis Y, sur un sylow Sy de son image réciproque contenant S, et ainsi de suite.

Changeant alors de notation, nous considérons un sylow S d’un groupe G satis-
faisant nos hypotheses. S est localement fini et nilpotent par fini; il est donc possible
de trouver un sous-groupe définissable nilpotent G; de G, normalisé par S, tel que
Iintersection S de S et de (G; soit d’indice fini dans S. Comme S normalise 'unique
sylow Sy de G1, il le contient, et en fait S; = Sy: S est cet unique sylow de Gj.
D’apres le Lemme 3 de [J], le quotient de S; par son centre est d’exposant fini p®.
On trouve alors un entier b, facilement calculable en fonction de p® et de la classe de
nilpotence de Sy, tel que pour tout n > b les éléments de S; d’ordre au plus p" for-
ment un groupe II,, (voir [[l, Lemma 1.2.20]; dans le cas menu, on le voit de fagon plus
directe en observant que le centre de Sy est engendré par un groupe d’exposant fini et
un groupe divisible, si bien que S; lui-méme est engendré par un groupe d’exposant
fini et un groupe central divisible.) II,, est définissable car c’est en fait 1’ensemble
des éléments d’ordre divisant p™ de ;. Notons I' un groupe, fini, engendré par un
systeme de représentants de S/S7; comme II,, est caractéristique dans Sy, il est nor-
malisé par I', et engendre avec ce dernier un groupe définissable ¥,,, puisque II,, est
d’indice fini dans ,,. S est bien 'union des X,,.

On observe que le résultat de [f] interdit aux %, d’étre tous normaux, et a fortiori
caractéristiques, dans S quand ce dernier n’est pas nilpotent.
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