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RESUME :

Pour un ensemble infini dénombrable donné constitué par 'union d’une in-
finité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints
A= [UieN* A,»]P(A) Vie N* A #0,Vi,j € N i #j,A;NA; =0, nous démontrons
qu’il est légitime de partitionner A en un nombre fini ou infini de sous-ensembles
qui sont eux-mémes constitués par un nombre fini ou infini de sous-ensembles de
A lorsque 'ordre d’indexation initiale des sous-ensembles de A préserve un ordre
strictement croissant dans chaque sous-ensemble.

ABSTRACT :

For a given infinite countable set constituted by the union of infinitely many
non-empty, finite or infinite countable, disjoint sub-sets A = [UieN* Ai]P(A) ,Vi €
N*, A; # 0,Vi,j € N*,i # j,A; N A; = (), we demonstrate that it is legitimate to
partition A in a finite or infinite number of sub-sets that are themselves constituted
by a finite or infinite number of sub-sets of A when the initial order of indexation of

the sub-sets of A maintains a strictly increasing order in each sub-set.
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Cette article fait suite a un précédent article par le présent auteur (N-A. Phan,
2022, [1]). Aussi les formalismes introduits dans le précédent article (N-A. Phan, 2022,
[1]) est également employé dans ce présent article.

Dans le précédent article (N-A. Phan, 2022, [1]) nous avons démontré qu’il est
légitime, pour un ensemble infini dénombrable donné A = (J, . {ai}, Vi € N*, a; # 0,
de partitionner A en un nombre fini ou infini de sous-ensembles infinis dénombrables
lorsque l'ordre d’indexation initiale des éléments de A préserve un ordre strictement
croissant dans chaque sous-ensemble.

Dans le présent article nous démontrons un théoreme similaire au théoreme
démontré dans le précédent article, mais qui est applicable aux ensembles infinis
dénombrables constitués par 'union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis
ou infinis dénombrables, et disjoints.

Lemme 1. — VYN € N* N > 2, en considérant un ensemble infini dénombrable

donné constitué par ['union de N sous-ensembles mnon-vides, finis ou infinis

dénombrables, et disjoints A — [vaz 1AZ}P(A) Vi € [1,N], A; # 0,Vi,j € [1,N],i #

73, AiNA; =0, il est légitime de partitionner A comme suit :

e (VRO EI(VEY

avec
S1# 0,8 # 0,5 NSy = 0,5 USs =Y, {i}:
dl € [17N[751 = U;‘llzl{slj}vvjvj/ S [lvdl]aj > j/751j751j/ S [17N]751j > Slj/§
dy € [1,N][, S, = Ujil{SQj},Vj,j’ € [1,da],j > j',82,, 52, € [1,N], 59, > 52,
di +ds = N.

N

U

i=1

A:

P(A)

Preuve

YN e N*, A= [Uf\;lAiL(A) i€ [L,N], A £ 0,Yi,j € [1N],i # 4, A4 N A; =0,
est donc un ensemble infini dénombrable constitué par I'union de N sous-ensembles
non-vides, finis ou infinis dénombrables, disjoints et indexés par les index i € [1, N]
ordonnés dans un ordre strictement croissant. A; C A est donc le '™ sous-ensemble
de I'ensemble A tel que cet ensemble A a été défini initialement.

Démontrons par récurrence le Lemme 1.

Pour N = 2 nous avons A = [A1 U Ao]p 4y, A1 # 0, Ay # 0. Il suffit de considérer
que soit S1 = {s1,},51, = 1,d1 = 1 et So = {s2,},52, = 2,d2 = 1 ou que soit
S1 = {s1,},51, = 2,d1 = 1 et So = {sa,},50, = 1,d2 = 1, avec d; + da = 2 pour
pouvoir déduire que le Lemme 1 est vrai pour N = 2.

Pour N € N*, N > 2, donné supposons que le Lemme 1 soit vrai pour V.

Adjoignons par union un (N +1)™¢ sous-ensemble non vide & 'ensemble A tel que
Vi € [1,N],A; N Axy1 = (. Par définition l'index de cet (N + 1)¥™¢ sous-ensemble
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est strictement supérieur & I'index du N**™¢ sous-ensemble c-a-d que (N + 1) > N.
Nous avons alors :

UAN11

e[ (2)o()

i€S i€Ss

P(A) P(AY)

Notons que par définition nous avons :

SRR ((ROR (R
PA\Wics, A) L NES i€s

V| U 4

1€S5 P(A) 152 P(A\U;es, 49
Par suite nous avons soit :
A = [AU AN+1]73(A’) = U A; | U U A;
iESlU{N+1} €S> i ’P(A’)
soit :
A'=[AUANlpan = | | AU U 4
li€S1 i€:0{N+1} ) | par)

En considérant que soit S| = S1 U{N +1},5] = {5’11,3'12,...,5’1_7_,...,5'1[1,1}, dy =
di+1,Vj €[l di],s1, = 81j78/1d/1 =N+1let S5 =288 ={sy,55,, ...,séj,...,sédé},
dy = da, Vj € [1,d3], 55, = s2; ou que soit 51 = 51,57 = {5/11’5/12""’5/17"""Slld/l}’

dy =dy, Vj € [1,di], 81, = s1; et Sy = So U{N +1},5) = {s3,,85,,...,85,,...,53, },
2

dy =dy+1,Vj € [L,do], 85, = szj,s’gdé = N +1 et sachant que dj +d5 = d1 +d2+1 =
N +1,d; > 0,dy > 0 et que S} # 0, 5% # (), nous obtenons :

N+1
A=A =|Jauvl 4
i=1 P(AY) i€s] i€Sh PA)
avec

Sy A 0,8, # 0,8 N8, =0,5 U8, =N i}
dy € [L,N+1[,80 = UL {s},},V5, 5 € [Ld), s1,, 87, € [N + 1,80, > s ;
dy € [LN +1[,85 = R, {55 },V5.5" € [Ldy), 52,85, € [LN+1], 8 > sh
di +dy=N+1.

Le Lemme 1 est donc vrai pour NV + 1. Conséquemment le Lemme 1 est établi.
o
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Remarquons qu’il suffit de poser Vi € [1,N], A; = {a;},a; # 0, c-a-d considérer
Vi € [1, N], A; comme un singleton contenant a; pour que le Lemme 1 ci-dessus nous
donne le méme résultat que le Lemme 1 de larticle précédent (N-A. Phan, 2022,
[1)-

Remarquons de plus que le Lemme 1 ci-dessus nécessite que Vi,j € [1, N],7 #
J,A; N A; = 0 tandis que Lemme 1 de larticle précédent (N-A. Phan, 2022, [1])
ne l'exigeait pas. Ce dernier point s’explique par le fait que par définition Vi,j €
[1,N],i # j,{a;} N {a;} = 0 en ce que par définition le i®M¢ élément de A n’est pas
le jieme élément de A. Dit autrement étant donné que dans la définition initiale de
I’ensemble fini dénombrable A = Uij\;{ai} le i*me élément de A est distinct du jieme
élément de A en ce que i # j, nous avons Vi, j € [1, N],i # j :

{ai} n{a;} =0 q; ¢ {a;} & ai ¢ {a;} & i # .

Lemme 2. — En considérant un ensemble infini dénombrable donné constitué par
l'union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et

disjoints A = [ hlieg Ai]P(A) Vi€ N* A £ 0,Vi,j e N* AN A; =0, il est légitime

de partitionner A comme suit :
IS 1€So

avec

card(S1) = 400, card(Sz) = +00,51 N Se =0, [S; U Salpwey = N*;
Sl = U;;OT{SL},VJ,]I € N*vj > j/asljaslj/ € N*a S1; > Slj/;
Sy = U, {52, 1, V5.5 €N*j > j' 50,80, EN* 55, > 55,

+oo
Ja

i=1

A:

P(A) P(A)

1™ Preuve

Soit un ensemble infini dénombrable A donné constitué par I'union d’une infi-
nité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints A =
[ oo Ai]m) Vi€ N* A #0,Vi,j € N*, A, N A; = 0.

Par définition originelle de N* & savoir que N* = {0+1,04+1+1,0+1+1+1, ..., +oo}

nous pouvons segmenter N* en une infinité d’intervalles finis de cardinal supérieur ou
égal a 2 :

+o00
N* = | Uk, Insa[, Ty = 1,Vk € N, I € N*,2 < card([I, I11[) < +oo
k=1

Par suite nous avons :

—+oo

-lU[ U a

P(A) k=1 \i€[Ix,Ix41] P(A)

+oo
Ja

i=1

A:
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avec
I =1,Vk e N*, I}, € N*, 2 < card([I, Ir4+1]) < +oo.

Vk € N* en notant Fjy l'ensemble fini dénombrable tel que Vn € [Iy, Ix11][,n €
Ey, card(Ey) = card([Iy, Ix+1]) = (Ix+1 — Ix), en considérant que Ej = UfiBI_Ik_l
{I; + i} et en appliquant le Lemme 1 & Fj, nous obtenons :

By =71, UZy,
avec
Zy, # 0, Zo, #0521, N Za,, = 0;

h, € [L Card(Ek)[v Zy, = U?:kl{zlkj }7Vj7 j' € [17 llk]’j > j' Pl Zlkj, €

[Ty Tea | 21, > 21,5
ly, € [1’ CCLTd(Ek)[, Loy = Ué‘zl{Zij },Vj, j'€ [17 le]aj > j, 2k, Zij, €

s T [s 20, > 22,

llk + lgk = card([[k, Ik+1[) = CCLT‘d(Ek);
Des lors en posant :

+oo +oo +oo
Si=Utst=Uza=U| U .}
j=1 k=1 k=1 \j€[1,l1,]
avec
S11 = R11,5 512 = Ry -5 Sy, = 211111 )

Vk e N ’Sl(z’f ") = Zlkllk ;
Vk e N* Vjel,l1, — 1, s1 =21,
(le*j)

<s
(llk—h—l) 1(Zlfl1k)*h

tels que définis ci-dessus nous avons bien Vj, j* € N*,j > j', s1; > s1,.

(S n) s Py, < P,

)

Vk € N* Vh € 0,11, —2[, 51 e,
I, —h

= Zlk = Zlk

(lecllk)*h’l

Dit autrement S; est ’ensemble des entiers naturels 214, keNjel,lh,],h, €
[1, card(E})|, indexés dans Iordre strictement croissant de leur valeur & I’infini avec
card(Sy) = :j; i, = +o0.

De méme en posant :

+oo

+o0 +oo
SZZU{SQJ}: Uz=U[ U {22, }

k=1 je[l,lzk]
avec
821 = 221,592, = F21,5 000582, = Z21l21 )

Vk e N ,Sg(zlf l2k) = Z2kl2k X
VkeN*,VjG [].,lgk —1[,82 :ZQIC( )
lo, —J
Vk € N*,Vh € 0,15, — 2|, <
b 2 (agr) < )

29 < z9 )
(2, )= Pk, T TR

= Z = Z N
(Sim)ns 7 Hig-n)’
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tels que définis ci-dessus nous avons bien Vj, j* € N*, j > j', 52, > 5o,

Dit autrement S, est I'ensemble des entiers naturels 2245 ke N*je[l,l] s, €
[1, card(Ey)[, indexés dans 'ordre strictement croissant de leur valeur & l'infini avec
card(Ss) = 32125 Iy, = +o0.

Il vient que :

oo too +o0 +o0
N* = U{z} = U (Z1k UZy,) = [(U Z1k> U <U Z2k>
i=1 P Pt}

k=1

P(N*)

[U ol m]
()

i€S, i€Ss
avec
card(S1) = +00, card(Sz) = +00, 51 N S2 = 0, [S1 U So]p -y = N
Sy = Uj_j{slj},Vj,j’ €N*j >4’ 51,51, €N 51, > 81,5
Sy = U;_:OT{SQj},Vj,jI €N*j>j' s2,,82, EN*, 55, > 59,

Comme par définition Vi € N*t € S; & A; C [U Ai] il vient

’iESl P(A\Uigsz Ai)’
que :

(Ua)e(ya)

avec
card(S1) = +o00, card(S2) = +00, 51 N G2 = 0, [S1 U Sa]p -y = N
Sl = ;:Cxl){slj}vvj»jl € N*vj > j/ﬂsljaslj/ € N*,Slj > Slj/;
SZ = U;ﬁ{SQj},Vj,jl € N*vj > j/382_7'332j/ € N*,SQJ- > S2j"

A:

+oo
Usl -

i=1

P(A) P(A)

Conséquemment le Lemme 2 est établi.
* ok ok

En résumé nous pouvons dire qu’en segmentant N* en une infinité d’intervalles
finis et en partitionnant chacun des-dits intervalles en deux sous-ensembles finis, nous
avons démontré qu’il est légitime de partitionner N* en deux sous-ensembles infinis
dénombrables dans lesquels les entiers naturels ¢ € N* sont préservés dans un ordre
strictement croissant. De cette 1égitimité de partitionner N* nous pouvons déduire que

A= [ jzof Az} o) Vie N*, A; #0,Vi,j € N*, A;NA; = 0, peut également étre par-
titionné en deux sous-ensembles constitués par 'union d’une infinité de sous-ensembles

non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints pour lesquels les indexes ¢ € N*
des sous-ensembles A;, sont préservés dans un ordre strictement croissant.

2teme. Preuve
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A= [ oo AZ}P(A) Vie N* A, #0,Vi,j € N*,A; N Aj = 0 est donc un ensemble

i=1
infini dénombrable constitué par 'union d’une infinité de sous-ensembles non-vides,
finis ou infinis dénombrables, disjoints et indexés par les index i € N* ordonnés dans
un ordre strictement croissant. A; C A est donc le *™€ sous-ensemble de 1’ensemble
A tel que cet ensemble A a été défini initialement.

En procédant dans l'ordre strictement croissant d’indexation initiale des sous-
ensembles A;,7 € N*, nous pouvons affecter arbitrairement & I’infini chaque ¢
soit uniquement dans S soit uniquement dans S; tout en indexant ’ordre d’af-
fectation de i dans S; ou dans S5 ; de sorte que si i est le 7™ élément de S; par
notre affectation arbitraire alors s1, =i ousiiestle kieme glément de S par

notre affectation arbitraire alors sg, = .

Des lors il suffit que AM; € N* tel que Vi > M;,i € S; et que IM, € N* tel que
Vi > Ms,i € Sz pour que card(S1) = +0o et que card(Sz) = +o0.

Comme nous pouvons affecter arbitrairement a 'infini en parcourant ’ordre stric-
tement croissant d’indexation initiale des sous-ensembles non-vides, finis ou infinis
dénombrables, et disjoints A;,7 € N*, chaque i soit uniquement dans Sy soit unique-
ment dans Sz, nous pouvons donc arbitrairement décider que AM, et M, ce
qui a pour conséquence que card(S;) = +oo et card(Sy) = +o0.

De plus le fait que nous affectons arbitrairement a l'infini en parcourant ’ordre
strictement croissant d’indexation initiale des sous-ensembles non-vides, finis ou in-
finis dénombrables, et disjoints A;,7 € N*, chaque ¢ soit uniquement dans S; soit
uniquement dans S3, tout en indexant I'ordre d’affectation de i dans S; ou dans
S2, nous assure nécessairement que : S; NSy = 0, [S; USQ]P(N*) = N* ainsi
que Vj € N* sy, > s1;, et Vj € N* 55, , > sp, étant donné que par définition
Vie N i1 4+1>q.

+oo 4.
=1 ?

Il vient que nous pouvons effectivement partitionner A tel que A = [ ] "
P

[(Uiesl AU (UZ.GS2 Ai)}P(A) avec card(Sy1) = +oo,card(Sy) = +00,51 N Sy =
0,[S1 U SQ]P(N*) = N* 6, = U;j{slj},Vj,j' € N, j > j' s1;,81, € N',s1; >
S1,,352 = U;_:f{szj}, Vi, g €N G > s, 80, €N 59, > 59,
Conséquemment le Lemme 2 est établi.
* % %

Remarquons qu'il suffit de poser Vi € N* A, = {a;},a; # 0, c-a-d considérer
Vi € N* A; comme un singleton contenant a; pour que le Lemme 2 ci-dessus nous
donne le méme résultat que le Lemme 2 de l'article précédent (N-A. Phan, 2022,

[1]).

Remarquons de plus que le Lemme 2 ci-dessus nécessite que Vi,j € N* i #
J, A; N A; = 0 tandis que Lemme 2 de Particle précédent (N-A. Phan, 2022, [1]) ne
Iexigeait pas. Ce dernier point s’explique par le fait que par définition Vi, j € N* i £
j,{ai} N {a;} = 0 en ce que par définition le i®™° élément de A n’est pas le jieme
élément de A. Dit autrement étant donné que dans la définition initiale de I’ensemble
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infini dénombrable A = (J:7{a;} le i®™° lément de A est distinct du j*™° élément
de A en ce que i # j, nous avons Vi,j € N*,i # j :
{ai} n{a;} =0 & a; ¢ {a;} & ai ¢ {a;} i # .

Lemme 3. — VT € N* T > 2, en considérant un ensemble infini dénombrable
donné constitué par l'union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis

dénombrables, et disjoints A = [ ;Of AZ}P(A) Vie N* A #£0,Vi,j e N, A,NAj =

0, il est légitime de partitionner A comme suit :

+oo T
i=1 P(A) k=1 \i€Sk ’P(A)
avec
, _ T — N*-
Vk, K € [1,T], S, NSk =0, {Uk:l Sk}P(N*) =N

Vk € [1,T), Sk = Ujj;{skj},w,j' €N, j > ' sk, 50, € N*, 55, > sp,-

Preuve

Démontrons par récurrence le Lemme 3.

Pour T' = 2 le Lemme 2 stipule que le Lemme 3 est vrai.

Pour T € N*,T > 2, donné supposons que le Lemme 3 soit vrai pour 7.
Il s’ensuit que pour un ensemble infini dénombrable donné constitué par I'union
d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints
A= [ o Az}P(A) il est légitime de partitionner A tel que A = [ oo Ai] =

T T

L1 (Uses, 4)] - avee ik € [LT], 860 Sk = 0, UL, S = N%

{ka1 (Uzesk l) P(A) [ ], Sk k Uk71 k PN
vk € [17T]7Sk = Ujﬁ{skj}avjvj/ € N*7] > jl7 Skj73kj/ € N*7sk:j > sk:jw

Comme pour VX € [1,T] donné card(Sx) = +oo, en posant Eg, = [UiESx

A; en appliquant le Lemme 2 & Sx, nous obtenons :
JP(A\[ T (Uies, 4)] 0 PR X
[UiESX Al} P(Esy) = [UiEle AU UiESx2 Al} P(Esy)
avec
Sx, NSx, =0,[Sx, USXZ]P(SX) = Sx;
+ .o . - .
SX1 = j:(;{Sle}vvjvj/ eN J > j/; SleaSle, S SXaSle > 8X1j,;
SXz = j:cxf{SX%}?v]vj/ eN J > J/’ SX?]"SX2J'/ € SX’SX%' > Sij, ’
En substituant [UieSX Ai]P(EsX) par [Uiesxl A; U UieSX2 A; ) nous obte-

nons :

A= LTJ (UAl) U

k=1;k#£X \i€Sy P(A\Es. )
X
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U 4v J 4 =

1€Sx, i€Sx, P(ESX) P(A)

T
U (UAZ)UUAZ-UUAZ-
k=1:k#X \i€Sy €8x, €5 | pay

Le Lemme 3 est donc vrai pour T + 1. Conséquemment le Lemme 3 est établi.
* ok ok

Remarquons qu’il suffit de poser Vi € N* A; = {a;},a; # 0, c-a-d considérer
Vi € N*) A; comme un singleton contenant a; pour que le Lemme 3 ci-dessus nous
donne le méme résultat que le Lemme 3 de larticle précédent (N-A. Phan, 2022,

[1])-

Théoréme 1. — En considérant un ensemble infini dénombrable donné constitué
par lunion d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables,

et disjoints A = [ Py Az}m),\ﬁ € N A; £ 0,Vij € N ANA =0,VT €

N* U {400}, il est légitime de partitionner A comme suit :

+oo T
=1 P(A) k=1 \i€S, P(A)
avec
/ * — r = N*;
Yk, k' € N*, S, NSy = 0, |:Uk:1 SkL,(N*) =N%

Vk € N*, 5) = Ujﬁf{skj}yvj,j' €N 7> ' sk, 86, €N, s > i,

Preuve

Le Lemme 3 signifie que le Théoréme 1 est vrai VI' € N*,

Démontrons par ’absurde le cas ou T' = +o0.

Supposons que le Théoreme 1 soit faux pour 7" = +oo. Il s’ensuit qu’il existe
un maximum M € N* pour lequel il est impossible de partitionner un ensemble
infini dénombrable donné constitué par I'union d’une infinité de sous-ensembles non-
vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints A = [U:;Of Al} o) en (M +1) sous-
ensembles qui respectent les propriétés stipulées par le Théoréme 1.

Le fait qu’il soit impossible de partitionner un ensemble infini dénombrable donné
constitué par l'union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis

dénombrables, et disjoints A = [ ;of AZ} o en (M + 1) sous-ensembles qui res-
P

pectent les propriétés stipulées par le Théoréme 1, est en contradiction avec le

Lemme 3. Conséquemment le Théoréme 1 est vrai dans le cas ou T = +00 et le

Théoréme 1 est établi.
%k %
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Remarquons qu’il suffit de poser Vi € N* A; = {a;},a; # 0, c-a-d considérer
Vi € N*, A; comme un singleton contenant a; pour que le Théoréme 1 ci-dessus
nous donne le méme résultat que le Théoréme 1 de I'article précédent (N-A. Phan,
2022, [1]).

Corollaire 1. — Soient A, B deux ensembles infinis dénombrables constitués par
lunion d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et
disjoints, VT € N* U {+o0} et Vk € N*,S;, un sous-ensemble infini dénombrable

tel que A = { +oo LD(A) = [UZ:1 (Uies, Ai)]P(A) et tel que B = J/7 B, =

i=1 43
T o
[Uk:l (Uiesk Bi):|7)(B)7 il vient que :

(4

k=1 \i€Sk

A=B&

o[y

P(A) |Jc_1 1E€Sk

P(B)

Dit autrement :

A = B si seulement si [Uzzl (UiESk A,-)] Ule (UieSk Bi)]

P(A) - [ P(B)

Preuve
Comme par définition A = [UZZI (Uz’esk Al)]

le Corollaire 1 est immédiatement établi.

et B = |Uisy (Uses, B1)]

P(A) P(B)

Corollaire 2. — Soient A un ensemble infini dénombrable constitués par ['union
d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis dénombrables et disjoints, tel que

A= [ o Ai] -~ Vi € [1,400[, card(A;) < 400, il vient que :

A=

“+oo
U4
i=1

+oo
- U A,
PA) =1
Dit autrement :

si A est un ensemble infini dénombrable constitués par l'union d’une infinité de
sous-ensembles non-vides, finis dénombrables et disjoints, tel que

A= [ o Al} " ,Vi € [1,400[, card(A;) < 400, alors il n'est pas nécessaire de
P
préciser que Uj:f A; est une partition de A.

Preuve

Comme Vi € N*, card(A;) < 400, nous pouvons donc indexer arbitrairement
chacun des éléments de A; de sorte que :

Vie N, A; ={ai,, aiy, .. Qi ... aq,, } 1 € N card(4;) = 1;.
Dés lors en posant : Vj € [1,01],a1;, = aj et Vi € N*,i > 1,Vj € [1,[;],a;;, =
04(22111 lk)-i-j’ nous avons :

A1 = {all,alz,...,alj,...,alll} = {041,042,...,O(j,...,Oéll},CCl’l“d(Al) = ll;
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et Vi e N* i >1:
A = {ail,ah,...,aij,...,al-li} =
{a(zi;ll )10 (S 1) 2 Qi 1) g (i) lk)+lt}’ card(A;) =1;.
En posant A1 = {aq,00,...,0;,...,q;, } et Vi € N*i > 1, A, = {a(zz;lllk)ﬂ,
Qi i) g2r e (S 1)y - (i) lk)+li}’ il vient que :

A:

+oo
U4
i=1

={a1,,a1,,..-,01;,...,0a1, yU{ag,,az,,...,az;,...,az, }U...
P(A)

+oo
Ulaiy, iy v v ey @iy ey YU = Uai
i=1

—+oo +oo
i=1 =1

Conséquemment le Corollaire 2 est établi.

* ok ok ok ok

1'er exemple :

En posant Vn € N, A, 11 = {n},N = U:;Of A; et en appliquant le Théoréme 1,
nous pouvons obtenir :

+oo
A=N-= U A = U AU U A;
i=1 1€{2k+1:keN} 1€{2k+2:kEN} P(A)

U2kt u [J {2k + 13

keN keN

eC<U{2k}U U{2k+1}>
P(A) keN

keN

En posant Vk € N, {4]41} = B3k+1,{4k + 2} = B3k+2,{2k + 1} = DBsjy3, soit

B = UkEN{4k74k + 2,2]€ + 1} = UkeN (ng+1 U ng+2 U B3k+3) = UiEN* Bz et en
appliquant le Théoréme 1, nous pouvons obtenir :

B= U B; = U {4k, 4k + 2,2k + 1} = U (Bskt1 U Bapy2 U Bagys) =
ien keN

keN

U B;|u U B :lU{zk}u {2k +1}
i€Upen{3k+1,3k+2} i€{3k:keN} P(B) keN keN

P(B)
€C<U{2k}u U{2k+1}>

keN keN
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Les lecteurs attentionnés noterons que A et B sont les deux contre-exemples que
nous avons exposés dans un précédent article pour démontrer que ’axiome d’exten-
sionnalité est faux (N-A. Phan, 2021, [2]).

Insistons sur le fait que ce n’est pas la partition qui est erronée dans ’emploi de ’ex-
pression ", cn12k} UUeni2k +1}7 mais c’est I'emploi de I'expression | J, {2k} U
Uren12k+1}" comme signifiant qui est ambigu en ce qu’elle peut désigner une infinité
d’ensembles infinis dénombrables qui s’ils étaient menés a étre partitionnés pourraient
s’écrire par I'expression " J, cn{2k} U Upeni2k + 1}7. Cette ambiguité n’est pas une
erreur en soi lorsque la partition est légitime (en effet il suffit d’ajouter le forma-
lisme ”[.. ] p4)” pour lever cette ambiguité) mais le devient effectivement lorsque

'axiome d’extensionnalité est appliqué & cette expression | J, oy {2k UUpen{26+1}
pour établir que A = B (cf. N-A. Phan, 2022, [2]).

En considérant ’ensemble [(Uie{2k+1~keN} AZ-) U (Ui€{2k+2'k€N} A,)} " il suffit
‘ : P
de réordonner dans l’ordre initial strictement croissant des indexes pour réobtenir

A= 4 = [(Uie{2k+1:k€N} Ai) U (Ui€{2k+2:k€N} Al)]

En considérant ’ensemble [(UiEUkeN{3k+1,3k+2} Bi) U (Ui6{3k:kEN} Bi)]P(B)
il suffit de réordonner dans l’ordre initial strictement croissant des indexes pour

p . +
réobtenir B = {J Y B; = [(UieUkeN{3k+1,3k+2} Bi) U (Uie{Bk:keN} Bz)]

Par ailleurs, dans ce présent exemple ot A =N = U;OIO Aj et B = peni4k, 4k +
2,2k + 1} = Upen (B3k+1 U Bagyo U Bagy3) = Uen- Bi, il est possible de démontrer
que B = J;cp Ait1-

P(A)

P(B)

* % %
2iéme exvemple :
Posons Vi € N7A3i+1 = {32 + 1}7A3i+2 = {32 + 2}7A31+3 = {32 + 3} et A =
U;Dg Aszii1. En appliquant le Théoréme 1 il vient que :
+oo
A= Ui:O Azipr = [(Uie{3k+1:keN}u{3k+2:keN} Ai) U (Uie{3k+3:keN} A,)}

* %k %

P(A)

3eme exemple :

Posons Vn € N, A1 = {n}, A = U;cn- Ai et Vi € N*, P, = {p} : k € N*},p; €
P,Vi,j € N*,i > j,p; > p; ou P est 'ensemble des nombres premiers. En appliquant
le Théoréme 1 il vient que :

A=Usare 4= [(Uerrite ) 42) WUk P, =

[(UiE(N*\UkEN* Pk) Ai) Y Ule(N*\UkeN* P’C) L Ule(UkeN* P’f) PZ} P(A)
¥k %

4'°™me exemple :
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Soit Qu = [Usen Qi}P(Qu) tel que Vi € N,Q; = [w; UE]P(Q;,)’ Vi,j € Nyi #
J,iNQ; = 0 et ol w; et w; sont des ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables,
et disjoints.

En considérant A = Qu, Vi € N, Ag; 11 = w; et Ag;19 = Wy, nous avons :

A=Qy = U Q = U (Agiy1 U Agiyo) = U Ay =
i€EN P(Qu) i€N P(A) 1EN* P(A)
U (A2i41 U Asiso) = [U (ws UWZ)] = [U (ws UM)]
€N P(Qu) €N P(A) €N P(Qu)

Deés lors en appliquant le Théoréme 1 nous obtenons :

A:

U 4

ieN*

= U 4]vu U a4 =

P(A) i€{2k+1:kEN} 1€{2k+2:kEN} P(A)

()9,

Notons que l'ensemble Qpy = [, ey Qi]P(QU) = [(Usenwi) U (Usen U")]P(Qu) a
été exposé dans un précédent article par le présent auteur (cf. N-A. Phan, 2021, [3]).

Insistons sur le fait que ce n’est pas la partition qui est erronée dans I’emploi de
Pexpression ”| J; oy wiUlJ;cn @i mais c’est 'emploi de I'expression " J; .y wiUlU;en @77
comme signifiant qui est ambigu en ce qu’elle peut désigner une infinité d’ensembles
infinis dénombrables qui s’ils étaient menés a étre partitionnés pourraient s’écrire
par I'expression " J;cywi U U;en @i Cette ambiguité n’est pas une erreur en soi
lorsque la partition est légitime (en effet il suffit d’ajouter le formalisme ”[.. ']P(Qu)”
pour lever cette ambiguité). C’est pourquoi il est recommandé d’employer 1’expression
[(UieN wi) U (UiEN @)]P(Qu) pour rappeler et signifier que c’est Qy qui a été parti-
tionné en deux sous-ensembles constitués par 'union d’une infinité de sous-ensembles
non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints.

* ok ok ok ok

Dans la mesure ou il a été démontré que I'axiome d’extensionnalité était faux
(N-A. Phan, 2021, [2])), l'indexation des sous-ensembles non-vides, finis ou infinis
dénombrables, et disjoints d’un ensemble infini dénombrable donné, est donc cruciale
en ce qu’elle nous permet de nous assurer de la 1égitimité d’une partition possible de
ce dernier ensemble infini dénombrable.

En effet c’est seulement parce que nous sommes assurés de partitionner avec
légitimité N* en segmentant et en partitionnant une infinité d’intervalles finis de N*,
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que nous pouvons étre assurés de la légitimité de la partition que nous faisons par

I'intermédiaire du Theoreme 1, d’un ensemble infini dénombrable donné constitué
b)

par I'union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables,

et disjoints A = [U;en- Ai]P(A) Vi e N* A #£0,Vi,j e N* i #j, AN A; =0.
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