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A - RAPPELS MATHEMATIQUES



Le point O est ['origine des axes :
Ox: ['axe des abscisses,
Oy. ['axe des ordonnées.

Généralement, on associe pour le point O les coordonnées

(0,0).

Soit la fonction : @ M(x,y) —> d(x,y) = Jx2 + y?.

La fonction d représente la distance du point M a [’origine le
point O.

d est une fonction de 2 variables.



Exemples:
-y = k = constante =y ’= 0,

- y:kX+m :)y,: k)

- y= XZ:)y =2X.

y(a)



Tableau des dérivées

Type de Fonction y(x) Fonction dérivée y’(x)

Différentielle d’une fonction y = y(X):
dy =y’(x).dx = y’dx

Exemple: y(x)= ax+b = dy = y’.dx = a.dx = dy = adx



Rappels de la Trigonomeétrie Plane

Définitions des fonctions circulaires ou trigonometriques

&
A4

On définit les fonctions circulaires comme suit :

Ecrivons dans le triangle OAM, le theoreme de Pythagore, on obtient :

OM? = OA? + AM? OA?/OM? + AM?/OM? = 1

C’est la relation fondamentale de la trigonometrie plane.



Propriétes des fonctions circulaires

Les fonctions circulaires sont des fonctions périodiques, on a :

P\
W



Et:
SIN(z/2-6) = COSH
COS(z/2-6) =SINg
1g(z12-6) = cotge

SIN(z-60) =SINg
COS(r -6) = -C0SH
tg(z-0) = -tgo

3.Formules Usuelles

On a les formules suivantes
cos(a+b) = cosa.cosb — sina.sinb
cos(a-b) = cosa.cosb + sina.sinb
sin(a+b) = sina.cosb + sinb.cosa
sin(a-b) = sina.cosh — sinb.cosa

tg(a'l'b) — tga + tgb tg(a'b) — tga - tgb

1-tga.tgb 1+ tga.tgb



Dérivées des fonctions circulaires
|es fonctions circulaires sont des fonctions indéfiniment dérivables dans leurs
domaines de définition. On alors :

Pour x au voisinage de 0 ( x< 3°) on a les developpements limites
suivants :



Primitives des fonctions circulaires



|_es Espaces Euclidiens

Deéfinition : Un espace vectoriel réel est un ensemble d’éléments

appelés vecteurs, ayant les propriétés suivantes .

SI X4, X,,...X,, sont des vecteurs de 1’espace vectoriel V et si
Uy, Mo, .., 1, SONt des nombres reels, alors la combinaison linéaire:

Hi-Xp + HoXot. ..+ X, est definie et ¢’est un €lément de V.

A partir de la definition, on a les propriétes suivantes :
VX, y eV etVvy, i, €R
KX +Yy)= X + 1y
(HytH o). X = My X+ [ ,.X

(H1H 2).X= My (M 2-X)= (K 1.X)
1.x=X
X+0=0+X=X



- La droite réelle R est un espace vectoriel:
R={a/ R}

a
-R3 = {x = (b)] avec a, b et ¢ €R sont les composantes du

C
vecteur x.

Les Bases d'un espace vectoriel de dimension finie

Définition : Un ensemble (e) de l'espace vectoriel V est une base de V i :
a) - les vecteurs (¢ ) sont indépendants < Z le. =0 4, =0 Vi

1

b) - tout vecteur x s'exprime d'une maniere unique en fonction de €,
V xeV, 3 A uniques/x=) e,
i

1) (0) 0)

Exemple:dansR?j e=10]; e,=1];e,=0

N Y
(€1,€2,€3) est une base dite base canonique de R-




Produit scalaire de 2 vecteurs

Produit vectoriel de 2 vecteurs

Soient x = (a,3,0) et x' = (a',3',0"), alors le produit vectoriel des vecteurs x et X' est le vecteur
y noté x AX telque y soit orthogonal au plan engendré par X et x' et que ( x,x',y) forme un
repere direct.

On écrit :

o a' o'
y=|f A~ | = [oa'-ad’
0 o' afp' - Pa'
les composantes du vecteur y.

On a aussi ly|| =||x|]||x"||].s1n(x,x")

De plus, on a les propriétés suivantes :
X Ay = -y AX
XAX=0




B - Eléments de I’Astronomie de Position

Objectifs de I’Astronomie

Pour le geodeésien, I'astronomie est un moyen de deéetermination de
certaines inconnues du point stationné a partir d’'observations sur les
astres ou les étoiles.

Les observations astronomiques effectuées dans ce cadre déterminent
la verticale physique du point de [l'observation, celle-ci étant
materialisée par I'axe de rotation de l'instrument.

Si on assimile la verticale a la normale a la surface modele de
reference, on peut alors localiser ces points. On parlera alors
d'astronomie de position.

En géodésie tridimensionnelle, I'astronomie donne la direction de la
tangente a la ligne de force du champ de pesanteur au point consideére.



Cependant, la géodésie ne peut se détacher de I'astronomie. En effet,
Il a toujours fallu, pour placer les points sur la sphere ou l'ellipsoide de
reference ou dans un triedre trirectangulaire, fixer les axes des
coordonnées.

Alors un des axes privilegiés est I'axe de rotation de la Terre. Ce
dernier n'‘est pas matérialisé sur la surface topographique, mais Il
apparait que dans l'observation du mouvement de la Terre ou dans
'observation des étoiles. Donc, le geodésien est nécessairement
astronome.

Alors, les observations astronomiques permettent en géodesie de
determiner :

- les 2 inconnues fixant la direction de la verticale physique du lieu
(¢,1),

- l'orientation d’'une direction (I'azimut),

- les coordonnees absolues d’'un premier point d'un réeseau ou point
fondamental.



Notions d’astronomie de position

Définition: La sphere celeste est une sphere de rayon infiniment grand
sur laguelle sont projetées les perspectives des étoiles.

On appelle constellation la figure formée par les étoiles.

PP’: axe du monde.

P: pole nord,
P’: pdle sud.

EE’: Plan de I’équateur

Sphere Céleste



Definition: La verticale d'un lieu est la direction
donneée par un fil a plomb, Z c’est le zénith, N cC’est le
nadir. L’horizon est le grand cercle dont le plan est
perpendiculaire a ZN.

Deéfinition: Le plan méridien d’un lieu
est le plan defini par la verticale et
I’axe du monde. Le méridien d’un lieu
c’est un grand cercle intersection du
plan méridien et de la sphere céleste, le
meéridien est local.




Définition: Le plan vertical est un plan contenant la verticale ZN.

Définition: On appelle vertical d’'un astre le plan vertical passant par
I'astre.

Définition: Le méridien est le vertical passant par le pole ; il
rencontre I'horizon en un point n : c’est le Nord geographique, le
point opposé au Nord c’est le Sud.

Dans la direction perpendiculaire, on a I'Est et I'Ouest. L'Est se
trouve a droite de la ligne Sud-Nord.




Définition . L'azimut astronomique d’un astre est I'angle
formé par le vertical du I'astre et le plan méridien. Il est
compté a partir du Nord dans le sens retrograde (en

grades).

Az =Angle (nOa)

Z: la distance zenithale
comptée a partir de la verticale
ascendente.

0<Z<m

h: hauteur de I’astre comptée
a partir de I’horizon.

-90° <h <90°




Definitions des Coordonnées
Geographiques

Soit M un point de la surface de la
Terre qu’on suppose spherique.

- La latitude geographique ¢ est
I’angle de la verticale avec le plan de
I’équateur (en degrés ou en grades),
positivement vers le pole Nord,
négativement vers le pole Sud.

Ménidien de
Greenwich

- La longitude geographique A est
I’angle formé par le méridien du
lieu avec le méridien origine.

- Le meridien origine est le meridien
passant par [D’observatoire de
Greenwich. A  est comptée
positivement vers 1I’Est en grades,
degres ou en heures.



Tableau des Unités

e Systeme Centésimal

1 grade = 1/64 rd

1 cg =1/6400 rd

1dcmg =1 "= 1/640000 rd

Le Systeme
Sexagesimal

1° =1/57rd

1 minute =1’ = 1°/60

1 seconde =17 =
1°/60=1°/3600

Le Systeme
Horaire

1 heure = 15°

Il mn=1h/60=15"

I s=1mn/60=15"




Trigonomeétrie Spherique (TS)

La trigonométrie sphérique etablit les relations liant les
grandeurs caracteristiques d'un triangle spherigue.

A

b

Les cotes du triangle spherigue sont des arcs de cercle. Les
angles et cotes du triangle sont des grandeurs mesurables
par des angles. Un triangle est défini a partir de 3 eléments.

On démontre la relation fondamentale de la TS:

cosa= cosh.cosc+sinb.sInc.cosA



Une autre formule est la formule des sinus:

sSinA  sinB  sinC

sina  Sinb SINC

Dans le plan, la formule est : sinA/a=sinB/b=sinC/c

Application : 1. Calculer la distance courbe AB entre 2
villes considérant que la Terre est une sphere de rayon

R=6378 km. On a le triangle APB:

P = A\, PA = n/2-¢, PB =
n/2-¢’, Arc AB=s.

cos(s)=cos(m/2-¢).cos(r/2-¢')+
sin(mt/2-¢).sin(mt/2-¢@")COSAL=
COS(S)=

SINESING’+COS(PCOS(’ COS AA
AB=R.s km




2. SI AB est le trajet que prend un avion de A vers B,
I’angle A est I’azimut Az de la direction du trajet au départ
du point A.

Utilisant la formule des sinus, on obtient Az par la formule:

SinAz SinAA -
= — SinAz = cosg.
Y sin (s)

sin (% — %) - sin (s)

dans le 1°" terme de la formule ci-dessus a corriger ¢/2
par ¢.



C - GEOMETRIE DE LA SPHERE

Géometrie du cercle: le cercle est lieu des points M du
plan tels que: la distance OM = une constante (1)

\Y

Consideérons un repere orthonorme (O,1,)). (1,]) une base

orthonormée, soit i.j =0 et |[i||=]]j||=1.
. [’équation (1) devient:
M(X,y) X2_|_y2 = RZ2 (2)
\ 9 L’équation (2) est I’équation cartésienne du

0 X cercle de centre O et de rayon R.




Ecrivons le vecteur OM dans
Moy e systeme (O, 1,)):
{0 OM=x.1+y.]=R.cosOi+R.sin0j

x = Rcos6

- fy = Rsinf

Les equations ci-dessus representent les
equations parametrigues du cercle de
centre O et de rayon R.



Geomeétrie de la sphere

La sphere est lieu des points M de 1’espace tridimensionnel tel
que: la distance OM = une constante =R ®)

Soit un repere orthonormé (O, X,Y,2):

Dans (O,X,Y,2), I’équation (3) devient: X2+Y?+Z2=R? (4)
L’équation (4) est I’équation cartesienne de la sphere.

Si on localise M par deux angles (¢,A), on obtient:
COSQCOS

OM =Y = RcospsinA  (5)

Donc les equations (5) sont les

! equations parametriques de la
4 = Rsing sphére.




Calcul de 1’élément de longueur sur la sphere: du point M(¢, A )
vers M’(p+dep,A+d A ,), quelle est la valeur de la longueur de
MM’? On considére dM=(dX,dY,dZ)= dM?=dX?+dY>?+dZ2

dX = -Rsing.cosA.de - Rcosg.sind.dA

dY = -Rsing.sin A. dgp + Rcose.cos 4 .dA

dZ = Rcosp.de
Apres calculs, on obtient ds2=dM2:

ds?= R?d¢? +R2c0s¢?d A2 (6)
ds est I’¢lément infinitésimal de longueur sur la sphére.

On écrit (6) comme suit:

ds?= R2cos?p(d ¢?/cos?p +d A2 )
On appelle latitude croissante :
L=Logtg(#/4+p/2).
Montrer que dL/de =1/cos¢ .
(6) devient:

ds?= R?cos?p(dL? +d A2 ) =(L,A)
sont des coordonnées symétriques.



D - GEOMETRIE DE L’ELLIPSE ET
DE L’ELLIPSOIDE

Definitionl: L’ellipse est le lieu des points dont la somme des
distances a deux points fixes ou foyers F et F’, est constante :

MF +MF’ = constante = 2a
ou a est dit le demi-grand axe de I’ellipse.

Definition2: Une ellipse est la transformee par affinité d’un cercle
dans le rapport b/a ou b est le demi-petit axe.



Deéfinition2: Une ellipse est la transformée par affinité d’un
cercle dans le rapport b/a ou b est le demi-petit axe.

\ : c’est la latitude paramétrique ou réduite.



D’ou les coordonnées paramétriques de M :

x = OH = acosy
M= {y = HM = EHM"r = gasingb = bsiny

Eliminant 1’angle y de (7), on obtient I’équation cartésienne
de Dellipse:
X?[az + y?3[h?2 =1 ©)



Calcul du rayon de courbure de Iellipse
|- Soit un cercle de centre O et de rayon R:

B La longueur de ’arc AB vauts = R.6
S et la derivee ds/dé=R.

On dit que R est le rayon de courbure
et 1/R est la courbure et O le centre de
courbure.

I1- Soit une ellipse définie

par (a,b):

e2 = (a2-b?)/a2, e est la 1°€
excentricite,

e’2 = e2/(1-€2), e est 2¢me
excentricite,

o =(a-b)/a I’aplatissement.




ds

Or:x =acosy et y= bsiny
La pente de |la tangente a I'ellipse au point M est donnée par:

dy  bcosypdy  bcosy b
dx —asinydy  asiny  atgy

La pente de la normale a lI’ellipse au point M est donnée par:

dx asinpdy a a

tgp = —— = — ¢ _ = _&
99 = =30y = beoswaw b 9Y = 9P =3 -tay




Partant de : ds?=dx?+dy?=(a2sin?y~+b2cos?y)d y2
et de la formule : tgp=a/b.tgyw on arrive a la formule du
rayon de courbure po() (a retenir):

B (1 — e?sin?p)/1 — e?sin?@

Si1 e=0, I’ellipse devient un cercle, on trouve p=a le rayon du cercle.

Calculons maintenant le deuxieme rayon de courbure? Soit I’ellipse
ci-dessous, 1’abscisse du point M est x=M’M=IMcosp. JM?

Or M=(acos y,bsiny). Les
coordonneées du point J sont
obtenues par 1’intersection
de la droite JM et I’axe x=0.

Soit: y- yy=tge (X- X\, )=
Y;= Ym - 9@ Xy =
IMZ= X2y + (Y- Y )*=




x2 QZCOSz
coOS~¢ coS~¢

a’ 1 B a’ 1
cos?o 1 +1g2y  cos?¢ 1 + (1 —e?)rg2p

a? a?

cos?p + (1 — e?)sin?p 1 — e?sin?p

JM? = —

JM = N(p) = ¢ la grande normale

V1 — e2sin?p

Ecrivons les coordonnées parametriques du point M :

acosg
V1 — eZsin2p

y=bsin¢=b\/1—coszw=b\/l ! b\/ 182 X:NCOS(D

T 1+ 82y 1 + 182y

x =JM.cosp = N.cosp =

1+ (1 —e?)rg2ep

b 1 — e2)g? :
tgy = —1gp = V(1 —eMigp =y = b\/ e y =N(1-e?)sing

V1 —e?sing  a(l — e?)sing
1 = eZsine V1 — e2sin?p

y=b = N(1 — &*®)sineg




Application : On considere la premiere équation de 1’ellipse:
MF+MF’=2a et on donne F(c,0) et F’(-c,0) les 2 foyers. Etablir
I’équation cartésienne de 1’ellipse et calculer b en fonction de C.

Définition 2: Un ellipsoide de révolution de parametres a et b (a>b) est
obtenu par la rotation de I’ellipse autour du demi-petit axe.

\

J
‘IIVL




Les coordonnees géodesigues

Les coordonnées géographiques definies sur 1’cllipsoide de
révolution sont:

- la longitude A: angle du plan meridien du point C avec le
plan méridien origine, dans notre cas, le plan origine est le
plan XOZ,

- la latitude geodesique o: angle de la direction de la normale
au point C avec le plan equatorial;

- I’altitude ellipsoidigue he: si le point est sur 1’ellipsoide:
- he =0

Expression des coordonnes tridimensionnelles: Dans le plan

ROZ, avec r et k les vecteurs unitaires des axes OR et OZ, on
peut ecrire: OC = a.cosyr+b.sinyk , r = 1.cosA+j.sini. D ou:
OC = a.cosycosAl +a.cosysinAj+b.sinyk.




On remplace y en fonction de la latitude geodesique o,
on obtient les coordonnées paramétrigues d’un point sur
I’ellipsoide dans le repere orthonormé (O,1,J,k):

Y = NcospsinAd
Z = N(1 — &*)sing i K

X = NcospcosA
C =

Application: Montrer que:
ds?=dX?+dY2+dZ?= p?dp?+N2cos?pd A2.

Si le point se trouve a une altitude ellipsoidique he, alors
les coordonnees parameétriques sont:

= (N + he)cospcos

X
Y = (N + he)cosysind
Z = (N(1 - €%) + he)siny



Passages de (p,A,h) <= (X,Y,Z)

1.Passage de (p,A,h)= (X,Y,Z) est facile. On applique
les formules en respectant les unités.

2.Passage de (X,Y,Z) = (@, 4,h) est delicat.

Cas: sphere de rayon R, les formules donnent:

X=Rcose cosA
Y=Rcosgpsin A =tg A =Y/X, d’ou 4.
Z=Rsingp = sing =Z/R , d’ou ¢.

Application: On donne (X=5456361.82 m,
Y=864202.81 m et Z=3189500.00 m).Trouver (¢@,A,h).
X=(R+h)cose cosA

Y=(R+h)cosesin A

Z=(R+h)sing



Cas d’un ellipsoide E(a,e) : On donne les formules
Suilvantes:

X =(N +H)cospcosA
Y =(N+H)cosesinA
Z=(N(1-e?)+H)sing

Y
tol=—=> A = Arctg(—
g X g(x)

On calcule:

Comme:




Z+e?Nsing .

Ce qui donne: tggﬂ _

¢ se calcule par itérations comme suit:

Z +e2N(p)sinop
tgg&(iﬂ) — W — g0(i+1)

On calcule si :|@i,,-¢; |[< € pour un & donné (1.57x10(10)), on
Itere le processus. H est obtenu par:

X

H = — N(®)

COS@COSA



Exemple:
On donne E(a,e) de Clarke francais 1880: a=6 378 249.20 m
et €2=0.0068034877. Soit P le point suivant:

X=5032811.68m, Y =913 762./73m, Z=3 797 255.99 m

tgA = % — 1 =11.4339gr

p=+/X"+Y*=5115090983m=(N +H)cose

tgp, =2/ p = ¢ =40.65426gr
tgp, =(Z+e2Nsing)/ p = ¢ =40.861559r
tgp, =(Z+e2Nsing,)/ p= ¢, =40.862469r

tgp, =(Z+e?Nsing,)/ p= ¢, =40.86247gr

@ =40.8624/gr
H est obtenu par:




DEFINITION D’UN SYSTEME
GEODESIQUE ou DATUM

Déefinition de la Géodeésie:
Le grand géodésien Allemand F.R. Helmert (1880)
définissait la Géodésie comme suit ¢ la Géodeésie est la

science de la mesure et de la représentation de la surface
terrestre “.

[’aspect pratique de la géodesie:
-’établissement et la maintenance des reseaux

geodesiques tridimensionnels nationaux et globaux,
constitues de points matérialisés et de coordonnees

connues.

Ces points vont servir comme points de base aux divers
travaux topographiques et cartographiques.

Ces points vont servir comme points de base aux divers
travaux topographiques et cartographiques.



Deéfinition d’un Systeme Geodesique

Définition: Un systeme geodésique donné est un systeme de
coordonnées ou sont représentes les points géodesiques.

Ce systeme est défini par :

- Son origine,

- Son orientation,

- le type de coordonnées pour localiser les points.

Le systeme le plus utilise est le systeme cartésien forme
par un repere (OX,0Y ,02) tel que I’axe OZ soit parallele a
I’axe de rotation de la Terre, et le plan OXZ parallele au
meridien de Greenwich origine des longitudes, 1’axe OY est
tel que le triedre (OX,0Y ,02) soit orthogonal et direct .



A ce systeme, on lui associe une base orthonormee (i,J,K)
c’est-a-dire : M) = NN = IKJ = 1metre (unité des

longueurs) .

i Kk
I/,\
Y
Les coordonnées les plus utilisees sont les coordonnées
géodésiques (¢,A,h) définies par rapport a un ellipsoide de
reférence donné ayant pour origine le point O origine des axes
du triedre. Cet ellipsoide représente le modele de la Terre.

Un systeme géodésique ou referentiel geodésique ou datum
geodesique obéit a certaines conditions a savoir :

- pas de deformation d'échelle;

- une meilleure distribution des points;

- la qualité homogene des coordonnées des points.

En général, les referentiels geodesiques nationaux ne
remplissent pas toujours ces conditions.



L N

-

e systeme géodesique est materialise par I’ensemble de
points geodesiques matérialisés par des bornes et autres
signaux qui constituent le Reseau Geodésigue du
systeme en question.

L’orientation du systeme geodésique ou du réseau est
definie par les observations d’un certain nombre
d’azimuts astronomiques de directions.

La qualité metrique du systeme dépend des mesures de
bases ou de distances mesurees.




Mise en place d’un systeme géodésique terrestre
classigue:

En un point donné F d’un pays, on determine par des
observations astronomiques la latitude ¢, et la longitude 4,
astronomiques. On détermine en F 1’azimut astronomique

d’une direction FG ou G un autre point du reseau. On
mesure la distance FG.

Au point F, on prend:

¢g L

Ag= An

Azg=Aza
ou ¢, , 4, et Azg sont les
valeurs geodésiques. On dit que
le point F est le point

Fondamental du systeme ou
du datum.




On transforme 1’azimut géodesique
Azg en gisement ¢ et on rédult la
distance mesurée sur le plan de la
representation plane utilisée, on obtient
la distance corrigee par suite les
coordonnées du point G:
Xg=XgtD.sing
Ys=YtD.cosg




Pour conserver D’orientation du systeme ou du

réseau geodesigue, on observe en d’autres points des
azimuts astronomigues sur des etoiles.

Ces observations vont orienter I'axe OZ et le plan OXZ du
systeme a étre respectivement parallele a I'axe moyen de la
rotation de la Terre et au méridien de Greenwich.

Pour les systemes géodesiqgues classiques
(terrestres), la position de l'origine est a 500 m
environ du centre des masses de la Terre.

Pour les systemes geodésiques établis par la geodesie
spatiale actuelle(comme le GPS - Global Positioning
System), ’origine est presque confondue avec le centre
des masses de la Terre(<2 m).



Mise en place d’un systeme geodeésique par la
geodesie spatiale: le Systeme Global de
Positionnement (GPS)

Comme en géodeésie classique, on observe un point A par
GPS a I’aide de récepteurs bi-fréquences pendant 72 h au
minimum. On se rattache sur les points les plus proches du
réseau des stations permanentes de I’'IGS (International
GNSS Service de [I’Association Internationale de
Géodesie, www.igs.org). Le Calcul définitif du point se
fera par les ephemerides précises utilisant un logiciel
scientifique.

Ce point sera le point de départ pour créer les points du
réseau de base.



Situation des Stations GPS de I’IGS,

513 stations en date du 6 janvier
2024

Sudan




e Géoide

Soit le repere OXYZ et une masse ponctuelle m’ au point O et soit un
point M (X, Y, Z) de masse ponctuelle m (Figure ci-dessous). Alors, le point

A 2

M est soumis a une force F due a l’attraction de la masse m’ au point O. Le
module de cette force est :

Gmm'

F=-"75—=F(X,Y,2)

ou G est la constante universelle de gravitation et r est la distance O M.




Le Champ du Potentiel : On appelle champ du potentiel la fonction
scalaire V' définie par :

/ /
v Gmm _ Gmm _V(X,Y,Z)
r VX2+ Y24 72

Le Gradient: On appelle gradient d'une fonction scalaire U(X, Y, Z) le vec-
teur noté gradll et de composantes :

ou ou oU
gradll = (83(’ dy’ Bz)

Exemple 1: U = X% + Y2 + 72, gradU est le vecteur de composantes :
gradU = (2X,2Y,27)!

ou T désigne transposé.

1
Exemple 2: U = —, comme r* = X? + Y? + 7Z? = 2rdr = 2XdX +2YdY +

r
27d7

X Y —zZ\!
gradU:(r3 )5 r3)




Sion pose:r = OM = Xi+ Yj+ Zk alors l'expression vectorielle de la
force F devient :

On calcule maintenant le gradient de la fonction scalaire V (X, Y, Z) c’est-a-
dire le champ du potentiel. On obtient :

Gmm'
r

1 , T

) = Gmm'grad (—) = —Gmm' —

r r3

gradV = grad (

, r . .
On remarque si on pose : n = —, n est alors un vecteur unitaire porté par

T
OM et dans la direction OM

L’expression de la force F s’écrit :

Gmm'

F=—-Fn= — ") n

Gmm'’

n
y2

gradV = —

D’ou :

F = gradV

On dit que la force F dérive du champ de potentiel V.




Le Champ Réel ou Champ du Potentiel de la Pesanteur : Soit le repere
OXYZ tel que O soit le centre de gravité de la Terre et OZ son axe de ro-
tation. Le plan OXY contient le méridien de Greenwich (Figure ci-dessus).
Un point M (X, Y, Z) de masse unité est soumis au potentiel V de gravita-
tion et au potentiel @ de la force centrifuge due a la rotation de la Terre.

Malheureusement, cette expression n’est pas calculable, car nous igno-
rons la distribution des masses a l'intérieur de la Terre. L'expression du
potentiel ® de la force centrifuge est donnée par :

@z%(xz—l—yz)ﬂz

ol () est la vitesse de la rotation de la Terre.




Potentiel du champ réel ou potentiel de pesanteur : On appelle Potentiel

du champ réel W ou potentiel de la pesanteur la somme du potentiel V et
D :

W=V+o

Vecteur de gravité : On appelle vecteur de gravité le vecteur g tel que :

g = gradW

g mesure la gravité ou la pesanteur, a la dimension d’une accélération et ex-
primée en m/s? (Unité Systéme International) ou en c¢m /s? (1cm/s? = 1gal
en hommage a Galilée). ¢ mesure 978 gals a l’équateur et 983 gals aux poles.

Les surfaces W(X,Y,Z) = Wy = constante, sur lesquelles le potentiel W

est constant sont appelées surfaces équipotentielles ou surfaces de niveau.

oW
En différentiant le potentiel W = W(X,Y, Z), on obtient : AW = —dX +

ox

W W
a—dY + a—dZ ou en notation vectorielle :

oy 0z
AW = gradW.dM = g.dM
Si dM est pris sur la surface équipotentielle W = W :
AW =0 — gdM =0 — g1 dM

alors que le vecteur g est perpendiculaire a la surface équipotentielle pas-
sant par le méme point.




Définition du Géoide : Une premiere définition du géoide est due a C.F.
Gauss (W.A. Heiskanen & H. Moritz, 1967) :

” Ce que nous appelons dans le sens géométrique la surface de la terre ce n’est
que la surface qui coupe les lignes de la pesanteur sous un angle droit et qui fait
partie de la surface des océans”.

Le terme géoide fut introduit pour la premiere fois par Johann B. Lis-
ting (1808-1882, mathématicien prussien, éleve de C.F. Gauss) en 1872 :

" nous appellerons la surface mathématique de la terre définie précédemment la
surface a laquelle les océans font partie, surface géodale de la terre ou géoide".

La surface des liquides et des fluides se met en équilibre perpendiculai-
rement a la verticale. Si on considérait un ensemble fluide recouvrant toute
la Terre, il définissait donc une surface de niveau de la pesanteur.

Comme par définition, une surface de niveau est normale aux lignes de
forces, les surfaces de niveau ne sont pas paralléles entr’elles, c’est-a-dire
que la distance entre 2 surfaces de niveau n’est pas constante, ce qui reste
constant c’est le travail qu’il faut accomplir contre la pesanteur pour dé-
placer une masse d’un point donné de ces surfaces a un point quelconque
d’une autre de celles-ci.




\\\ If"=constante =I5
— T dh

H\\__l_’___
/ H°

Niveau moven

=0

S
des MMers

~N T.a surface du géoide

Ellipsoide de référence

FIGURE 1 — Le géoide

Définition : On appelle géoide la surface de niveau qui coirncide avec la surface
moyenne des mers et qui se prolonge sous les continents par la condition d’y rester
normale a toutes les lignes de forces.

On peut donc considérer que la Terre est consituée par le géoide, surmon-
tée du relief dont I'altitude au dessus du niveau moyen de la mer sera par
définition égale a la distance qui le sépare du géoide. L'expérience prouve
que le géoide s’écarte tres peu d’un ellipsoide de révolution, alors nous
utilisons en géodésie comme surface mathématique du géoide celle de 1'el-
lipsoide de révolution.

Généralement, l'origine des réseaux du nivellement de précision est dé-
terminée a partir des mesures du niveau moyen des mers enregistrées par
un marégraphe. Alors, on a la relation suivante entre l'altitude du nivelle-
ment (H) et l"altitude ellipsoidale (he) :

he — H + N

ou NN désigne la hauteur du géoide par rapport a I'ellipsoide de référence
ou ondulation du géoide (a ne pas confondre avec la grande normale).




LES DIFFERENTS SYSTEMES GEODESIQUES EN
TUNISIE

e Systeme Géodésigue Terrestre VOIROL

- Point fondamental:point VVoirol pres d’Alger.
- Azimut astronomique:Voirol- Maleb El Kora (1874).

- Base de Blilda (1854).

- Ellipsoide de réference : ellipsoide de Clarke Francals
1880.

- Origine des longitudes : méridien de Paris (longitude
Paris = 2,5969 213 qr) .

Les representations planes utilisées:

- Bonne (cartographie),

- Fuseaux : foncier,

- Lambert: Cartographie. Geodesie, foncier.



Le Systeme CARTHAGE34

- Point fondamental: point Carthage a Carthage.

- Azimut astronomique: Carthage- Bir Bou Regba
(1876), Aza = 164.2486 gr.

- Bases de Tunis (8217 m) et de Médnine (10157 m)
mesurées avec la regle invar.

- Ellipsoide de référence : ellipsoide de Clarke
Francais 1880.

Les calculs des points géodesiqgues ont été acheves en
1934,

Les représentations planes utilisees:
- Lambert: cartographie, foncier.
- UTM: cartographie.



La structure geodésique de Carthage34 jusqu’a 1978
etait comme suit :

un réseau geod
un réseau geod
un réseau geod

un réseau geod

un réseau de detail,

ésig
ésig
ésig

ésig

ue o
ue o
ue o

ue o

It du ler ordre,

u ler ordre complémentaire,

u 2eme ordre,

u 2eme ordre complementaire,

un canevas de points astronomiques au sud (Sahara)
observe en 1972 pour le besoin de la carte 1/200000 du

sud tunisien.
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e Cieh . A s s ) ASTES

Travaux de Modernisation de la |
Géodeésie Tunisienne 1978-1984: |

- Ellipsoide de référence Clarke F. 1880. |
- Nouvelles observations angulaires + les
anciennes observations angulaires pour les |
anciens points conserves (avant 1978).

- Mesures de 8 points de Laplace (latitude,
longitude et azimut astronomiques) et de 24
distances dans 8 triangles.

- Fixation de 5 points anciens (observes
par Doppler) avec un ecart-type de 0.50 m.

- Compensation globale par la méthode des
moindres carrés (312 points ).

() POINT DU RESEAU PRIMORDIAL

AAAAAAAAA

oooooooooooooooooooo
uuuuuuuuuuuuuuuuuu

On a obtenu de nouvelles coordonnées qui
ont constitué un nouveau Systeme
geodesigue nommé CALCULS84.
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Deéeplacements
entre Carthage34

et Calcul84

En comparant [
anciennes  coordonnees
avec les nouvelles, 1l y
decalage variant de zero
une dizaine de metres.
C’est une rotation dans le
sens des  gisements
d’environ 28 dmgr.



e Calcul 1986

Faute de I’application du Calcul84, et pour tenir compte des
travaux geodesiques executés, un nouveau calcul a eté effectué
en 1986 reposant sur :

- I’introduction des coordonnéees Carthage34 des points anciens
CONSErves,

- Calcul en 3 blocs par les moindres carrés en utilisant les
observations de 1984 sans les nouveaux azimuts astronomiques,
ni les distances mesurees

- Ellipsoide de Clarke Francais 1880.

Reésultat : coordonnees voisines a celles de Carthage34 sans
aucune homogeinité (calcul en 3 blocs, absence d’accords en
azimuts et en distances).



es Caractéristiquesde la NTT

- Ellipsoide de reference Clarke 1880.

- Nouvelles observations angulaires + les
anciennes observations angulaires des
anciens points conserves (avant 1978).

- Mesures de 8 points de Laplace (latitude,
longitude et azimut astronomiques) et de 24
distances dans 8 triangles.

- Fixation des coordonnées de 5 points
anciens (observes par Doppler) avec un
ecart-type de 0.50 m.

- Compensation globale par les moindres
carrés (312 points ).

~edanieh . U s gd) ASTEN|
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e Nouveau Systeme Geodesique
Terrestre Tunisien

La commission permanente technique de la geodesie de
I’OTC a proposé, apres études et differents tests
effectues sur des parcelles choisies au nord, centre et au
sud, le systeme géodesique issu des calculs 1984
comme nouveau systeme geodesique terrestre tunisien
appele > NTT- la  Nouvelle Triangulation

Tunisienne”.



I’Arrété du 10 Février 2009

IL’arrété du ministre de la Défense nationale du 10 février

2009, paru dans le Journal Officiel de la Républigue
Tunisienne n° 14 du 17 février 2009, a fixé:

1. Le systeme national de reference unifié de la geodesie.

2. Le systeme national de référence de la projection
cartographique: c’est la representation plane UTM avec les
caracteristiques suivantes:

- ellipsoide de reference : ellipsoide Clarke Francais 1880,
- Fuseau n°32, soit A,=9° Est de Greenwich,
- coefficient de reduction: k=0.9996.

3. Le systeme national de réféerence du nivellement.



e Réseau GPS Tunisien de Référence
Spatiale (RGTRS)

Ce Reéseau est constitue de 28 points du RGP et de
nouveaux points au sud (sahara):

e observé en 1998 de aolt - decembre, avec 4
récepteurs GPS bi-frequences de type Aschtec,

e durée minimum 72 heures.

* Les coordonnées des 28 points sont exprimées dans
le systeme spatial WGS84 avec ellipsoide de
réference I’ellipsoide GRS80.
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|_es différents ellipsoides geodesiques

Nom de Demi-grand axe 1/f Parametres de
I’Ellipsoide Demi-petit axe définition
Clarke Francais 6378249.200 293.46602 0.0068034877 a, b
1880 6356515.000
Clarke Anglais 6378249.145 293.46500 0.00680351128 a, 1/ f
1880 6356514.8696
Hayford 1909 ou  6378388.000 297.00000 0.0067226700 a
International 1924 6356911.940 1/f
Krassovsky” 6378245.000 298.30000 0.00669342162 a, 1/ f
6 356 863.0188
GRS 1967 (AIG) 6378160.000 298.24717 0.0066946053 a,e?
6356774.516
NWL 8 6378145.000 298.25000 0.0066945419
6356 759.770
WGS72 6378135.000 298.26000 0.0066943178
6356 750.520
AlIG 1975 6378140.000 298.25700 0.0066943850
6356 755.288
APL Navigation 6378144.000 298.23000 0.0066949901
6356 757.339
GRS80 (AIG) 6378137.000 298.257222101 0.0066943800229
6356 752.3141
WGS84 6378137.000 298.257223563 0.0066943799
6356 752.3142




F- Les Representations Planes

Introduction

Le geodesien par le moyen des representations planes
appelees  incorrectement  projections, donne  une

representation du modele terrestre (sphere ou ellipsoide) sur

le plan ou il est plus facile d’effectuer les calculs d’angles,
de distances et de gisements.

On va etablir une correspondance entre les points d’une

surface modele o et les points d’une surface image X, dans le
cas particulier ou :

- la surface o est sphérique ou ellipsoidique,
- la surface X est plane.



Eléments correspondants

Représenter la surface (o) sur (X) consiste a définir une
bijectionBde o = 2 :am(u,v) € (o) = M(U,V) €2)

avec : U =U(u,v),V=V(u,v) et O’M = B(om).

Les points m(uyv) et M(U,V) sont appelés points
correspondants.

Si le point m décrit une courbe (y,) sur (o), son image M

décrit une courbe (I",), on dit que les courbes (y,) et (I';) sont
dites courbes correspondantes.

Les angles 6 et ® sont dits angles correspondants.



Courbes coordonnées: les courbes u= constante, v=
constante sont les courbes coordonnées sur la surface
modele (o). De méme, les courbes U=cte, V=Cte sont les

courbes coordonnées de I’image (/).

L’Altération Angulaire: On appelle altération angulaire la
difference des deux angles correspondants soit :

., ®06 . :
Le Module Linéaire dans une direction o: Soit 6 la
direction de la tangente en un point donne m du modele (o),
s et S les abscisses curvilignes sur les 2 courbes

correspondantes de (o) et (2).

Définition: On appelle module linéaire dans la direction ¢ le rapport :

() — 45 _ 1AMV [BaU? s 2pavav § Gav>
o\ T s T ldm(uw,v)|| cdu? + 2 fdudv + gduv2

Définition: On appelle altération linéaire dans la direction ¢ la quantité sans

unité:




Deéfinition de la représentation plane

A un point M sur D’ellipsoide de reference, on lui
associe son image le point m(X,Y) sur le plan:

Nous avons ’application :
M(p,A) > m (X,)Y) : X=X (p,\)
Y=Y (p,\),

avec X(p,A), Y(¢,\) sont fonctions lisses des variables
@ et A.




Application:

On considere la représentation suivante de la sphere de
rayon R sur le plan:
a m(o,A) sur la sphere = M(X,Y) sur le plan tel que:
X = X(p,A) = R.A,
Y =Y (p,A) = Logtg(rn/4+¢/2).
1. Quels sont les courbes coordonneées sur la sphere.
2. Calculer le module linéaire.



|_es Représentations Planes en Tunisie

L a représentation plane Lambert Tunisie

Deéfinition et Propriétes:
La représentation plane Lambert est une représentation
conigue, conforme et directe d'un modele ellipsordique :
- conique : on utilise les coordonnees polaires (R,Q),

- conforme : conservation des angles ou l'altéeration
angulaire est nulle,

- directe : les coordonnées polaires sont des fonctions de
la forme :

- R=R(9),
- Q=Q (),

ou (¢, A) sont les coordonnees d'un point sur le modele
ellipsoidique.



 Les images des paralleles sont des arcs de cercles
concentrigques, celles des méridiens sont des droites
concordantes.



« Afin d'eviter les déformations trop Importantes, la
representation Lambert Nord Tunisie a été adoptée pour
la partie Nord du pays (latitude comprise entre 37.5 gr
et 42.5 gr) et la représentation Lambert Sud Tunisie a
eté adoptee pour la partie sud (latitude comprise entre
34.5 gr et 39.5 qr).



Les Elements de definition du Lambert Nord Tunisie:

 Ellipsoide de référence = ellipsoide Clarke Francais (a=
6378249.200 m, b = 6356515.000 m ete? =
0.0068034877).

» Latitude parallele origine = ¢, = 40 gr = 36°.

 Longitude méridien origine = A, = 11 gr Est Greenwich
= 9°54°,

» Facteur d'echelle =k,=0.999 625 544.

» Constante translation X =500 000.00 m.

 Constante translation Y = 300 000.00 m.

« Amplitude de la latitude =37.5gr< ¢ <425qr.



Les Elements de déefinition du Lambert Sud Tunisie:

 Ellipsoide de reference = ellipsoide Clarke Francalis (a=
6378249.200 m, b = 6356515.000 m et e2 =
0.0068034877).

« Latitude parallele origine = ¢, = 37 gr = 33°18".

» Longitude meridien origine = A, = 11 gr Est Greenwich
= 9°54°.

» Facteur d'echelle =k=0.999 625 769.

« Constante translation X =500 000.00 m.

« Constante translation Y = 300 000.00 m.

« Amplitude de la latitude =34.5gr< ¢ <39.5¢r.



Valeurs de I’altération linéaire
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La représentation plane UTM
Définition et Propriétes:
La representation plane UTM (Universal Transverse

Mercator) est I'une des representations la plus utilisée dans
le monde. Elle est la representation officielle en Tunisie.

C'est une representation :

- conforme d'un modele ellipsoidigue,

- transverse : c'est-a-dire I'image de l'équateur (en partie) est
l'axe OX (vers I'Est) et l'image d'un meéridien appele
meridien central, de longitude que nous supposons égale a 0,
est I'axe OY (vers le Nord) du plan.

Les coordonnees rectangulaires (X,Y) d'un point sont des
fonctions de la forme :

X=X( o, A),

Y=Y (o, M),
ou (@, A) sont les coordonnées du point sur le modele
ellipsoidique.



Proprietés:

Dans la représentation UTM, on restreint A a varier dans
I'intervalle [-3°,+3°]. Cet intervalle définit un fuseau de
méridien central A,=0° et d'amplitude 6°. Ainsi, la Terre
est divisé en 360°/6°= 60 fuseaux qu'on numérote de 1 a
60 ce qui expligue l'utilisation mondialement de la
représentation UTM. Une interpretation geométrigue de la
representation UTM  est comme suit:
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Formules directes:

Nous donnons les formules directes sans démonstration:

On pose :
A=A=2o (11.14)

alors les formules définitives du calcul direct sont en s’ arrétant 4 I'ordre 8 ;

X =g A—- (1-31\.3 + a5 AS — a7 A7
Y = B(@) — aaA* +agA* — agA® + ag A®

En général, on applique a X, ¥ un facteur de réduction k£ = 0.9996 et une constante de

Les coefficients a, (1I=1,8) et £ sont des fonctions de la
latitude géodésique ¢. L’angle A est exprimé en rd.



Avantages de la représentation UTM

Avec la représentation plane UTM, tout le pays se trouve a
’intérieur du fuseau n°32 de meridien central A, = 9° Est
de Greenwich. Elle fournit donc un seul couple de
coordonnees pour tout point du territoire tunisien.
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