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Bazy Gröbnera

Jerzy Browkin

Bazy Gröbnera sa̧ to pewne bazy ideaÃlów pierścienia k[x1, . . . , xn], gdzie k jest

ciaÃlem. Takie bazy pozwalaja̧ określić dzielenie z reszta̧ w przypadku wielomianów

wielu zmiennych, a także rozwia̧zywać ukÃlady równań wielomianowych o wielu

niewiadomych.

Bazy Gröbnera zostaÃly wprowadzone przez H. Hironakȩ w 1964 r. pod nazwa̧

“standard bases” w pracy o usuwaniu osobliwości zbiorów algebraicznych. Bruno

Buchberger wprowadziÃl je niezależnie w swojej rozprawie doktorskiej w 1966 r. i

nazwaÃl je bazami Gröbnera od nazwiska swojego promotora Wolfganga Gröbnera

(1899–1980). Podobne idee można znaleźć dużo wcześniej, na przykÃlad w pracy

Paula Gordana z teorii niezmienników z 1900 r.

1. Definicja bazy Gröbnera.

Niech I bȩdzie ideaÃlem pierścienia k[x], gdzie x = (x1, . . . , xn) i niech B bȩdzie

zbiorem generatorów ideaÃlu I. Piszemy wtedy I = 〈B〉.
Mamy wiȩc

I = {a1b1 + . . . + arbr : r ≥ 0, aj ∈ k[x], bj ∈ B dla 1 ≤ j ≤ r}.

Każdy zbiór generatorów ideaÃlu nazywamy też jego baza̧.

W tej sytuacji nie możemy powiedzieć, że B jest lub nie jest baza̧ Gröbnera

ideaÃlu I. Musimy sytuacjȩ bardziej sprecyzować.

Pierścień k[x] jest przestrzenia̧ liniowa̧ nad ciaÃlem k, jej baza̧ liniowa̧ jest zbiór

wszystkich jednomianów xa1
1 · · ·xan

n =: xa, gdzie a = (a1, . . . , an) i każde aj jest

nieujemne. Każdy wielomian f ∈ k[x] ma wiȩc jednoznaczny zapis w postaci sumy

f =
∑
a

caxa, gdzie ca ∈ k,

w której prawie wszystkie wspóÃlczynniki ca sa̧ równe zeru, zaś a przebiega elementy

zbioru Nn
0 , gdzie N0 = N ∪ {0}.
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Aby zapisywać skÃladniki wielomianu f (jednomiany caxa) w określonej kolej-

ności, wprowadzimy pewien porza̧dek liniowy < w zbiorze jednomianów xa, lub,

co na jedno wychodzi, w zbiorze Nn
0 . Ża̧damy, aby porza̧dek ten speÃlniaÃl warunek

(∗) Jeżeli xa < xb, to xa+c < xb+c dla każdego c ∈ Nn
0 .

Ża̧damy ponadto, aby byÃl to porza̧dek dobry, to znaczy, aby w każdym niepustym

zbiorze jednomianów byÃl element najmniejszy w sensie tego porza̧dku.

PrzykÃlady. 1. Porza̧dek leksykograficzny <lex:

a <lex b, jeżeli pierwszy niezerowy wyraz cia̧gu a− b jest ujemny.

Na przykÃlad

1 <lex xn <lex · · · <lex x2 <lex x1,

xk
2 <lex x1 dla każdego k ∈ N.

WedÃlug porza̧dku leksykograficznego sa̧ ustawione wyrazy w sÃlowniku. Jeżeli

przyjmiemy, że a < b < c < · · · < z, to wyrazy w sÃlowniku sa̧ uporza̧dkowane

rosna̧co.

2. Porza̧dek <grlex ze wzglȩdu na stopień, a przy równych stopniach – leksyko-

graficznie (graded lex order) :

Na przykÃlad 1 < x2 < x1 < x2
2 < x1x2 < x2

1 oraz x2
2 < x1x3.

3. Porza̧dek <wt wyznaczony przez wagȩ :

Ustalamy liczby rzeczywiste dodatnie u1, . . . , un liniowo niezależne nad ciaÃlem

liczb wymiernych Q. Określamy wagȩ jednomianu wt(xa) := a1u1 + . . . + anun.

Tak wiȩc wt(xj) = uj .

Przyjmujemy

xa <wt xb, jeżeli wt(xa) < wt(xb).

4. Porza̧dek <grevlex (graded reverse lex order):

xa <grevlex xb, jeżeli stopień xa jest mniejszy niż stopień xb, lub stopnie sa̧

równe i ostatni niezerowy wyraz cia̧gu a− b jest dodatni.

Na przykÃlad

1 < xn < · · · < x2 < x1 oraz x1x3 < x2
2.

5. Porza̧dek <invlex (inverse lexicographic) :

a <invlex b, jeżeli ostatni niezerowy wyraz cia̧gu a− b jest ujemny.
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Na przykÃlad

1 < x1 < x2 < · · · < xn oraz xk
1 < x2 dla każdego k ∈ N.

Zadania. 1. Dowieść, że porza̧dki <lex, <grlex oraz <wt speÃlniaja̧ warunek (∗)
i sa̧ dobrymi porza̧dkami. Czy porza̧dki <lex i <grlex sa̧ wyznaczone przez pewne

wagi ?

2. Dowieść, że porza̧dek liniowy < speÃlniaja̧cy warunek (∗) jest dobry wtedy i

tylko wtedy, gdy xa > 1 dla każdego a 6= 0.

3. Dowieść, że liczba różnych porza̧dków jest nieprzeliczalna.

4. Dowieść, że dla n = 2 porza̧dki <grlex oraz <grevlex sa̧ równe.

W dalszym cia̧gu < bȩdzie ustalonym dobrym porza̧dkiem w zbiorze jedno-

mianów speÃlniaja̧cym warunek (∗). Pozwala to ustawić skÃladniki każdego wielo-

mianu w porza̧dku maleja̧cym:

f = c0xa0 + c1xa1 + . . . + crxar , (1)

gdzie cj ∈ k∗, oraz xa0 > xa1 > · · · > xar .

Jednomian c0xa0 nazywamy najwyższym wyrazem wielomianu f i oznaczamy

przez LT(f), (LT = leading term). PozostaÃle jednomiany cjxaj , j > 0, nazywamy

dalszymi wyrazami wielomianu f. Jeżeli f = 0, to symbol LT(f) nie jest określony.

Stopień wielomianu niezerowego f danego wzorem (1) określamy nastȩpuja̧co:

deg f = a0 ∈ Nn
0 .

Zadania. 1. Dowieść, że jeżeli f, g ∈ k[x], fg 6= 0, to LT(fg) = LT(f) · LT(g).

2. Dowieść, że dla fg 6= 0 mamy albo LT(f) · g = LT(g) · f, albo

LT
(
LT(f) · g − LT(g) · f

)
< LT(f) · LT(g).

3. Udowodnić zwykÃle wÃlasności stopnia wielomianu:

deg(fg) = deg f + deg g,

deg(f + g) ≤ max(deg f, deg g), jeżeli f + g 6= 0,

a jeżeli deg f 6= deg g, to w tym wzorze zachodzi równość.

Potrzebne nam jeszcze bȩdzie twierdzenie Hilberta o bazie.
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Twierdzenie 1 (D. Hilbert, 1890). Każdy ideaÃl I pierścienia wielomianów k[x]

ma skończony zbiór generatorów.

DokÃladniej, w każdym zbiorze generatorów ideaÃlu I istnieje taki podzbiór skoń-

czony, który generuje I.

Dowód można znaleźć w każdym podrȩczniku algebry. ¤

Nastȩpne definicje i lematy nie wymagaja̧ zaÃlożenia, że w zbiorze jednomianów

xa jest określony porza̧dek.

IdeaÃl I pierścienia k[x] nazywamy jednomianowym, jeżeli ma on bazȩ zÃlożona̧

z jednomianów. Na mocy twierdzenia Hilberta ma on bazȩ zÃlożona̧ ze skończonej

liczby jednomianów I = 〈xa1 , . . . ,xar 〉.
Mówimy, że jednomian xa jest podzielny przez jednomian xb, jeżeli istnieje taki

jedniomian xc, że xa = xb · xc. Piszemy wtedy xb |xa. Ta relacja podzielności

określa odpowiednia̧ relacjȩ podzielności w zbiorze Nn
0 . Przyjmujemy mianowicie,

że b|a, jeżeli xb |xa.

Mamy oczywíscie

(b1, . . . , bn) | (a1, . . . , an) ⇔ bj ≤ aj dla 1 ≤ j ≤ n.

Relacja podzielności określa czȩściowy porza̧dek w zbiorze jednomianów i w zbiorze

Nn
0 . Jeżeli w zbiorze jednomianów jest określony również porza̧dek < speÃlniaja̧cy

warunek (∗), to relacja podzielności jest sÃlabsza niż relacja porza̧dku :

Jeżeli xb |xa, to xb ≤ xa.

Za pomoca̧ relacji podzielności można określić najwiȩkszy wspólny dzielnik (gcd) i

najmniejsza̧ wspólna̧ wielokrotność (lcm) dwóch jednomianów.

Mianowicie, gcd(xa,xb) = xc, jeżeli

(i) xc |xa i xc |xb,

(ii) xd |xa i xd |xb ⇒ xd |xc.

Podobnie określa siȩ najmniejsza̧ wspólna̧ wielokrotność.

Zadania. 1. Udowodnić, że jeżeli a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn), to

gcd(xa,xb) = xc, gdzie c = (min(a1, b1), . . . , min(an, bn)),

lcm(xa,xb) = xd, gdzie d = (max(a1, b1), . . . , max(an, bn)).

2. Udowodnić implikacje

xa |xb i xb |xc ⇒ xa |xc,

xa |xb i xb |xa ⇒ xa = xb.
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Lemat 1. Jeżeli wielomian f =
∑

j cjxbj , gdzie cj ∈ k∗, należy do ideaÃlu jedno-

mianowego I = 〈xa1 , . . . ,xar 〉, to każdy jednomian xbj wystȩpuja̧cy w wielomianie

f jest podzielny przez pewien jednomian xai .

Dowód wymagaja̧cy trochȩ wyobraźni. Z zaÃlożenia mamy

f(x) =
r∑

m=1

hm(x) · xam ,

gdzie hm(x) ∈ k[x] dla 1 ≤ m ≤ r. Zatem strona prawa tej równości, po wymno-

żeniu, jest suma̧ jednomianów, z których każdy jest podzielny przez pewne xam .

Po lewej stronie wystȩpuje jednomian xbj . Taki jednomian musi wiȩc wysta̧pić

również po stronie prawej, być może wielokrotnie i z różnymi wspóÃlczynnikami.

Biora̧c pod uwagȩ jeden taki skÃladnik po prawej stronie otrzymujemy tezȩ. ¤

Wniosek 1. Jeżeli I jest ideaÃlem jednomianowym pierścienia k[x], to baza̧ prze-

strzeni liniowej k[x]/I jest zbiór wszystkich jednomianów nie należa̧cych do I.

Dowód. Niech I = 〈xa1 , . . . ,xar 〉. Z lematu 1 wynika, że wielomian należy do

I wtedy i tylko wtedy, gdy każdy wystȩpuja̧cy w nim jednomian jest podzielny

przez pewien jednomian xaj , 1 ≤ j ≤ r. Zatem zbiór wszystkich jednomianów

podzielnych przez co najmniej jeden jednomian xaj jest baza̧ przestrzeni I.

Baza̧ przestrzeni k[x] jest zbiór wszystkich jednomianów. Wynika sta̧d, że baza̧

przestrzeni k[x]/I jest zbiór tych jednomianów, które nie należa̧ do I. ¤

Bazȩ xa1 , . . . ,xar ideaÃlu jednomianowego nazywamy minimalna̧, jeżeli xai nie

dzieli xaj dla 1 ≤ i, j ≤ r, i 6= j.

Oczywíscie każda baza xa1 , . . . ,xar ideaÃlu jednomianowego zawiera bazȩ mini-

malna̧.

Wniosek 2. Baza minimalna ideaÃlu jednomianowego jest tylko jedna z dokÃladnoś-

cia̧ do porza̧dku.

Dowód. Niech xa1 , . . . ,xar oraz xb1 , . . . ,xbs bȩda̧ bazami minimalnymi pewnego

ideaÃlu jednomianowego. Udowodnimy, że każdy element pierwszej bazy wystȩpuje

w drugiej bazie i naodwrót.

Weźmy element xai z pierwszej bazy. Na mocy lematu 1 otrzymujemy xbj |xai

dla pewnego j i podobnie xak |xbj dla pewnego k. Zatem xak |xai i z minimalności

pierwszej bazy otrzymujemy, że k = i.
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Mamy wiȩc xbj |xai oraz xai |xbj . Sta̧d xai = xbj . Oczywíscie też elementy

każdej z tych baz sa̧ różne. ¤

Niech I bȩdzie ideaÃlem niezerowym pierścienia k[x] i niech < bȩdzie ustalonym

dobrym porza̧dkiem w zbiorze jednomianów speÃlniaja̧cym warunek (∗). Określamy

ideaÃl

LT(I) := 〈LT(f) : f ∈ I, f 6= 0〉.

Na mocy twierdzenia Hilberta ma on bazȩ skończona̧:

LT(I) = 〈LT(g1), . . . , LT(gr)〉, gdzie gj ∈ I, dla 1 ≤ j ≤ r.

Twierdzenie 2. Jeżeli I jest ideaÃlem niezerowym pierścienia k[x] oraz LT(I) =

〈LT(g1), . . . , LT(gr)〉 dla pewnych gj ∈ I, to g1, . . . , gr jest baza̧ ideaÃlu I.

Dowód. Oczywíscie 〈g1, . . . , gr〉 ⊂ I. Udowodnimy inkluzjȩ odwrotna̧.

Przypuśćmy, że istnieje wielomian f ∈ I, który nie należy do 〈g1, . . . , gr〉.
W zbiorze takich wielomianów istnieje wielomian najniższego stopnia, ponieważ

porza̧dek w zbiorze jednomianów jest dobry.

Z określenia ideaÃlu I wynika, że jest to ideaÃl jednomianowy oraz LT(f) ∈ LT(I).

Sta̧d na mocy lematu 1 jednomian LT(f) jest podzielny przez jednomian LT(gi)

dla pewnego i. Mamy wiȩc LT(f) = cxbLT(gi), gdzie c ∈ k∗, b ∈ N0.

Ponieważ mnożenie przez jednomian zachowuje porza̧dek skÃladników wielomia-

nu, wiȩc

LT(cxb gi) = cxb LT(gi) = LT(f).

Wobec tego najwyższe wyrazy wielomianów f oraz cxb gi sa̧ równe, a zatem

deg(f − cxb gi) < deg f. Ponadto f − cxb gi /∈ 〈g1, . . . , gr〉, ponieważ wielomian f

nie należy do ideaÃlu 〈g1, . . . , gr〉, i oczywíscie f − cxb gi ∈ I.

Tak wiȩc wielomian f − cxb gi ma te same wÃlasności co wielomian f i ma niższy

od niego stopień. Uzyskana sprzeczność dowodzi, że taki wielomian f nie istnieje.

Wynika sta̧d teza twierdzenia. ¤

Definicja. Niech I bȩdzie ideaÃlem niezerowym pierścienia k[x]. Skończony zbiór

wielomianów g1, . . . , gr ∈ I nazywamy baza̧ Gröbnera tego ideaÃlu, jeżeli LT(I) =

〈LT(g1), . . . , LT(gr)〉.

Powyższe twierdzenie uzasadnia użycie tu wyrazu “baza”. Jak stwierdzilísmy

wyżej, każdy niezerowy ideaÃl pierścienia k[x] ma bazȩ Gröbnera.
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Baza Gröbnera ideaÃlu nie jest wyznaczona jednoznacznie, ponieważ doÃla̧czaja̧c

do niej dowolny niezerowy element tego ideaÃlu otrzymamy znów bazȩ Gröbnera.

2. Algorytm dzielenia z reszta̧.

Nadal zakÃladamy, że w zbiorze jednomianów jest określony dobry porza̧dek

speÃlniaja̧cy warunek (∗).
Mamy skończony cia̧g niezerowych wielomianów F = (f1, . . . , ft) oraz wielomian

f ∈ k[x]. Określimy nastȩpuja̧cy algorytm dzielenia f przez F.

Rozważamy równości postaci:

f = a1f1 + . . . + atft + (r + s), (2)

gdzie aj , r, s ∈ k[x], deg(ajfj) ≤ deg f dla 1 ≤ j ≤ t, deg s ≤ deg f, deg r ≤ deg f.

Sytuacja pocza̧tkowa: a1 = . . . = at = r = 0, s = f.

Sytuacja końcowa: s = 0 oraz (r = 0 lub żaden jednomian wielomianu r nie jest

podzielny przez żaden jednomian LT(fj) dla 1 ≤ j ≤ t).

Algorytm prowadza̧cy od sytuacji pocza̧tkowej do końcowej:

1) Jeżeli jednomian LT(s) jest podzielny przez pewien jednomian LT(fj), to

bierzemy najmniejsze j o tej wÃlasności. Mamy wiȩc LT(s) = cxb ·LT(fj). Dokonu-

jemy nastȩpuja̧cych zmian we wzorze (2):

aj := aj + cxb,

s := s− cxb · fj .

PozostaÃle ai oraz r nie ulegaja̧ zmianie.

Mamy deg(s− cxb · fj) = deg(s− LT(s)) < deg s. Zatem stopień wielomianu s

siȩ zmniejszyÃl, lub s = 0.

Mamy też deg((aj + cxb) · fj) = deg(ajfj + cxb · fj) ≤ deg f, ponieważ

deg(cxb · fj) = deg s ≤ deg f.

2) Jeżeli jednomian LT(s) nie jest podzielny przez żaden jednomian LT(fj) dla

1 ≤ j ≤ t, to dokonujemy nastȩpuja̧cych zmian we wzorze (2):

s := s− LT(s),

r := r + LT(s).

Żadne ai nie ulega zmianie. Oczywíscie stopień wielomianu s siȩ zmniejszyÃl, a

wielomiany ajfj pozostaÃly bez zmian.
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Ponieważ w każdym kroku algorytmu stopień wielomianu s siȩ zmniejsza, wiȩc

po skończonej liczbie kroków dojdziemy do sytuacji końcowej.

Udowodnilísmy wiȩc

Lemat 2. Jeżeli F = (f1, . . . , ft) jest skończonym cia̧giem wielomianów nieze-

rowych i f ∈ k[x], to istnieja̧ takie wielomiany a1, . . . , at, r że

(i) f = a1f1 + . . . + atff + r,

(ii) deg(ajfj) ≤ deg f dla 1 ≤ j ≤ t, deg r ≤ deg f,

(iii) r = 0 lub żaden jednomian wielomianu r nie jest podzielny przez żaden z jedno-

mianów LT(fj), 1 ≤ j ≤ t.

Wielomian r otrzymany w wyniku zastosowania tego algorytmu nazywamy reszta̧

z dzielenia wielomianu f przez cia̧g wielomianów F = (f1, . . . , ft) i oznaczamy przez

fF .

Ten algorytm dzielenia jest niedoskonaÃly z nastȩpuja̧cych wzglȩdów:

1) Jeżeli F ′ jest permutacja̧ cia̧gu F, to reszty z dzielenia wielomianu f przez F

i przez F ′ moga̧ być różne.

2) Jeżeli wielomian f należy do ideaÃlu I = 〈f1, . . . , ft〉 generowanego przez

wyrazy cia̧gu F = (f1, . . . , ft), to reszta z dzielenia f przez F może być różna

od zera, choć oczywíscie f ≡ 0 (mod I).

Zadanie. Znaleźć przykÃlady ilustruja̧ce 1) i 2).

Udowodnimy, że jeżeli F jest baza̧ Gröbnera, to dzielenie przez F nie ma tych

wad, a nawet ma jeszcze szereg zalet.

Twierdzenie 3. Jeżeli F = (f1, . . . , ft) oraz F ′ = (f ′1, , . . . , f ′u) sa̧ bazami Gröb-

nera ideaÃlu I, to dla każdego wielomianu f ∈ k[x] reszty z dzielenia f przez F i

przez F ′ sa̧ równe. W szczególności reszta nie ulega zmianie przy permutowaniu

wyrazów bazy Gröbnera.

Ponadto f ∈ I wtedy i tylko wtedy, gdy reszta z dzielenia f przez F jest równa

zeru.

Dowód. Wykonuja̧c algorytm dzielenia f przez F i przez F ′ otrzymujemy równości

f = a1f1 + . . . + atft + r,

f = a′1f
′
1 + . . . + a′uf ′u + r′,

(3)

gdzie żaden z jednomianów wielomianu r nie jest podzielny przez żaden z jedno-

mianów LT(fj) lub r = 0 i podobnie żaden z jednomianów wielomianu r′ nie jest

podzielny przez żaden z jednomianów LT(f ′j) lub r′ = 0.
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Odejmuja̧c stronami równości (3) otrzymamy, że r − r′ ∈ I. Przypuśćmy, że

r 6= r′. Wtedy jednomian LT(r − r′) wystȩpuje w wielomianie r lub w wielomianie

r′, być może z innym niezerowym wspóÃlczynnikiem.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, że jednomian podobny do LT(r− r′) wystȩpuje

w wielomianie r.

Mamy wiȩc

LT(r − r′) ∈ LT(I) = 〈LT(f1), . . . , LT(ft)〉,

ponieważ f1, . . . , ft jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I. IdeaÃl LT(I) jest jednomianowy, a

zatem jednomian LT(r− r′) jest podzielny przez pewien jednomian LT(fj). Wobec

tego pewien jednomian wielomianu r też jest podzielny przez LT(fj).

Reszta z dzielenia nie może mieć tej wÃlasności. Uzyskana sprzeczność dowodzi,

że r = r′.

Dla dowodu ostatniej czȩści twierdzenia zauważmy, że jeżeli f ∈ I = 〈f1, . . . , ft〉
oraz r jest reszta̧ z dzielenia f przez F = (f1, . . . , ft), to r ∈ I.

Jeżeli r 6= 0, to LT(r) ∈ LT(I) = 〈LT(f1), . . . , LT(ft)〉. Zatem jednomian LT(r)

jest podzielny przez pewien jednomian LT(fj). Przeczy to określeniu reszty z dzie-

lenia. Zatem r = 0. ¤

3. Warunek Buchbergera.

Podamy warunek równoważny temu, że F = (f1, . . . , ft) jest baza̧ Gröbnera

ideaÃlu I generowanego przez F. Warunek ten pozwala rozstrzygna̧ć w skończonej

liczbie kroków, czy dany skończony zbiór generatorów ideaÃlu jest jego baza̧ Gröb-

nera.

Na mocy określenia zbiór wielomianów f1, . . . , ft jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I =

〈f1, . . . , ft〉 wtedy i tylko wtedy, gdy LT(I) = 〈LT(f1), . . . , LT(ft)〉. Z lematu 1

wynika, że ta równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego f ∈ I, f 6= 0,

jednomian LT(f) jest podzielny przez pewien jednomian LT(fj).

Jeszcze inny równoważny warunek podaje nastȩpuja̧cy

Lemat 3. Niech I = 〈f1, . . . , ft〉. Jeżeli dla każdego f ∈ I istnieja̧ takie wielomiany

a1, . . . , at ∈ k[x], że

f = a1f1 + . . . + atft, gdzie deg(ajfj) ≤ deg f dla 1 ≤ j ≤ t, (4)

to f1, . . . , ft jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I.
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Na odwrót, każda baza Gröbnera ma tȩ wÃlasność.

Dowód. Z (4) wynika, że LT(f) = LT(ajfj) dla pewnego j. Zatem LT(fj) |LT(f).

Wobec tego, na mocy powyższej uwagi, f1, . . . , ft jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I.

Na odwrót, jeżeli F = (f1, . . . , ft) jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I, to algorytm

dzielenia f przez F daje wzór (4). ¤

Niestety, ten lemat jest maÃlo użyteczny, ponieważ wymaga zbadania wszystkich

wielomianów f ∈ I. Bȩdziemy chcieli nieco osÃlabić warunek (4), dbaja̧c jednak o

to, aby f1, . . . , ft byÃlo nadal baza̧ Gröbnera.

Krok 1.

Przypuśćmy wiȩc, że I = 〈f1, . . . , ft〉 oraz, że wielomian f ∈ I ma przedstawienie

f = a1f1 + . . . + atff , które nie speÃlnia warunku (4). To znaczy deg(ajfj) > deg f

dla pewnego j.

Permutuja̧c odpowiednio cia̧g (f1, . . . , ft) możemy zaÃlożyć bez zmniejszenia ogól-

ności, że deg(a1f1) > deg f, a nawet dokÃladniej, że

w := deg(a1f1) = . . . = deg(amfm) > deg(ajfj) dla j > m oraz w > deg f.

Niech LT(aj) = cjxuj , LT(fj) = djxvj dla 1 ≤ j ≤ m. Wtedy w = uj +vj > deg f

dla 1 ≤ j ≤ m i wobec tego

c1d1 + . . . + cmdm = 0. (5)

Przyjmijmy g := LT(a1)f1 + . . . + LT(am)fm. Wtedy wielomian

(a1f1 + . . . + amfm)− g = (a1 − LT(a1))f1 + . . . + (am − LT(am))fm

jest suma̧ skÃladników stopni mniejszych od deg(a1f1) = w. Wobec tego

f = g +
t∑

j=1

a′jfj , gdzie deg(a′jfj) < w.

Na mocy przyjȩtych oznaczeń mamy

g= c1xu1f1 + . . . + cmxumfm = c1d1 · xu1f1/d1 + . . . + cmdmxumfm/dm

= c1d1 · g1 + . . . + cmdm · gm,
(6)

gdzie gj = xuj fj/dj .



Bazy Gröbnera 11

Zastosujemy tożsamość Abela:

X1Y1+ . . . + XmYm

= X1(Y1 − Y2) + (X1 + X2)(Y2 − Y3) + (X1 + X2 + X3)(Y3 − Y4)

+ . . . + (X1 + X2 + . . . + Xm−1)(Ym−1 − Ym) + (X1 + X2 + . . . + Xm)Ym.

Podstawiaja̧c w niej Xi = cidi, Yi = gi na mocy (5) i (6) otrzymamy

g = c1d1(g1−g2)+(c1d1+c2d2)(g2−g3)+ . . .+(c1d1+ . . .+cm−1dm−1)(gm−1−gm).

Tak wiȩc udowodnilísmy, że jeżeli wielomian f ∈ I = 〈f1, . . . , ft〉ma przedstawienie

f = a1f1 + . . . + atft,

gdzie w = max deg(ajfj) > deg f, to f ma też przedstawienie

f =
∑

1≤i<j≤t

cij(gi − gj) + (a′1f1 + . . . + a′tft), (7)

gdzie cij ∈ k oraz maxj deg(a′jfj) < w, a wielomiany gj = xuj fj/dj należa̧ do

ideaÃlu I.

Krok 2.

Zasadnicza̧ trudność przedstawiaja̧ tu wielomiany gi − gj . Przyjrzyjmy siȩ im

dokÃladniej.

Przy powyższych oznaczeniach mamy

gj = xuj fj/dj = xuj+vj fj/djxvj = xwfj/LT(fj).

Wobec tego

gi − gj = xw
(
fi/LT(fi)− fj/LT(fj)

)
, (8)

gdzie LT(fi) |xw oraz LT(fj) |xw, zatem lcm(deg fi, deg fj) |w.

Ogólniej, dla dowolnej pary niezerowych wielomianów f ′, f ′′ ∈ k[x] określamy

wielomian S(f ′, f ′′), zwany ich S-wielomianem, albo ich syzygia̧.

[Wyraz “syzygia” w astronomii oznacza koniunkcjȩ lub opozycjȩ dwóch ciaÃl

niebieskich wzglȩdem SÃlońca. Na przykÃlad Ziemia i Ksiȩżyc tworza̧ syzygiȩ w czasie

nowiu lub peÃlni Ksiȩżyca].
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Mianowicie przyjmujemy

S(f ′, f ′′) =
xa

LT(f ′)
· f ′ − xa

LT(f ′′)
· f ′′,

gdzie a = lcm(deg f ′, deg f ′′). Mamy S(f ′, f ′′) ∈ 〈f ′, f ′′〉 oraz deg S(f ′, f ′′) < a,

ponieważ S(f ′, f ′′) jest różnica̧ dwóch wielomianów o tym samym najwyższym

wyrazie xa.

Wobec tego z (8) otrzymujemy

gi − gj = xw−aij S(fi, fj), gdzie aij = lcm(deg fi, deg fj).

Sta̧d

deg(gi − gj) = (w− aij) + deg S(fi, fj) < (w− aij) + aij = w.

Krok 3.

ZaÃlóżmy, że jest speÃlniony

Warunek Buchbergera (dotycza̧cy bazy F = (f1, . . . , ft) ideaÃlu I). Dla dowol-

nych i, j, gdzie 1 ≤ i < j ≤ t, reszta z dzielenia wielomianu S(fi, fj) przez F jest

równa zeru:

S(fi, fj)F = 0 dla 1 ≤ i < j ≤ t.

Z lematu 3 wyprowadzimy

Lemat 4. Jeżeli I = 〈f1, . . . , ft〉 oraz f ∈ I ma postać

f = a1f1 + . . . + atft, gdzie w := max
j

deg(ajfj) > deg f

oraz cia̧g F = (f1, . . . , ft) speÃlnia warunek Buchbergera, to f ma też postać

f = b1f1 + . . . + btft, gdzie max
j

deg(bjfj) < w.

Dowód. Jak wiemy, zachodzi wzór (7):

f =
∑

1≤i<j≤t

cij(gi − gj) +
t∑

k=1

a′kfk, (7)

gdzie cij ∈ k oraz maxk deg(a′kfk) < w.

Ponadto z zaÃlożenia mamy S(fi, fj)F = 0, a wiȩc na mocy algorytmu dzielenia

S(fi, fj) = q
(ij)
1 f1 + . . . + q

(ij)
t ft,
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gdzie

deg(q(ij)
k fk) ≤ deg S(fi, fj) < lcm(deg fi,deg fj) = aij .

Wobec tego

gi − gj = xw−aij S(fi, fj) = xw−aij

t∑

k=1

q
(ij)
k fk,

gdzie deg
(
xw−aij q

(ij)
k fk

)
< deg w.

Z (7) otrzymujemy wiȩc

f =
t∑

k=1

( ∑

1≤i<j≤t

cijxw−aij q
(ij)
k + a′k

)
fk =:

t∑

k=1

bkfk

i stopień każdego wielomianu

bk =
∑

1≤i<j≤t

cijxw−aij q
(ij)
k + a′k

jest mniejszy od w. ¤

Stosuja̧c najpierw wielokrotnie lemat 4 dla zmniejszenia wartości liczby w :=

maxj deg(ajfj), a nastȩpnie, po osia̧gniȩciu w ≤ deg f, stosuja̧c lemat 3, otrzymu-

jemy

Twierdzenie 4 (Kryterium Buchbergera). Jeżeli F = (f1, . . . , ft), I = 〈F 〉 i

speÃlniony jest warunek Buchbergera

S(fi, fj)F = 0 dla 1 ≤ i < j ≤ t,

to F jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I.

Na odwrót, każda baza Gröbnera speÃlnia warunek Buchbergera.

Dowód. Niech f ∈ I. Jak stwierdzilísmy wyżej, wielokrotne zastosowanie lematu 4

daje przedstawienie

f = p1f1 + . . . + ptft, gdzie max
j

deg(pjfj) ≤ deg f.

Wobec tego z lematu 3 wynika, że F jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I.

Na odwrót, jeżeli F jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I, to na mocy twierdzenia 3 z

S(fi, fj) ∈ 〈fi, fj〉 ⊂ I wynika, że S(fi, fj)F = 0. SpeÃlniony jest wiȩc warunek

Buchbergera. ¤
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PrzykÃlad. W pierścieniu k[x1, x2] rozpatrzmy porza̧dek <grlex speÃlniaja̧cy x2 <

x1. Niech I bȩdzie ideaÃlem generowanym przez zbiór wszystkich wielomianów sy-

metrycznych. Mamy wiȩc I = 〈x1 + x2, x1x2〉.

1) Czy f1 = x1 + x2, f2 = x1x2 jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I ?

Mamy x1, x1x2 ∈ LT(I). Ponadto x2
2 = x2(x1+x2)−x1x2 ∈ I. Zatem x2

2 ∈ LT(I).

Jednak x2
2 /∈ 〈x1, x1x2〉 = 〈LT(f1), LT(f2)〉. Wobec tego f1, f2 nie jest baza̧

Gröbnera ideaÃlu I.

2) Czy f1 = x1 + x2, f3 = x2
2 jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I ?

Sprawdzimy, czy F = (f1, f3) speÃlnia warunek Buchbergera. Mamy

a := lcm(deg f1, deg f3) = lcm( (1, 0), (0, 2) ) = (1, 2).

Wobec tego

S(f1, f3) = xa
(

f1

LTf1
− f3

LTf3

)
= x1x

2
2

(
x1 + x2

x1
− x2

2

x2
2

)
= x3

2.

Stosuja̧c algorytm dzielenia wielomianu S(f1, f3) = x3
2 przez cia̧g F = (f1, f3) =

(x1 + x2, x
2
2) otrzymujemy resztȩ zero, ponieważ f3 = x2

2 dzieli S(f1, f3) = x3
2.

Zatem speÃlniony jest warunek Buchbergera i na mocy twierdzenia 4 f1, f3 jest

baza̧ Gröbnera ideaÃlu I.

Wynika sta̧d, że LT(I) = 〈LT(f1), LT(f3)〉 = 〈x1, x
2
2〉.

Zadania. Niech I bȩdzie ideaÃlem z powyższego przykÃladu.

1. Znaleźć wszystkie bazy Gröbnera ideaÃlu I zÃlożone z dwóch wielomianów.

2. Dla każdego porza̧dku w zbiorze jednomianów opisać ideaÃl LT(I). Ile jest

takich ideaÃlów ?

3. Wskazać skończony zbiór generatorów ideaÃlu I, który jest baza̧ Gröbnera

przy każdym porza̧dku w zbiorze generatorów. [Jest to tak zwana uniwersalna

baza Gröbnera].

4. Algorytm Buchbergera.

Algorytm ten pozwala uzupeÃlnić dowolny skończony zbiór generatorów ideaÃlu do

jego bazy Gröbnera.

Mamy ideaÃl I oraz cia̧g skończony jego generatorów F = (f1, . . . , ft). Jeżeli

S(fi, fj)F = 0 dla każdej pary (i, j), gdzie 1 ≤ i < j ≤ t, to, jak wiemy, F jest baza̧

Gröbnera ideaÃlu I.
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W przeciwnym razie ustalamy taka̧ parȩ (i, j), że S(fi, fj)F 6= 0 i przyjmujemy

ft+1 := S(fi, fj)F . Ponieważ S(fi, fj) ∈ I, wiȩc również reszta S(fi, fj)F z dzielenia

S(fi, fj) przez F należy do I. Mamy wiȩc I = 〈f1, . . . , ft, ft+1〉.
W nastȩpnym kroku algorytmu przyjmujemy F = (f1, . . . , ft, ft+1) i postȩpuje-

my podobnie.

Twierdzenie 5. Algorytm Buchbergera po skończonej liczbie kroków daje bazȩ

Gröbnera ideaÃlu.

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy nastȩpuja̧cy lemat, który nie zakÃlada

istnienia porza̧dku w zbiorze jednomianów.

Przypomnijmy, że cia̧g b = (b1, . . . , bn) ∈ Nn
0 jest wielokrotnościa̧ cia̧gu a =

(a1, . . . , an) ∈ Nn
0 , jeżeli aj ≤ bj dla każdego 1 ≤ j ≤ n.

Lemat 5. Każdy cia̧g a(1), a(2), . . . elementów zbioru Nn
0 speÃlniaja̧cy warunek

(§) Żaden wyraz cia̧gu nie jest wielokrotnościa̧ żadnego wyrazu wcześniejszego,

jest skończony.

Dowód. Zastosujemy indukcjȩ wzglȩdem n. Dla n = 1 mamy a(j) = (a(j)
1 ). Warunek

(§) oznacza w tym przypadku, że cia̧g liczb a
(j)
1 jest maleja̧cy. Oczywíscie każdy

cia̧g maleja̧cy o wyrazach z N0 jest skończony.

Z kolei niech n > 1 i zaÃlóżmy, że lemat zachodzi dla n−1. Przypuśćmy, że istnieje

cia̧g nieskończony a(j) o wyrazach z Nn
0 speÃlniaja̧cy warunek (§).

Zauważmy, że każdy cia̧g nieskończony o wyrazach z N0 zawiera podcia̧g nie-

skończony niemaleja̧cy. Mianowicie, jeżeli nieskończenie wiele wyrazów tego cia̧gu

jest równych, to te wyrazy tworza̧ poszukiwany podcia̧g. W przeciwnym razie jest

tylko skończenie wiele wyrazów równych 1, skończenie wiele wyrazów równych 2,

itd. Istnieje wiȩc podcia̧g nieskończony rosna̧cy.

Rozpatrzmy cia̧g a
(j)
1 pierwszych wspóÃlrzȩdnych wyrazów cia̧gu a(j). Na mocy

powyższej uwagi cia̧g a
(j)
1 zawiera podcia̧g nieskończony niemaleja̧cy

a
(j1)
1 ≤ a

(j2)
1 ≤ . . . (8)

Zauważmy, że każdy podcia̧g cia̧gu speÃlniaja̧cego warunek (§) też speÃlnia ten waru-

nek. W szczególności podcia̧g (a(jk)) speÃlnia warunek (§).
Dla a ∈ Nn

0 oznaczmy przez σ(a) ∈ Nn−1
0 cia̧g powstaja̧cy z a przez opuszczenie

pierwszej wspóÃlrzȩdnej. Ponieważ cia̧g a(jk) speÃlnia warunek (§), wiȩc a(jk) nie jest
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wielokrotnościa̧ żadnego a(ji) dla i < k. Mamy wiȩc
∧

i<k

∨

1≤m≤n

a(jk)
m < a(ji)

m .

Jednak na mocy (8) mamy a
(jk)
1 ≥ a

(ji)
1 . Zatem

∧

i<k

∨

2≤m≤n

a(jk)
m < a(ji)

m .

Oznacza to, że cia̧g σ(a(jk)) speÃlnia warunek (§). Jest to cia̧g nieskończony o

wyrazach z Nn−1
0 . Przeczy to zaÃlożeniu indukcyjnemu.

Uzyskana sprzeczność dowodzi tezy lematu. ¤

Dowód twierdzenia. Ponieważ ft+1 = S(fi, fj)F jest niezerowa̧ reszta̧ z dzielenia

S(fi, fj) przez F = (f1, . . . , ft), wiȩc z algorytmu dzielenia wynika, że żaden jed-

nomian wielomianu ft+1 nie jest podzielny przez żaden z jednomianów LT(f1), . . . ,

LT(ft). W szczególności jednomian LT(ft+1) ma tȩ wÃlasność, to znaczy, LT(ft+1)

nie jest wielokrotnościa̧ żadnego z jednomianów LT(f1), . . . , LT(ft).

Gdyby algorytm Buchbergera nie zakończyÃl siȩ po skończonej liczbie kroków, to

otrzymalibyśmy cia̧g nieskończony jednomianów

LT(ft), LT(ft+1), LT(ft+2), . . . ,

w którym żaden wyraz nie jest wielokrotnościa̧ żadnego wyrazu wcześniejszego.

Na mocy lematu 5 jest to niemożliwe. ¤

5. Baza Gröbnera zredukowana.

Lemat 6. Niech f1, . . . , ft bȩdzie baza̧ Gröbnera ideaÃlu I i niech na przykÃlad

LT(f2) |LT(f1). Wtedy (f2, . . . , ft) również jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I.

Dowód. Z zaÃlożenia wynika, że ideaÃly 〈LT(f1), . . . , LT(ft)〉 oraz 〈LT(f2), . . . ,

LT(ft)〉 sa̧ równe. Zatem na mocy definicji bazy Gröbnera z twierdzenia 2 otrzy-

mujemy tezȩ. ¤

Bazȩ Gröbnera (f1, . . . , ft) ideaÃlu I nazywamy minimalna̧, jeżeli żadne LT(fi)

nie jest podzielne przez żadne LT(fj) dla j 6= i i jeżeli każdy jednomian LT(fi) ma

wspóÃlczynnik 1, LT(fi) = xai .

Z lematu 6 wynika, że każda̧ bazȩ Gröbnera można doprowadzić do postaci mi-

nimalnej usuwaja̧c odpowiednie wielomiany, a pozostaÃle mnoża̧c przez odpowiednie

elementy ciaÃla k.
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IdeaÃl może mieć kilka różnych minimalnych baz Gröbnera. Dlatego naÃlożymy na

bazy jeszcze jeden warunek:

(α) Żaden wyraz wielomianu fj nie jest podzielny przez żadne LT(fi) dla i 6= j.

Bazȩ Gröbnera minimalna̧ speÃlniaja̧ca̧ warunek (α) nazywamy baza̧ Gröbnera

zredukowana̧.

Twierdzenie 6. Każdy ideaÃl niezerowy I ma dokÃladnie jedna̧ (z dokÃladnościa̧ do

permutacji) bazȩ Gröbnera zredukowana̧.

Dowód. Istnienie. Niech f1, . . . , ft bȩdzie pewna̧ minimalna̧ baza̧ Gröbnera ideaÃlu

I. Wtedy jednomiany LT(fj) = xaj , 1 ≤ j ≤ t, sa̧ różne. Możemy przyja̧ć, że

xa1 > xa2 > · · · > xat .

Wtedy w wielomianie fj skÃladniki dalsze (prócz najwyższego) moga̧ być podzielne

przez xai tylko dla i > j. Zastȩpuja̧c f1 reszta̧ z dzielenia f1 przez (f2, . . . , ft),

nastȩpnie f2 reszta̧ z dzielenia f2 przez (f3, . . . , ft), itd. otrzymamy bazȩ Gröbnera

zredukowana̧ ideaÃlu I.

Jednoznaczność. Przypuśćmy, że f1, . . . , ft oraz g1, . . . , gu sa̧ zredukowanymi

bazami Gröbnera ideaÃlu I. Wtedy

LT(I) = 〈LT(f1), . . . , LT(ft)〉 = 〈LT(g1), . . . , LT(gu)〉.
Z minimalności tych baz Gröbnera wynika, że LT(fi) - LT(fj) dla i 6= j i podobnie

LT(gi) - LT(gj) dla i 6= j. To znaczy, że bazy LT(f1), . . . , LT(ft) oraz LT(g1), . . . ,

LT(gu) ideaÃlu jednomianowego LT(I) sa̧ minimalne.

Z wniosku 2 otrzymujemy wiȩc, że t = u oraz po odpowiedniej permutacji

LT(fj) = LT(gj) dla 1 ≤ j ≤ t.

Przypuśćmy, że fi 6= gi dla pewnego i. Wtedy jednomian LT(fi−gi) wystȩpuje w

wielomianie fi lub gi z niezerowym wspóÃlczynnikiem. Na przykÃlad niech jednomian

podobny do LT(fi−gi) wystȩpuje w wielomianie fi. Mamy oczywíscie LT(fi−gi) <

LT(fi).

Z drugiej strony jednomian LT(fi− gi) należy do ideaÃlu jednomianowego LT(I),

jest wiȩc podzielny przez pewien jednomian z bazy tego ideaÃlu:

LT(fj) |LT(fi − gi) dla pewnego 1 ≤ j ≤ t.

Zatem LT(fj) dzieli pewnien wyraz wielomianu fi różny od LT(fi). Przeczy to

definicji zredukowanej bazy Gröbnera.

Uzyskana sprzeczność dowodzi, że fj = gj dla 1 ≤ j ≤ t. ¤
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6. Modyfikacje algorytmu Buchbergera.

Tak wiȩc z punktu widzenia teorii wszystko jest jasne. Każdy niezerowy ideaÃl

pierścienia wielomianów k[x] ma bazȩ Gröbnera o dobrych wÃlasnościach, a nawet

dokÃladnie jedna̧ zredukowana̧ bazȩ Gröbnera. Znamy też algorytm, który pozwala

rozszerzyć dowolna̧ bazȩ ideaÃlu do pewnej jego bazy Gröbnera, a nastȩpnie tȩ bazȩ

zredukować.

Natomiast z praktycznego punktu widzenia pewne istotne pytania pozostaja̧

otwarte. Na przykÃlad:

1) Czy można tak zmodyfikować algorytm Buchbergera, aby go istotnie uprościć ?

2) Jak wybrać porza̧dek w zbiorze jednomianów, aby baza Gröbnera danego ideaÃlu

byÃla możliwie prosta ?

3) Jak zależy algorytm Buchbergera od porza̧dku w zbiorze jednomianów ? Jak

wybrać porza̧dek, aby dla danego ideaÃlu, a nawet jego ustalonej bazy, algorytm

Buchbergera byÃl możliwie prosty ?

Już nawet w przypadku wielomianów dwóch lub trzech zmiennych nie widać

prostych odpowiedzi na te pytania, choć jest sporo prac na ten temat.

Niech F = (f1, . . . , ft). Bȩdziemy pisali f →F 0, jeżeli istnieje taki ukÃlad wielo-

mianów a1, . . . , at, że

f = a1f1 + . . . + atft oraz deg(ajfj) ≤ deg f dla 1 ≤ j ≤ t.

Z wÃlasności algorytmu dzielenia wynika implikacja

fF = 0 =⇒ f →F 0. (9)

Implikacja odwrotna nie zachodzi, czego dowodzi nastȩpuja̧cy

PrzykÃlad. W zbiorze jednomianów z k[x, y] rozpatrzmy porza̧dek leksyko-

graficzny, gdzie x > y.

Przyjmijmy F = (xy+1, y2−1), f = xy2−x. Dziela̧c f przez F otrzymujemy

xy2 − x = y(xy + 1)− x− y.

Zatem reszta̧ z dzielenia jest fF = −x− y.

Mamy też xy2 − x = x(y2 − 1), a wiȩc f →F 0.
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Twierdzenie 7. W kryterium Buchbergera warunek S(fi, fj)F = 0 można zasta̧pić

przez warunek sÃlabszy S(fi, fj) →F 0.

Dowód. Z warunku Buchbergera korzystalísmy tylko w dowodzie lematu 4 i tam z

S(fi, fj)F = 0 wnosilísmy, że

S(fi, fj) = q
(ij)
1 f1 + . . . + q

(ij)
t ft,

gdzie deg(q(ij)
k fk) ≤ deg S(fi, fj) dla 1 ≤ k ≤ t.

Na mocy implikacji (9) do wycia̧gniȩcia tego wniosku wystarczyÃloby zaÃlożenie,

że S(fi, fj) →F 0.

W dowodzie twierdzenia 4 odwoÃlywalísmy siȩ tylko do lematu 4. ¤

Nastȩpuja̧cy lemat wskazuje, że warunek S(fi, fj) →F 0 czasem Ãlatwiej jest

sprawdzać niż warunek S(fi, fj)F = 0.

Lemat 7. Jeżeli F = (f1, . . . , ft) i dla pewnych i, j, i 6= j, mamy

gcd(LT(fi), LT(fj)) = 1,

to S(fi, fj) →F 0.

Dowód. Dla upraszczenia zapisu oznaczmy f = fi, g = fj . Ponadto niech

f = cxa + f ′, g = dxb + g′, gdzie cxa = LT(f), dxb = LT(g).

Mamy wiȩc

S(f, g) = dxbf − cxag = (g − g′)f − (f − f ′)g = f ′g − g′f.

Jeżeli f ′ = 0 lub g′ = 0, to teza jest oczywista. Niech wiȩc f ′g′ 6= 0. Mamy

LT(f ′g) = dxbLT(f ′), LT(g′f) = cxaLT(g′).

Przypuśćmy, że LT(f ′g) = LT(g′f). Wtedy, na mocy zaÃlożenia

gcd(LT(f), LT(g)) = gcd(cxa, dxb) = 1,

wnosimy, że cxa |LT(f ′), co nie może mieć miejsca.

Zatem LT(f ′g) 6= LT(g′f) i sta̧d

deg S(f, g) = max(deg(f ′g),deg(g′f)).
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Wobec tego S(f, g) →F 0. ¤

Niech F = (f1, . . . , ft) oraz LT(F ) := (LT(f1), . . . , LT(ft)). Określimy moduÃl

syzygii S(F ) ukÃladu F.

[syzygia (σύζυγoζ) – zwia̧zek maÃlżeński, jarzmo wia̧ża̧ce woÃly w uprzȩży].

Mianowicie

S(F ) := {S = (h1, . . . , ht) ∈ k[x]t :
t∑

j=1

hjLT(fj) = 0}.

Jest to moduÃl nad k[x].

Oznaczaja̧c przez ej wersor j-tej osi w k[x]t możemy zapisać S =
∑t

j=1 hjej .

Tak wiȩc S jest syzygia̧ dla F, jeżeli S ◦ LT(F ) = 0.

Mówimy, że syzygia S = (h1, . . . , ht) dla F jest jednorodna stopnia a, jeżeli S

jest ukÃladem jednomianów S = (c1xa1 , . . . , ctxat) oraz

deg(hjfj) = a lub hjfj = 0 dla 1 ≤ j ≤ t.

Jeżeli wiȩc LT(fj) = djxbj dla 1 ≤ j ≤ t oraz S = (c1xa1 , . . . , ctxat), to S jest

syzygia̧ jednorodna̧ stopnia a dla F, jeżeli

c1d1 + . . . + ctdt = 0 oraz a1 + b1 = . . . = at + bt = a.

Lemat 8. Każda syzygia S dla F = (f1, . . . , ft) jest suma̧ syzygii jednorodnych

dla F.

Dowód wymagaja̧cy nieco wyobraźni.

Niech LT(fj) = djxbj dla 1 ≤ j ≤ t i niech S = (h1, . . . , ht). Mamy wiȩc

h1d1xb1 + . . . + htdtxbt = 0.

Każdy wielomian hj jest suma̧ jednomianów. Wymnóżmy i zgrupujmy jednomiany

ustalonego stopnia a. Ich suma jest równa zeru. Mamy wiȩc

c1xa−b1 · d1xb1 + . . . + ctxa−bt · dtxbt = 0.

Zatem Sa := (c1xa−b1 , . . . , ctxa−bt) jest syzygia̧ jednorodna̧ dla F stopnia a i

oczywíscie S =
∑

a Sa. ¤

PrzykÃlad. Niech F = (f1, . . . , ft) i niech xa = lcm(LT(fi), LT(fj)) dla pew-

nych i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ t. Wtedy

Sij :=
xa

LT(fi)
ei − xa

LT(fj)
ej

jest syzygia̧ dla F. Jest to syzygia jednorodna stopnia a. Mamy też S(fi, fj) =

Sij ◦ F.
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Lemat 9. Niech F = (f1, . . . , ft), gdzie t ≥ 2. Wtedy każda syzygia S dla F ma

postać

S =
∑

1≤i<j≤t

uijSij , gdzie uij ∈ k[x].

Dowód. Wystarczy udowodnić lemat dla syzygii jednorodnych. Oczywíscie S ma

co najmniej dwie niezerowe wspóÃlrzȩdne:

cixai oraz cjxaj , gdzie ci, cj ∈ k∗, i 6= j.

Niech LT(fk) = dkxbk dla 1 ≤ k ≤ t. Z jednorodności S wynika, że ai + bi =

aj + bj =: a. Mamy wiȩc

xb := lcm(LT(fi),LT(fj)) = lcm(xbi ,xbj ) |xa.

Z określenia syzygii Sij wynika, że i-ta wspóÃlrzȩdna syzygii

S′ := S − cidixb−aSij

jest równa

cixai − cidixb−a · xa

LT(fi)
= cixai − cixb−bi = 0.

Ponadto wspóÃlrzȩdne o numerach różnych od i oraz j w obu syzygiach S i S′ sa̧

odpowiednio równe.

Tak wiȩc S′ jest syzygia̧ jednorodna̧ dla F i ma mniej niezerowych wspóÃlrzȩdnych

niż syzygia S. Po skończonej liczbie kroków otrzymamy wiȩc syzygiȩ zerowa̧. Wy-

nika sta̧d teza lematu. ¤

Wniosek. ModuÃl S(F ) syzygii dla F jest skończenie generowany. Jego zbiór ge-

neratorów jest zawarty w zbiorze syzygii Sij , gdzie 1 ≤ i < j ≤ t.

Lemat 10. Niech F = (f1, . . . , ft) i niech S bȩdzie baza̧ moduÃlu syzygii S(F )

zawarta̧ w zbiorze {Sij : 1 ≤ i < j ≤ t}. Jeżeli dla pewnych różnych wskaźników

1 ≤ i, j, k ≤ t zachodzi

LT(fk) | lcm(LT(fi), LT(fj)) (10)

oraz Sij , Sjk, Sik ∈ S, to S \ {Sij} też jest baza̧ moduÃlu S(F ).

Dowód. Niech xapq := lcm(LT(fp), LT(fq)) dla 1 ≤ p, q ≤ t, p 6= q.
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Mamy wiȩc

LT(fp) |xapq oraz LT(fq) |xapq . (11)

Wobec tego
LT(fk) | xaij na mocy (10),
LT(fi) | xaij na mocy (11),
LT(fj) | xaij na mocy (11).

Zatem
xaik = lcm(LT(fi), LT(fk)) | xaij

xajk = lcm(LT(fj),LT(fk)) | xaij

Z określenia mamy
Sij = xaij

LT(fi)
· ei − xaij

LT(fj)
· ej ,

Sik = xaik

LT(fi)
· ei − xaik

LT(fk)
· ek,

Sjk = xajk

LT(fj)
· ej − xajk

LT(fk)
· ek.

Jak dowiedlísmy, xaik |xaij , xajk |xaij , wiȩc obliczamy

xaij−aikSik − xaij−ajkSjk = Sij .

Wynika sta̧d teza lematu. ¤

7. Zastosowania baz Gröbnera.

Podamy najpierw kilka oczywistych zastosowań baz Gröbnera. Niech dana

bȩdzie baza Gröbnera F = (f1, . . . , ft) ideaÃlu I.

1. Pytanie: Czy wielomian f należy do ideaÃlu I?

Odpowiedź: Należy wykonać algorytm dzielenia f przez F. Jeżeli reszta z tego

dzielenia fF jest równa 0, to f ∈ I, i naodwrót.

2. Pytanie: Dany jest drugi ideaÃl I ′ i jego baza Gröbnera F ′ = (f ′1, . . . , f ′s). Czy

I = I ′?

Odpowiedź: Należy obie bazy Gröbnera F i F ′ zredukować. Jeżeli te bazy

zredukowane sa̧ równe (z dokÃladnościa̧ do porza̧dku), to I = I ′, i naodwrót.

Przejdziemy teraz do zastosowania baz Gröbnera do rozwia̧zywania równań wie-

lomianowych o wielu niewiadomych.

Mamy wiȩc ukÃlad równań f1 = . . . = ft = 0, gdzie fj ∈ k[x] dla 1 ≤ j ≤ t.

Jeżeli I = 〈f1, . . . , ft〉 oraz f ′1, . . . , f ′s jest inna̧ baza̧ ideaÃlu I, to oczywíscie zbiory

rozwia̧zań ukÃladów równań

f1 = . . . = ft = 0 oraz f ′1 = . . . = f ′s = 0
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sa̧ równe. Tak wiȩc zbiór rozwia̧zań danego ukÃladu równań nie zależy od wyboru

bazy ideaÃlu I.

Potrzebne nam jeszcze bȩdzie twierdzenie Hilberta o zerach.

Twierdzenie 8 (D. Hilbert). Niech I = 〈f1, . . . , ft〉, gdzie fj ∈ k[x] dla 1 ≤ j ≤ t,

i niech k bȩdzie algebraicznym domkniȩciem ciaÃla k.

Jeżeli wielomian f ∈ k[x] speÃlnia warunek:

Dla każdego a ∈ k
n
, jeżeli fj(a) = 0 dla 1 ≤ j ≤ t, to f(a) = 0,

to fr ∈ I dla pewnego r ∈ N.

Inaczej mówia̧c, jeżeli wielomian f znika w każdym zerze ideaÃlu I należa̧cym do

k
n
, to fr ∈ I dla pewnego r ≥ 1.

Dowód można znaleźć w każdym podrȩczniku geometrii algebraicznej. ¤

UkÃlad równań f1 = . . . = ft = 0, gdzie fj ∈ k[x] dla 1 ≤ j ≤ t, nazywamy

sprzecznym, jeżeli nie ma on rozwia̧zań w k
n
.

Z twierdzenia Hilberta o zerach wynika, że ukÃlad równań f1 = . . . = ft = 0 jest

sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy 1 ∈ 〈f1, . . . , ft〉.

Lemat 11. UkÃlad równań f1 = . . . = ft = 0 jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy,

gdy baza̧ Gröbnera zredukowana̧ ideaÃlu I = 〈f1, . . . , ft〉 jest (1).

Dowód. Jak wiemy, ukÃlad równań f1 = . . . = ft = 0 jest sprzeczny wtedy i tylko

wtedy, gdy I := 〈f1, . . . , ft〉 = k[x]. Baza̧ tego ideaÃlu jest (1). Jest to baza Gröbnera

zredukowana. ¤

Twierdzenie 9. Jeżeli F = (f1, . . . , ft) jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I pierścienia

wielomianów k[x1, . . . , xn] z porza̧dkiem leksykograficznym speÃlniaja̧cym x1 > x2 >

· · · > xn, to dla każdego m, 1 ≤ m ≤ n zbiór

Fm := F ∩ k[xm+1, . . . , xn]

jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu

Im := I ∩ k[xm+1, . . . , xn].

Dowód. Dokonuja̧c odpowiedniej permutacji zbioru F możemy przyja̧ć, że Fm =

(f1, . . . , fr).
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Mamy oczywíscie 〈f1, . . . , fr〉 ⊂ Im. Udowodnimy inkluzjȩ odwrotna̧. Niech

f ∈ Im. Dziela̧c f przez F otrzymamy

f = a1f1 + . . . + atft + 0,

ponieważ F jest baza̧ Gröbnera ideaÃlu I oraz f ∈ I.

Zauważmy, że dla r < j ≤ t jednomian LT(fj) jest podzielny przez pewne xi,

gdzie i ≤ m, ponieważ fj /∈ k[xm+1, . . . , xn]. Zatem żaden jednomian wielomianu f

nie jest podzielny przez LT(fj). Wobec tego przy wykonywaniu algorytmu dzielenia

wielomian fj nigdy nie byÃl wykorzystany. Wynika sta̧d, że aj = 0. Tak wiȩc

f = a1f1 + . . . + arfr + 0,

czyli fFm = 0.

Udowodnilísmy wiȩc, że Fm = (f1, . . . , fr) jest baza̧ ideaÃlu Im. Na mocy lematu 3

jest to baza Gröbnera, ponieważ fFm = 0 dla każdego f ∈ Im. ¤

Twierdzenie 10. UkÃlad równań f1 = . . . = ft = 0 ma skończona̧ liczbȩ rozwia̧zań

w k
n

wtedy i tylko wtedy, gdy ideaÃl I = 〈f1, . . . , ft〉 speÃlnia warunek

LT(I) = 〈xk1
1 , . . . , xkn

n , . . .〉

dla pewnych k1, . . . , kn ∈ N0.

Dowód. ⇒ Niech a(j) = (a(j)
1 , . . . , a

(j)
n ), 1 ≤ j ≤ s bȩda̧ wszystkimi rozwia̧zaniami

danego ukÃladu równań w k
n
. Ponieważ element a

(j)
i jest algebraiczny wzglȩdem

ciaÃla k, wiȩc istnieje taki niezerowy wielomian h
(j)
i ∈ k[x], że h

(j)
i (a(j)

i ) = 0.

Wtedy wielomian

hi(xi) := h
(1)
i (xi) · · ·h(s)

i (xi)

znika we wszystkich zerach a(j), 1 ≤ j ≤ s ideaÃlu I.

Z twierdzenia Hilberta o zerach otrzymujemy wiȩc, że hri
i ∈ I dla pewnego

ri > 0. Ponieważ hi jest wielomianem jednej zmiennej xi, wiȩc LT (hri
i ) = cxki

i dla

pewnego ki ≥ 0. Sta̧d xki
i ∈ LT(I).

⇐ Z zaÃlożenia wynika, że istnieje wielomian gi ∈ I speÃlniaja̧cy LT(gi) = xki
i , 1 ≤

i ≤ n. Z algorytmu dzielenia dowolnego wielomianu f ∈ k[x] przez ukÃlad G :=

(g1, . . . , gn) otrzymujemy taka̧ resztȩ r, w której żaden jednomian nie jest podzielny

przez żadne LT(gi) = xki
i dla 1 ≤ i ≤ n.
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Zatem r jest kombinacja̧ liniowa̧ jednomianów postaci

xm1
i · · ·xmn

n , gdzie 0 ≤ mi < ki dla 1 ≤ i ≤ n.

Takich jednomianów jest d := k1 · · · kn. Zatem przestrzeń liniowa k[x]/I ma wymiar

≤ d.

Wynika sta̧d, że zbiór d + 1 wielomianów 1, xi, x2
i , . . . , xd

i jest liniowo zależny

modulo I. To znaczy, że istnieje niezerowy wielomian hi ∈ k[xi] stopnia ≤ d

speÃlniaja̧cy hi ∈ I.

Zatem i-ta wspóÃlrzȩdna dowolnego zera ideaÃlu I jest pierwiastkiem wielomianu

hi. Wynika sta̧d, że liczba zer ideaÃlu I w k
n

nie przekracza dn. ¤

Wniosek 4. Dany jest ukÃlad równań f1 = . . . = ft = 0. Niech g1, . . . , gm bȩdzie

baza̧ Gröbnera ideaÃlu I = 〈f1, . . . , ft〉.
Ten ukÃlad równań ma skończona̧ liczbȩ rozwia̧zań w k

n
wtedy i tylko wtedy, gdy

∧

1≤i≤n

∨

1≤j≤m

LT(gj) = xri
i dla pewnego ri ≥ 0.

Dowód. Z definicji bazy Gröbnera mamy

LT(I) = 〈LT(g1), . . . , LT(gm)〉.

Teza wniosku wynika wiȩc z twierdzenia 10. ¤

Wniosek 5. Jeżeli ukÃlad równań f1 = . . . = ft = 0 ma skończona̧ liczbȩ rozwia̧zań

w k
n
, to istnieje równoważny mu ukÃlad g1 = · · · = gm = 0 w postaci “trójka̧tnej”,

tzn. speÃlniaja̧cy m ≥ n oraz dla 1 ≤ k ≤ n

gk = xrk

k + g′k dla pewnego rk > 0,

gdzie wielomian g′k nie zawiera zmiennych x1, . . . , xk−1.

Dowód. Rozpatrzmy dowolny porza̧dek w zbiorze jednomianów speÃlniaja̧cy x1 >

x2 > · · · > xn. Niech g1, . . . , gm bȩdzie baza̧ Gröbnera ideaÃlu I = 〈f1, . . . , ft〉.
Dokonuja̧c odpowiedniej permutacji tej bazy na mocy wniosku 4 można przyja̧ć,

że LT(gk) = xrk

k dla 1 ≤ k ≤ n.

Określaja̧c g′k = gk − xrk

k otrzymamy

LT(g′k) < LT(gk) = xrk

k < xj dla 1 ≤ j ≤ k.

Wobec tego wielomian g′k nie zawiera zmiennych x1, . . . , xk−1. ¤
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8. PrzykÃlady.

8.1. Twierdzenie Pappusa.

Twierdzenie 11 (Pappus z Aleksandrii, ok. 320 r.n.e.). Na pÃlaszczyźnie dane sa̧

dwie proste L i M i na każdej z nich po trzy punkty: A,B,C ∈ L oraz A′, B′, C ′ ∈
M.

Rozpatrzmy nastȩpuja̧ce proste Kj , K ′
j , j = 1, 2, 3, wyznaczone przez pary tych

punktów

A, B′ ∈ K1, A′, B ∈ K ′
1,

B, C ′ ∈ K2, B′, C ∈ K ′
2,

C, A′ ∈ K3, C ′, A ∈ K ′
3.

Rozważmy punkty przeciȩcia odpowiednich par prostych:

P ∈ K1 ∩K ′
1, Q ∈ K2 ∩K ′

2, R ∈ K3 ∩K ′
3.

Wtedy punkty P,Q, R sa̧ wspóÃlliniowe.

[Czytelnik zechce wykonać odpowiedni rysunek].

Dowód. Oznaczmy przez x1, . . . , x18 wspóÃlrzȩdne dziewiȩciu rozważanych punktów

A,B, C; A′, B′, C ′; P, Q, R.

W zaÃlożeniu mamy, że na każdej z ośmiu prostych

L, M, K1,K
′
1, K2,K

′
2, K3,K

′
3

sa̧ po trzy dane punkty.

Warunek wspóÃlliniowości trzech punktów

T = (t1, t2), U = (u1, u2), W = (w1, w2)

ma postać

f(T,U,W ) := det




1 t1 t2
1 u1 u2

1 w1 w2


 = 0.

Zatem zaÃlożenia twierdzenia Pappusa można zapisać jako ukÃlad ośmiu równań

kwadratowych o niewiadomych x1, . . . , x18 :

f(A,B, C) = 0, f(A′, B′, C ′) = 0, f(A,B′, P ) = 0, f(A′, B, P ) = 0,
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f(B, C ′, Q) = 0, f(B′, C, Q) = 0, f(A,C ′, R) = 0, f(A′, C, R) = 0.

Natomiast teza ma postać f(P, Q,R) = 0.

Przypuśćmy, że teza nie zachodzi. Można to zapisać wprowadzaja̧c jeszcze jedna̧

niewiadoma̧ x19 nastȩpuja̧co: x19 f(P,Q, R)− 1 = 0.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazać, że ukÃlad zÃlożony z ośmiu pocza̧tko-

wych równań i ostatniego równania jest sprzeczny. W tym celu wystarczy stwier-

dzić, że zredukowana baza Gröbnera ideaÃlu generowanego przez wielomiany wystȩ-

puja̧ce po lewych stronach tych dziewiȩciu równań jest równa (1).

Tȩ bazȩ znajduje komputer, jest to Ãlatwe ćwiczenie. ¤

8.2. Twierdzenie Erdősa.

Niech f ∈ k[x] speÃlnia f(0) 6= 0, gdzie k jest ciaÃlem charakterystyki 0. Py-

tamy, czy wielomian f2 może mieć “dużo mniej” niezerowych wspóÃlczynników niż

wielomian f?

DokÃladniej, niech nz(g) bȩdzie liczba̧ niezerowych wspóÃlczynników wielomianu

g i niech dla N = 1, 2, . . .

Q(N) := min{nz(f2) : nz(f) = N}.

W 1949 r, P. Erdős udowodniÃl, że istnieja̧ staÃle dodatnie C1, C2 speÃlniaja̧ce

Q(N) < C1 N1−C2 dla każdego N ≥ 1.

Zatem

inf
f

(
nz(f2)/nz(f)

)
= 0.

Można rozpatrywać analogiczne pytanie dla wielomianów o wszystkich wspóÃlczyn-

nikach niezerowych. Niech wiȩc

Q′(N) := min{nz(f2) : nz(f) = deg f + 1, deg f = N}.

Również w 1949 r. W. Verdenius udowodniÃl, że istnieje liczba dodatnia C speÃlnia-

ja̧ca

Q′(N) ≤ C N0.81072 dla każdego N ≥ 1.

Badano też liczby Q′(N) dla maÃlych wartości N. Podano przykÃlady wielomianów,

z których wynikaja̧ nastȩpuja̧ce oszacowania:
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A. Renyi (1947): Q′(28) < 28.

R. Freud (1973); A. Choudry (1988) : Q′(17) < 17.

D. Coppersmith, J. Davenport (Acta Arithmetica 58 (1991), 79–87) : Q′(12) ≤
12. Podali oni mianowicie nastȩpuja̧cy wielomian stopnia 12 o niezerowych wspóÃl-

czynnikach

P12(x) := (1 + 2x− 2x2 + 4x3 − 10x4 + 50x5 + 125x6)(1− 110x6),

którego kwadrat ma tylko 12 niezerowych wspóÃlczynników.

W pracy tej używaja̧c baz Gröbnera udowodniono też, że Q′(d) > d dla d ≤ 7.

Objaśnimy to na przykÃladzie wielomianów stopnia 3.

Niech wiȩc wielomian

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3

ma wszystkie wspóÃlczynniki różne od zera. Bez zmniejszenia ogólności można

przyja̧ć, że a0 = a3 = 1. Wtedy

f2(x) = 1 + 2a1x + (2a2 + a2
1)x

2 + 2(1 + a1a2)x3 + (2a1 + a2
2)x

4 + 2a2x
5 + x6.

Chcemy udowodnić, że wielomian f2 ma co najwyżej dwa wspóÃlczynniki równe

zeru. Moga̧ to być jedynie wspóÃlczynniki przy x2, x3 i x4.

Przypuśćmy, że wszystkie te wspóÃlczynniki znikaja̧. Prowadzi to do ukÃladu

równań (o niewiadomych a1, a2, b1, b2) :

2a2 + a2
1 = 0, 1 + a1a2 = 0, 2a1 + a2

2 = 0, a1b1 − 1 = 0, a2b2 − 1 = 0.

Znajduja̧c zredukowana̧ bazȩ Gröbnera ideaÃlu generowanego przez wielomiany wy-

stȩpuja̧ce po lewych stronach tych równań otrzymujemy (1). Zatem ukÃlad równań

jest sprzeczny. Wynika sta̧d, że Q′(3) ≥ 5.

Copperfield i Davenport udowodnili w ten sposób, że Q′(d) > d dla d ≤ 7.

Problem, czy Q′(d) > d również dla d = 8, 9, 10, 11 pozostaje otwarty. Stosuja̧c bazy

Gröbnera można go oczywíscie rozstrzygna̧ć, choć może to wymagać rozpatrzenia

dużej liczby ukÃladów równań.

Dygresja. Analogiczne pytanie można sformuÃlować też dla liczb naturalnych

zapisanych na przykÃlad w ukÃladzie dziesiȩtnym. Rozpatrujemy liczby naturalne m
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niepodzielne przez 10. Niech nz(m) bȩdzie liczba̧ cyfr liczby m różnych od zera.

Określamy analogicznie

Q(N) := min{nz(m2) : nz(m) = N}

Q′(N) := {nz(m2) : m ma N + 1 cyfr i wśrod nich nie wystȩpuje 0}.

Nie znam żadnych nietrywialnych oszacowań liczb Q(N) i Q′(N), choć nietrudno

znajdować przykÃlady liczb naturalnych niepodzielnych przez 10, których kwadraty

maja̧ dużo zer.

Na przykÃlad
322 = 1024,
3172 = 100489,
31632= 10004569.

Rekordowy znany mi wynik jest nastȩpuja̧cy. Liczba

m = 4472135954999579392819

ma 22 cyfry, a liczba m2 ma 44 cyfry, z których 26 jest równych 0.

Zatem Q(22) ≤ 18, Q′(21) ≤ 18.

Tutaj nie widać, jak zastosować bazy Gröbnera, ponieważ cyfry liczby m2 nie sa̧

wielomianami od cyfr liczby m.

Nie wiadomo, czy dla liczb naturalnych zachodza̧ twierdzenia analogiczne do

twierdzeń Erdősa i Verdeniusa.


