Wersja z 17 kwietnia 2007 r.

Bazy Grobnera
JERZY BROWKIN

Bazy Grobnera sa to pewne bazy idealéw pierscienia k[x1,... ,x,], gdzie k jest
cialem. Takie bazy pozwalaja okresli¢ dzielenie z reszta w przypadku wielomianéw
wielu zmiennych, a takze rozwiazywaé¢ uklady réwnan wielomianowych o wielu

niewiadomych.

Bazy Grobnera zostaly wprowadzone przez H. Hironake w 1964 r. pod nazwa
“standard bases” w pracy o usuwaniu osobliwosci zbioréw algebraicznych. Bruno
Buchberger wprowadzit je niezaleznie w swojej rozprawie doktorskiej w 1966 r. i
nazwal je bazami Grobnera od nazwiska swojego promotora Wolfganga Grobnera
(1899-1980). Podobne idee mozna znalezé duzo wezesniej, na przykltad w pracy

Paula Gordana z teorii niezmiennikéw z 1900 r.

1. Definicja bazy Grobnera.

Niech I bedzie ideatem pierscienia k[x|, gdzie x = (z1,... ,x,) i niech B bedzie
zbiorem generatoréw ideatu I. Piszemy wtedy I = (B).

Mamy wiec
I={aiby+...+ab, :7>0, a; €k[x], bje Bdlal<j<r}.

Kazdy zbiér generatoréw idealu nazywamy tez jego baza.
W tej sytuacji nie mozemy powiedzie¢, ze B jest lub nie jest baza Grobnera

ideatu 7. Musimy sytuacje bardziej sprecyzowac.

Pierscien k[x] jest przestrzenia liniowa nad ciatem k, jej baza liniowa jest zbidr
wszystkich jednomianéw z§! ---zo» =: x?, gdzie a = (ay,... ,a,) i kazde a; jest

nieujemne. Kazdy wielomian f € k[x] ma wiec jednoznaczny zapis w postaci sumy
f= anxa, gdzie cg €k,
a

w ktérej prawie wszystkie wspétczynniki cy sa rowne zeru, zas a przebiega elementy

zbioru Nj, gdzie Ng = N U {0}.

Typeset by ApMS-TEX
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Aby zapisywaé sktadniki wielomianu f (jednomiany cax®) w okreslonej kolej-
noéci, wprowadzimy pewien porzadek liniowy < w zbiorze jednomianéw x2, lub,
co na jedno wychodzi, w zbiorze N{. Z@damy, aby porzadek ten spelnial warunek
(%) Jezeli x < xP, to x2+C€ < xP+€  dla kazdego c € NI
Zadamy ponadto, aby byt to porzadek dobry, to znaczy, aby w kazdym niepustym

zbiorze jednomianéw byl element najmniejszy w sensie tego porzadku.

Przyklady. 1. Porzadek leksykograficzny <jex:
a <jex b, jezeli pierwszy niezerowy wyraz ciagu a — b jest ujemny.
Na przykiad

1 <lex Tn <lex *** <lex T2 <lex L1,
T <lex 11 dla kazdego k € N.

Wedtug porzadku leksykograficznego sa ustawione wyrazy w stowniku. Jezeli
przyjmiemy, ze a < b < ¢ < --- < z, to wyrazy w stowniku sa uporzadkowane

rosnaco.

2. Porzadek <grex ze wzgledu na stopienl, a przy réwnych stopniach — leksyko-
graficznie (graded lex order) :

Na przykiad 1 < 2 < 21 < a:% < T1T0 < x% oraz :1:% < r1T3.

3. Porzadek <yt wyznaczony przez wage :

Ustalamy liczby rzeczywiste dodatnie uq, ... ,u, liniowo niezalezne nad cialem
liczb wymiernych Q. Okreslamy wage jednomianu wt(x?) := ajui + ... + apUy,.
Tak wiec wt(z;) = u;.

Przyjmujemy

x? <t Xb, jezeli wt(x?) < Wt(xb).
4. Porzadek <greviex (graded reverse lex order):

xa <grevlex Xb, jezeli stopienn x2 jest mniejszy niz stopieni Xb, lub stopnie sa

réwne i ostatni niezerowy wyraz ciagu a — b jest dodatni.

Na przykiad

<z, < - <z <11 oraz x1x3<x§.

5. Porzadek <inylex (inverse lexicographic) :

a <invlex b, jezeli ostatni niezerowy wyraz ciagu a — b jest ujemny.
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Na przykiad

<o <z <+ < zp, oraz m’f<x2 dla kazdego k € N.

Zadania. 1. Dowies¢, ze porzadki <jex, <grlex Oraz <yt spelniaja warunek ()
i sa dobrymi porzadkami. Czy porzadki <jex i <griex Sa Wyznaczone przez pewne
wagi 7

2. Dowiesé, ze porzadek liniowy < spetiajacy warunek (k) jest dobry wtedy i
tylko wtedy, gdy x® > 1 dla kazdego a # 0.

3. Dowies¢, ze liczba réznych porzadkéw jest nieprzeliczalna.

4. Dowies¢, ze dla n = 2 porzadki <griex 0raz <greviex 53 rOwne.

W dalszym ciagu < bedzie ustalonym dobrym porzadkiem w zbiorze jedno-
mianéw speliajacym warunek (x). Pozwala to ustawié¢ sktadniki kazdego wielo-

mianu w porzadku malejacym:
f=cox® +cx® + ..+ x? (1)

gdzie ¢; € k*, oraz x30 > x31 > ... > xr,

Jednomian cox?° nazywamy najwyzszym wyrazem wielomianu f i oznaczamy
przez LT(f), (LT = leading term). Pozostate jednomiany c¢;x?7, j > 0, nazywamy
dalszymi wyrazami wielomianu f. Jezeli f = 0, to symbol LT(f) nie jest okreslony.

Stopienn wielomianu niezerowego f danego wzorem (1) okreslamy nastepujaco:

deg f = ap € Nj.

Zadania. 1. Dowies¢, ze jezeli f,g € k[x], fg # 0, to LT(fg) = LT(f) - LT(g).
2. Dowiesé, ze dla fg # 0 mamy albo LT(f)-g = LT(g) - f, albo

LT(LT(f)- g~ LT(g) - f) < LT(f) - LT(g).
3. Udowodni¢ zwykle wiasnosci stopnia wielomianu:
deg(fg) = deg f + degyg,

deg(f +g) < max(deg f,degg),  jezeli f+g#0,
a jezeli deg f # deg g, to w tym wzorze zachodzi réwnosc.

Potrzebne nam jeszcze bedzie twierdzenie Hilberta o bazie.
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Twierdzenie 1 (D. Hilbert, 1890). Kazdy ideat I pierscienia wielomiandw k[X]
ma skonczony zbior generatorow.
Doktadniej, w kazdym zbiorze generatorow tdeatu I istnieje taki podzbior skon-

czony, ktory generugje I.

Dowdd mozna znalezé w kazdym podreczniku algebry. O

Nastepne definicje i lematy nie wymagaja zalozenia, ze w zbiorze jednomianéw
x2 jest okreélony porzadek.
Ideat I pierscienia k[x| nazywamy jednomianowym, jezeli ma on baze zlozona

z jednomianéw. Na mocy twierdzenia Hilberta ma on baze zlozona ze skonczonej

liczby jednomianéw I = (x21,... x&r).
Méwimy, ze jednomian x2 jest podzielny przez jednomian Xb, jezeli istnieje taki
jedniomian x€, ze x2 = xP . xC. Piszemy wtedy xP | x2. Ta relacja podzielnosci

okresla odpowiednig relacje podzielnosci w zbiorze Njj. Przyjmujemy mianowicie,
ze bla, jezeli xP | x2.
Mamy oczywiscie

(b1,...,bn) | (a1,...;an) & bj<a; dla 1<j5<n.

Relacja podzielnosci okresla czesciowy porzadek w zbiorze jednomianéw i w zbiorze
NG . Jezeli w zbiorze jednomianéw jest okreslony réwniez porzadek < spelniajacy
warunek (x), to relacja podzielnosci jest stabsza niz relacja porzadku :

xP | x2, b xa

Jezeli to x

Za pomoca relacji podzielnos$ci mozna okresli¢ najwiekszy wspdlny dzielnik (ged) i

najmniejsza wspdlng wielokrotno$é (Iem) dwoéch jednomianéw.

Mianowicie, ged(x2, Xb) = x©, jezeli
(1) x®|x? i XC|Xb,
(44) xd|xa i xd|xb = xd|xc.
Podobnie okresla sie najmniejsza wspolna wielokrotnosé.
Zadania. 1. Udowodni¢, ze jezeli a = (ay,... ,a,), b= (b1,... ,by), to
ged(x®,xP) = xC€, gdzie c= (min(ar,b1), ..., min(an,by)),
lcm(xa,xb) =x4, gdzie d= (max(aq,b1),...,max(an,by)).
2. Udowodni¢ implikacje
xa\xb i xb\xc = x?|x
xa|xb i xb|xa = x2=xP.
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b

Lemat 1. Jezeli wielomian f = Zj cjx"i, gdzie ¢; € k¥, nalezy do ideatu jedno-

mianowego I = (x?1,... x3"), to kazdy jednomian xP

a;

i wystepujacy w wielomianie

f jest podzielny przez pewien jednomian x

Dowdd wymagajacy troche wyobrazni. 7 zalozenia mamy
T
FOO) = hm(x)-x*,
m=1

gdzie h,,(x) € k[x] dla 1 < m < r. Zatem strona prawa tej réwnosci, po wymno-

zeniu, jest suma jednomianéw, z ktérych kazdy jest podzielny przez pewne x2m.

Po lewej stronie wystepuje jednomian xPi . Taki jednomian musi wiec wystapic
réwniez po stronie prawej, by¢ moze wielokrotnie i z réznymi wspolczynnikami.

Biorac pod uwage jeden taki skltadnik po prawej stronie otrzymujemy teze. U

Whniosek 1. Jezeli I jest ideatem jednomianowym pierscienia k[x|, to bazg prze-

strzeni liniowej k[x|/1 jest zbidr wszystkich jednomiandw nie nalezgcych do I.

Dowdd. Niech T = (x?1,... ,x?). Z lematu 1 wynika, ze wielomian nalezy do
I wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wystepujacy w nim jednomian jest podzielny
przez pewien jednomian x2i, 1 < j < r. Zatem zbiér wszystkich jednomianéw
podzielnych przez co najmniej jeden jednomian x®i jest baza przestrzeni I.

Baza przestrzeni k[x] jest zbiér wszystkich jednomianéw. Wynika stad, ze baza
przestrzeni k[x|/1 jest zbior tych jednomianéw, ktére nie nalezg do 1. O

A ., x? idealu jednomianowego nazywamy minimalna, jezeli x2¢ nie

Baze x
dzieli x% dla 1 <14,j5 <, i # j.

a;
y e

Oczywiscie kazda baza x ., x? idealu jednomianowego zawiera baze mini-

malna.

Whniosek 2. Baza minimalna ideatu jednomianowego jest tylko jedna z doktadnos-

cig do porzqedku.

Dowéd. Niech x®1, ... x® oraz xP1. ... xPs beda bazami minimalnymi pewnego
idealu jednomianowego. Udowodnimy, ze kazdy element pierwszej bazy wystepuje
w drugiej bazie i naodwrot.

Wezmy element x& z pierwszej bazy. Na mocy lematu 1 otrzymujemy xP; | x&i
dla pewnego j i podobnie x2* |xbﬂ' dla pewnego k. Zatem x2+ | x&i i z minimalno$ci

pierwszej bazy otrzymujemy, ze k = i.
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a | xP;. Stad x® = xPi. Oczywidcie tez elementy

Mamy wiec xPs | x& oraz x

kazdej z tych baz sa rézne. O

Niech I bedzie idealem niezerowym pierscienia k[x| i niech < bedzie ustalonym
dobrym porzadkiem w zbiorze jednomianéw speliajacym warunek (x). Okreslamy
ideat

LT(I) := (LT(f) : feI, f+#0).

Na mocy twierdzenia Hilberta ma on baze skonczona:
LT(I) = (LT(g1),... ,LT(gr)), gdzie gjel, dla 1<j<r.

Twierdzenie 2. Jezeli I jest idealem niezerowym pierscienia k[x] oraz LT(I) =

(LT(g1),-..,LT(gr)) dla pewnych g; € I, to g1,... g, jest bazq ideatu I.

Dowdd. Oczywiscie (g1,...,9r) C I. Udowodnimy inkluzje odwrotna.

Przypu$émy, ze istnieje wielomian f € I, ktéry nie nalezy do (¢1,...,9r).
W zbiorze takich wielomianéw istnieje wielomian najnizszego stopnia, poniewaz
porzadek w zbiorze jednomianéw jest dobry.

Z okreslenia ideatu I wynika, ze jest to ideal jednomianowy oraz LT(f) € LT(I).
Stad na mocy lematu 1 jednomian LT(f) jest podzielny przez jednomian LT(g;)
dla pewnego 7. Mamy wiec LT(f) = cxbLT(gi), gdzie ¢ € k*, b € Np.

Poniewaz mnozenie przez jednomian zachowuje porzadek sktadnikéw wielomia-
nu, wiec

LT(cxb gi) = cxP LT(g;) = LT(f).
b

Wobec tego najwyzsze wyrazy wielomianéw f oraz cx" g; sa rowne, a zatem

deg(f — cxP gi) < deg f. Ponadto f — cxP gi ¢ {91, ... ,9r), poniewaz wielomian f

b

nie nalezy do ideatu (gi,... ,g,), i oczywiscie f —cxP g; € I.

b

Tak wiec wielomian f —cx" g; ma te same wtasnosci co wielomian f i ma nizszy
od niego stopien. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze taki wielomian f nie istnieje.

Wynika stad teza twierdzenia. U

Definicja. Niech I bedzie idealem niezerowym pierscienia k[x]. Skoriczony zbidér

wielomianéw g1, ... ,g, € I nazywamy baza Grobnera tego ideatu, jezeli LT(I) =
(LT(g1),--- ,LT(g))-

Powyzsze twierdzenie uzasadnia uzycie tu wyrazu “baza”. Jak stwierdziliSmy

wyzej, kazdy niezerowy ideal pierscienia k[x| ma baze Grobnera.
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Baza Grobnera idealu nie jest wyznaczona jednoznacznie, poniewaz dolaczajac

do niej dowolny niezerowy element tego ideatu otrzymamy znéw baze Grobnera.

2. Algorytm dzielenia z reszta.

Nadal zakladamy, ze w zbiorze jednomianow jest okreslony dobry porzadek
spelniajacy warunek (x).

Mamy skonczony ciag niezerowych wielomianéw F' = (f1,... , f;) oraz wielomian
f € k[x]. Okreslimy nastepujacy algorytm dzielenia f przez F.

Rozwazamy réwnosci postaci:
f=aifi+...+tafi+(r+s), (2)

gdzie aj,r, s € kx|, deg(a;f;) <degfdlal<j <t degs <degf, degr <degf.
Sytuacja poczatkowa: a1 =...=a; =1r=0, s = f.
Sytuacja konicowa: s = 0 oraz (r = 0 lub zaden jednomian wielomianu r nie jest

podzielny przez zaden jednomian LT(f;) dla 1 < j <t1).

Algorytm prowadzacy od sytuacji poczatkowej do koncowej:

1) Jezeli jednomian LT(s) jest podzielny przez pewien jednomian LT(f;), to
bierzemy najmniejsze j o tej wiasnosci. Mamy wiec LT(s) = xP -LT(f;). Dokonu-
jemy nastepujacych zmian we wzorze (2):

— b
aj = a; +cx-,

szzs—cxb-fj.
Pozostate a; oraz r nie ulegaja zmianie.
Mamy deg(s — exP . fj) = deg(s — LT(s)) < degs. Zatem stopienl wielomianu s
sie¢ zmniejszyl, lub s = 0.
Mamy tez deg((a; + cxb) - fj) = deg(a;f; + xP . fj) < degf, poniewaz
deg(cxb - f;) = degs < deg f.
2) Jezeli jednomian LT(s) nie jest podzielny przez zaden jednomian LT(f;) dla

1 < j <'t, to dokonujemy nastepujacych zmian we wzorze (2):

s:=s—LT(s),
r:=r+ LT(s).

Zadne a; nie ulega zmianie. Oczywiscie stopien wielomianu s si¢ zmniejszyl, a

wielomiany a; f; pozostaly bez zmian.
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Poniewaz w kazdym kroku algorytmu stopien wielomianu s sie zmniejsza, wiec
po skonczonej liczbie krokéw dojdziemy do sytuacji koncowej.

Udowodnilismy wiec

Lemat 2. Jezeli F' = (f1,...,f:) jest skoriczonym ciggiem wielomiandw nieze-
rowych i f € k[x], to istniejg takie wielomiany aq, ... ,as,r Ze
(i) f=arfi+...+afsr+r,

(i1) deg(ajf;) <degf dlal <j<t, degr < degf,

(ii) r =0 lub Zaden jednomian wielomianu r nie jest podzielny przez Zaden z jedno-

mianow LT(f;), 1 <j <t

Wielomian r otrzymany w wyniku zastosowania tego algorytmu nazywamy reszta
z dzielenia wielomianu f przez ciag wielomianéw F' = (fy,... , f;) i oznaczamy przez
.
Ten algorytm dzielenia jest niedoskonaly z nastepujacych wzgledow:
1)  Jezeli F’ jest permutacja ciagu F, to reszty z dzielenia wielomianu f przez F
i przez F’' moga by¢ rézne.
2)  Jezeli wielomian f nalezy do idealu I = (f1,...,f:) generowanego przez
wyrazy ciagu F' = (f1,..., ft), to reszta z dzielenia f przez F moze by¢ rézna

od zera, cho¢ oczywiscie f =0 (mod I).
Zadanie. Znalez¢ przyklady ilustrujace 1) i 2).

Udowodnimy, ze jezeli F' jest baza Grobnera, to dzielenie przez F' nie ma tych

wad, a nawet ma jeszcze szereg zalet.

Twierdzenie 3. Jezeli ' = (f1,..., ft) oraz F' = (f{,,...,f.) s¢ bazami Grib-
nera ideatu I, to dla kazdego wielomianu f € k[X] reszty z dzielenia f przez F i
przez F' sq réwne. W szczegdlnosci reszta nie ulega zmianie przy permutowaniu
wyrazow bazy Grobnera.

Ponadto f € I wtedy i tylko wtedy, gdy reszta z dzielenia f przez F jest rowna

ZETU.

Dowdd. Wykonujac algorytm dzielenia f przez F i przez F’ otrzymujemy réwnosci

f=afit...tafi+r,
(3)
f=afi+.. . +af,+7
gdzie zaden z jednomianéw wielomianu r nie jest podzielny przez zaden z jedno-

mianéw LT(f;) lub » = 0 i podobnie zaden z jednomianéw wielomianu 7’ nie jest

podzielny przez zaden z jednomianéw LT(f}) lub r’ = 0.
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Odejmujac stronami réwnosci (3) otrzymamy, ze r — r’ € I. Przypusémy, ze
r # r’. Wtedy jednomian LT (r — 7’) wystepuje w wielomianie r lub w wielomianie
r’, by¢ moze z innym niezerowym wspolczynnikiem.
Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze jednomian podobny do LT (r —r’) wystepuje
w wielomianie 7.
Mamy wiec
LT(r - ') € LT(I) = (LT(f1),.... ,LT(f,))

poniewaz f1,..., f; jest baza Grobnera ideatu I. Ideal LT(7) jest jednomianowy, a
zatem jednomian LT (r — ') jest podzielny przez pewien jednomian LT(f;). Wobec
tego pewien jednomian wielomianu 7 tez jest podzielny przez LT(f;).

Reszta z dzielenia nie moze mie¢ tej wlasnosci. Uzyskana sprzecznosé dowodzi,

zer=r'.
Dla dowodu ostatniej czesci twierdzenia zauwazmy, ze jezeli f € I = (f1,..., fi)
oraz r jest reszta z dzielenia f przez F' = (f1,...,f:), tor € I.

Jezeli r # 0, to LT (r) € LT(I) = (LT(f1),...,LT(f:)). Zatem jednomian LT(r)
jest podzielny przez pewien jednomian LT(f;). Przeczy to okresleniu reszty z dzie-

lenia. Zatem r = 0. O

3. Warunek Buchbergera.

Podamy warunek réwnowazny temu, ze F' = (f1,...,f:) jest baza Grobnera
ideatu I generowanego przez F. Warunek ten pozwala rozstrzygnaé¢ w skonczonej
liczbie krokéw, czy dany skoriczony zbiér generatorow ideatu jest jego baza Grob-
nera.

Na mocy okreslenia zbiér wielomianéw f1, ... , f; jest baza Grobnera ideatu I =
(f1,---, ft) wtedy i tylko wtedy, gdy LT(I) = (LT(f1),...,LT(f:)). Z lematu 1
wynika, ze ta réwnos$é¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego f € I, f # 0,
jednomian LT(f) jest podzielny przez pewien jednomian LT(f;).

Jeszcze inny réwnowazny warunek podaje nastepujacy

Lemat 3. Niech I = (f1,..., fi). Jezeli dla kaZdego f € I istniejg takie wielomiany

ai,...,as € k[x], ze
f=aifi+...+afr, gdzie deg(a;f;) <degf dla 1<j<t, (4)

to f1,..., ft jest bazqg Gréobnera ideatu I.
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Na odwrot, kazda baza Grobnera ma te wtasnosé.

Dowdd. 7 (4) wynika, ze LT(f) = LT (a;f;) dla pewnego j. Zatem LT(f;) | LT(f).

Wobec tego, na mocy powyzszej uwagi, f1,..., f; jest baza Grobnera ideatu I.
Na odwrét, jezeli F' = (f1,..., ft) jest baza Grobnera ideatu I, to algorytm

dzielenia f przez F' daje wzor (4). d

Niestety, ten lemat jest malo uzyteczny, poniewaz wymaga zbadania wszystkich
wielomianéw f € I. Bedziemy chcieli nieco ostabi¢ warunek (4), dbajac jednak o

to, aby fi,..., f; bylo nadal baza Grobnera.

Krok 1.

Przypusémy wiec, ze I = (f,... , f) oraz, ze wielomian f € I ma przedstawienie
f=a1fi +...4+ afy, ktére nie spelnia warunku (4). To znaczy deg(a, f;) > deg f
dla pewnego j.

Permutujac odpowiednio ciag (f1, ... , fi) mozemy zalozy¢ bez zmniejszenia og6l-

nosci, ze deg(ay f1) > deg f, a nawet dokladniej, ze
w:=deg(aif1) = ... = deg(am fm) > deg(a;f;) dla j>m oraz w > degf.

Niech LT(a;) = ¢;x%, LT(f;) = d;jxVi dlal < j < m. Wtedy w = uj+v; > deg f
dla 1 <5 < m i wobec tego

cidi+ ...+ emdy, = 0. (5)
Przyjmijmy g := LT (a1)f1 + ... + LT (am) frm. Wtedy wielomian
(a1fi+...+amfm)—g= (a1 —LT(a1))f1+ ...+ (am — LT(am)) fim

jest suma sktadnikéw stopni mniejszych od deg(aq f1) = w. Wobec tego
t
f=g+ Z a’ fy, gdzie deg(a) f;) < w.
j=1

Na mocy przyjetych oznaczen mamy
g= Clxul f1 + ...+ CmXumfm = Cldl -xW fl/dl + ...+ Cmdeumfm/dm

(6)
=cidy g1+ ...+ cmdm - Gm,

gdzie g; = xW f;/d;.
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Zastosujemy tozsamos¢ Abela:
XYi+...+ XY,
=X1(Y1 = Y2) + (X1 + Xo)(Yo — Y3) + (X1 + Xo + X3) (Y3 — Y))
+.o o+ X1+ X4+ X)) Y1 = Yo + (X + Xo+ ...+ X)) Y.

Podstawiajac w niej X; = ¢;d;, Y; = ¢g; na mocy (5) i (6) otrzymamy
g = c1di(g1—g2)+(c1d1+c2d2)(g2—g3) +. ..+ (c1di+. ..+ cm—1dm—1)(Gm—1—Gm)-

Tak wiec udowodnili$my, ze jezeli wielomian f € I = (f1, ..., f;) ma przedstawienie

f=a1fi+...+afs,

gdzie w = maxdeg(a; f;) > deg f, to f ma tez przedstawienie

f= Y cjlgi—g)+ @ fi+...+aifo), (7)

1<i<j<t

gdzie c;; € k oraz max; deg(a}f;) < w, a wielomiany g; = xW f;/d; naleza do
ideatu I.

Krok 2.

Zasadnicza trudnos¢ przedstawiaja tu wielomiany g; — g;. Przyjrzyjmy si¢ im
dokladniej.

Przy powyzszych oznaczeniach mamy
g5 =X fj/dy = xWVI [ /dx¥r = xW f; /LT(f;).

Wobec tego
gi = g5 = X ([i/UT () = f;/LT(f;) ) ®)
gdzie LT(f;) | xW oraz LT(f;) |x"V, zatem lcm(deg f;, deg f;)|w.
Ogdlniej, dla dowolnej pary niezerowych wielomianéw f/, f” € k[x] okreslamy
wielomian S(f’, f"’), zwany ich S-wielomianem, albo ich syzygia.
[Wyraz “syzygia” w astronomii oznacza koniunkcje lub opozycje dwéch cial

niebieskich wzgledem Stonca. Na przyktad Ziemia i Ksiezyc tworza syzygie w czasie

nowiu lub peti Ksiezyca].
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Mianowicie przyjmujemy

x2 x2

S(flvf//):LT(f/) 'f/_m'f”?

gdzie a = lem(deg f/,deg f”). Mamy S(f', f") € (f', f") oraz deg S(f', f") < a,
poniewaz S(f’, f") jest réznica dwéch wielomianéw o tym samym najwyzszym

wyrazie x2.

Wobec tego z (8) otrzymujemy

gi —9g; = x W& S(fi, fi), gdzie a;; =lcm(deg f;, deg f;).
Stad
deg(gi — g;5) = (W — ay;) +deg S(fi, f;) < (W —aj;) +a; = w.
Krok 3.
Zalézmy, ze jest spelniony

Warunek Buchbergera (dotyczacy bazy F' = (f1,..., ft) idealu I). Dla dowol-
nych i,j, gdzie 1 < i < j <t, reszta z dzielenia wielomianu S(f;, f;) przez F jest
rowna zeru:

S(fi, f)¥ =0 dla 1<i<j<t.
Z lematu 3 wyprowadzimy

Lemat 4. Jezeli I = (f1,..., ft) oraz f € I ma postaé
f=aifi+...+afs, gdzie w :=maxdeg(a;f;) > deg f
J
oraz cigg F = (f1,..., ft) spetnia warunek Buchbergera, to f ma teZ postaé

f=bifi+...+bfe, gdzie maxdeg(b;f;) < w.
j

Dowdéd. Jak wiemy, zachodzi wzor (7):
t
f= > cijlgi—gi)+ Y apf, (7)
1<i<j<t k=1

gdzie ¢;; € k oraz maxy, deg(a}, fr) < w.

Ponadto z zatozenia mamy S(f;, f;)¥ = 0, a wigc na mocy algorytmu dzielenia

S f) =dP fr+ .+ 47 £,
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gdzie
deg(q\7) fi) < deg S(fi, f;) < lem(deg f;, deg f;) = ai;.

Wobec tego

gi — g] _XW a”S(fufJ W iy Zq(w) k>

gdzie deg (x < w- a”q fk) < degw.
Z (7) otrzymujemy wiec

t t
N (D R Y
k=1 \ 1<i<j<t k=1
i stopien kazdego wielomianu
1<i<j<t

jest mniejszy od w. ]

Stosujac najpierw wielokrotnie lemat 4 dla zmniejszenia wartosci liczby w :=
max; deg(a; f;), a nastepnie, po osiagnieciu w < deg f, stosujac lemat 3, otrzymu-
jemy
Twierdzenie 4 (Kryterium Buchbergera). Jezeli F' = (f1,...,ft), I = (F) i

spetniony jest warunek Buchbergera
S(fi, f)¥ =0 dla 1<i<j<t,
to F jest bazg Grobnera ideatu 1.
Na odwrdét, kazda baza Grobnera spetnia warunek Buchbergera.
Dowaéd. Niech f € I. Jak stwierdziliémy wyzej, wielokrotne zastosowanie lematu 4

daje przedstawienie

f=pifi+...+pfs, gdzie m?xdeg(pjfj) < deg f.

Wobec tego z lematu 3 wynika, ze F' jest baza Grobnera ideatu I.

Na odwrét, jezeli F' jest baza Grobnera idealu I, to na mocy twierdzenia 3 z
S(fi, fi) € (fi, f;) € I wynika, ze S(f;, fj)¥ = 0. Spelniony jest wigc warunek
Buchbergera. U
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Przyklad. W pierscieniu k[x1, z2] rozpatrzmy porzadek <gex spemiajacy zo <
x1. Niech I bedzie idealem generowanym przez zbiér wszystkich wielomianéw sy-

metrycznych. Mamy wiec I = (z1 + x2, x122).

1) Czy fi1 = x1 + x2, fo = x122 jest baza Grobnera ideatu 17
Mamy 1, z122 € LT(I). Ponadto 23 = xo(x1+22)—2129 € I. Zatem 23 € LT([).
Jednak z3 ¢ (w1,z122) = (LT(f1),LT(f2)). Wobec tego fi, fo nie jest baza

Grobnera ideatu 1.

2) Czy f1 = x1 + 2, f3 = o3 jest baza Grobnera ideatu I 7
Sprawdzimy, czy F' = (f1, f3) spelia warunek Buchbergera. Mamy

a := lem(deg f1,deg f3) = lem( (1,0), (0,2)) = (1,2).

Wobec tego

_.af N fs N ofmitm a4
S(f1,f3) =x (LTfl_LTf3>_$1x2< - x%>—x2.

Stosujac algorytm dzielenia wielomianu S(fi, f3) = x5 przez ciag F' = (f1, f3) =

(71 + w2, ¥3) otrzymujemy reszte zero, poniewaz f3 = x3 dzieli S(f1, f3) = 3.
Zatem speliony jest warunek Buchbergera i na mocy twierdzenia 4 fi, f3 jest
baza Grobnera ideatu 1.
Wynika stad, ze LT(I) = (LT(f1),LT(f3)) = (w1, x3).

Zadania. Niech [ bedzie idealem z powyzszego przykladu.

1. Znalez¢ wszystkie bazy Grobnera ideatu I zlozone z dwéch wielomianéw.

2. Dla kazdego porzadku w zbiorze jednomianéw opisaé ideal LT(I). Tle jest
takich ideatow ?

3. Wskazaé¢ skonczony zbiér generatorow ideatu I, ktéry jest baza Grobnera
przy kazdym porzadku w zbiorze generatoréw. [Jest to tak zwana uniwersalna

baza Grobneral.

4. Algorytm Buchbergera.

Algorytm ten pozwala uzupemi¢ dowolny skonczony zbiér generatoréow ideatu do
jego bazy Grobnera.

Mamy ideat I oraz ciag skonczony jego generatoréow F = (f1,...,f:). Jezeli
S(fi, fi)¥ = 0 dla kazdej pary (4,7), gdzie 1 < i < j < t, to, jak wiemy, F jest baza

Grobnera idealu 1.
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W przeciwnym razie ustalamy taka parg (i,7), ze S(fi, f;)¥ # 0 i przyjmujemy
fre1:= S(fi, ;). Poniewaz S(fi, f;) € I, wigc réwniez reszta S(f;, f;)F z dzielenia
S(fi, fj) przez F nalezy do I. Mamy wiec I = (f1,..., ft, fr1)-

W nastepnym kroku algorytmu przyjmujemy F = (f1,..., ft, ft+1) 1 postepuje-
my podobnie.

Twierdzenie 5. Algorytm Buchbergera po skornczonej liczbie krokow daje baze

Grobnera ideatu.

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy nastepujacy lemat, ktory nie zaklada

istnienia porzadku w zbiorze jednomiandow.

Przypomnijmy, ze ciag b = (b1,...,b,) € Ny jest wielokrotnoscia ciagu a =
(a1,...,a,) € Ny, jezeli a; < b; dla kazdego 1 < j < n.
Lemat 5. Kazdy cigg a'V, a®, ... elementdw zbioru NG spetniajgcy warunek

(8) Zaden wyraz ciggu nie jest wielokrotnoscig zadnego wyrazu wezesniejszego,

jest skonczony.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dlan = 1 mamy al/) = (agj)). Warunek
(§) oznacza w tym przypadku, ze ciag liczb a(lj ) jest malejacy. Oczywiscie kazdy

ciag malejacy o wyrazach z Ny jest skonczony.

Z kolei niech n > 1 i zal6zmy, ze lemat zachodzi dla n—1. Przypusémy, ze istnieje

ciag nieskoniczony al’) o wyrazach z N§ spelniajacy warunek (§).

Zauwazmy, ze kazdy ciag nieskoriczony o wyrazach z Ny zawiera podciag nie-
skonczony niemalejacy. Mianowicie, jezeli nieskoniczenie wiele wyrazéw tego ciagu
jest réwnych, to te wyrazy tworza poszukiwany podciag. W przeciwnym razie jest
tylko skonczenie wiele wyrazéw réwnych 1, skonczenie wiele wyrazow rownych 2,
itd. Istnieje wiec podciag nieskoriczony rosnacy.

Rozpatrzmy ciag agj ) pierwszych wspélrzednych wyrazéw ciagu al?). Na mocy

powyzszej uwagi ciag agj ) zawiera podciag nieskonczony niemalejacy

agjl) < agjz) <... (8)

Zauwazmy, ze kazdy podciag ciagu speliajacego warunek (§) tez spelnia ten waru-
nek. W szczegdlnosci podciag (aU*)) spelnia warunek (§).
Dla a € Njj oznaczmy przez o(a) € Ng_l ciag powstajacy z a przez opuszczenie

pierwszej wspélrzednej. Poniewaz ciag al/%) spelnia warunek (8), wiec al%) nie jest
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wielokrotnoscia zadnego al") dla i < k. Mamy wiec

/\ \/ a,(ﬂ;’“) < a%").

i<k 1<m<n

Jednak na mocy (8) mamy agj’“) > agj"). Zatem

/\ \/ a%’“) < aq(ﬂ;i).

i<k 2<m<n

Oznacza to, ze ciag o(al*)) spelnia warunek (§). Jest to ciag nieskoriczony o
wyrazach z Ng_l. Przeczy to zalozeniu indukcyjnemu.

Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi tezy lematu. U

Dowdd twierdzenia. Poniewaz fi1 = S(fi, f;)¥ jest niezerowa reszta z dzielenia
S(fi, f;) przez F = (f1,..., ft), wigc z algorytmu dzielenia wynika, ze zaden jed-
nomian wielomianu f;y nie jest podzielny przez zaden z jednomianéw LT (f1),... ,
LT(f:). W szczegdlnosci jednomian LT(f;11) ma te wlasnosé, to znaczy, LT (fi41)
nie jest wielokrotnoscia zadnego z jednomianéw LT(f1),...,LT(f:).

Gdyby algorytm Buchbergera nie zakonczyt sie po skoriczonej liczbie krokéw, to

otrzymalibysmy ciag nieskonczony jednomiandéw

LT(f:), LT(fe41), LT(fig2), ---,

w ktorym zaden wyraz nie jest wielokrotnoscia zadnego wyrazu wcze$niejszego.

Na mocy lematu 5 jest to niemozliwe. U

5. Baza Grobnera zredukowana.

Lemat 6. Niech fi,...,f: bedzie bazg Grébnera ideatu I i niech na przyktad
LT(f2) | LT(f1). Wtedy (fa,. .., ft) rowniez jest bazg Grobnera ideatu I.

Dowdd. 7 zalozenia wynika, ze idealy (LT(f1),...,LT(f:)) oraz (LT(f2),...,
LT(f:)) sa réwne. Zatem na mocy definicji bazy Grobnera z twierdzenia 2 otrzy-

mujemy teze. U

Baze Grobmera (fy,..., f;) idealu I nazywamy minimalna, jezeli zadne LT(f;)
nie jest podzielne przez zadne LT(f;) dla j # ¢ i jezeli kazdy jednomian LT(f;) ma
wspotezynnik 1, LT(f;) = x&i.

Z lematu 6 wynika, ze kazda baze Grobnera mozna doprowadzi¢ do postaci mi-
nimalnej usuwajac odpowiednie wielomiany, a pozostale mnozac przez odpowiednie

elementy ciala k.



Bazy Groébnera 17

Ideal moze mie¢ kilka réznych minimalnych baz Grobnera. Dlatego nalozymy na
bazy jeszcze jeden warunek:
(o) Zaden wyraz wielomianu f; nie jest podzielny przez zadne LT(f;) dla i # j.
Baze Grobnera minimalna speliajaca warunek (a) nazywamy baza Grobnera

zredukowana.

Twierdzenie 6. KaZdy ideal niezerowy I ma doktadnie jedng (z doktadnoscig do

permutacji) baze Grobnera zredukowang.

Dowdd. Istnienie. Niech fq,..., f; bedzie pewna minimalna baza Grobnera ideatu

I. Wtedy jednomiany LT(f;) = x%, 1 < j <t, sa rézne. Mozemy przyjaé, ze
x> x32 > > x

Wtedy w wielomianie f; skladniki dalsze (précz najwyzszego) moga by¢ podzielne
przez x2i tylko dla i > j. Zastepujac fi reszta z dzielenia fi przez (fo,..., f),
nastepnie fy reszta z dzielenia fo przez (fs, ..., fi), itd. otrzymamy baze Grobnera

zredukowana ideatu I.

Jednoznacznosé. Przypusémy, ze fi,..., [t oraz gi,...,¢, sa zredukowanymi

bazami Grobnera ideatu 1. Wtedy

LT<I) = <LT(f1)7 s 7LT(ft>> = <LT(91)7 K aLT(gu»'

Z minimalnodci tych baz Grobnera wynika, ze LT(f;) { LT(f;) dla i # j i podobnie
LT(g;) 1 LT(g;) dla i # j. To znaczy, ze bazy LT(f1),... ,LT(f;) oraz LT(¢1), ...,
LT(g,) ideatu jednomianowego LT (I) sa minimalne.

Z, wniosku 2 otrzymujemy wiec, ze t = wu oraz po odpowiedniej permutacji
LT(f;) = LT(g;) dla 1 < j < t.

Przypus$émy, ze f; # g; dla pewnego i. Wtedy jednomian LT(f; — g;) wystepuje w
wielomianie f; lub g; z niezerowym wspolczynnikiem. Na przykiad niech jednomian
podobny do LT(f; —g;) wystepuje w wielomianie f;. Mamy oczywiscie LT(f; —g;) <
LT(f3)-

Z drugiej strony jednomian LT(f; — g¢;) nalezy do ideatu jednomianowego LT(I),

jest wiec podzielny przez pewien jednomian z bazy tego ideatu:
LT(f;) |LT(fi — 9:) dla pewnego 1< j <t.

Zatem LT(f;) dzieli pewnien wyraz wielomianu f; rézny od LT(f;). Przeczy to
definicji zredukowanej bazy Grobnera.

Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze f; = g; dla 1 < j <t. O
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6. Modyfikacje algorytmu Buchbergera.

Tak wiec z punktu widzenia teorii wszystko jest jasne. Kazdy niezerowy ideal
pierscienia wielomianéw k[x] ma baze¢ Grobnera o dobrych wlasnosciach, a nawet
dokladnie jedna zredukowana baze Grobnera. Znamy tez algorytm, ktéry pozwala
rozszerzy¢ dowolna baze ideatu do pewnej jego bazy Grobnera, a nastepnie te baze
zredukowac.

Natomiast z praktycznego punktu widzenia pewne istotne pytania pozostaja
otwarte. Na przyklad:

1) Czy mozna tak zmodyfikowa¢ algorytm Buchbergera, aby go istotnie uproscié¢ ?

2) Jak wybra¢ porzadek w zbiorze jednomianéw, aby baza Grobnera danego ideatu
byla mozliwie prosta ?

3) Jak zalezy algorytm Buchbergera od porzadku w zbiorze jednomianéw 7 Jak
wybra¢ porzadek, aby dla danego idealu, a nawet jego ustalonej bazy, algorytm

Buchbergera byt mozliwie prosty 7

Juz nawet w przypadku wielomianéw dwoch lub trzech zmiennych nie widac

prostych odpowiedzi na te pytania, cho¢ jest sporo prac na ten temat.

Niech F' = (f1,..., ft). Bedziemy pisali f —p 0, jezeli istnieje taki uktad wielo-

miandéw ai, ... ,as, ze
f=aifi+...+afs oraz deg(a;f;) <degf dla 1<j<t.
Z wlasnosci algorytmu dzielenia wynika implikacja
fF=o0 — f—rO. (9)

Implikacja odwrotna nie zachodzi, czego dowodzi nastepujacy

Przyklad. W zbiorze jednomianéw z k[z,y] rozpatrzmy porzadek leksyko-
graficzny, gdzie x > y.

Przyjmijmy F = (zy+1, y*—1), f = ay?—x. Dzielac f przez F otrzymujemy

vy —x=yley+1) -z —y.

Zatem reszta z dzielenia jest ff' = —x — .

Mamy tez xy? —x = x(y?> — 1), a wiec f —F 0.
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Twierdzenie 7. W kryterium Buchbergera warunek S(f;, f;)¥ = 0 mozna zastqpié

przez warunek stabszy S(fi, f;) —r 0.

Dowdd. 7 warunku Buchbergera korzystaliSmy tylko w dowodzie lematu 4 i tam z

S(fi, f;)F = 0 wnosilismy, ze

S(fint) =dP i+ 4 a1,

gdzie deg(q ])fk) <degS(fi, f;) dlal <k <t.

Na mocy implikacji (9) do wyciagniecia tego wniosku wystarczyloby zalozenie,
Ze S(fl, f]) — K 0
W dowodzie twierdzenia 4 odwolywalismy sie tylko do lematu 4. U

Nastepujacy lemat wskazuje, ze warunek S(f;, f;) —r 0 czasem latwiej jest

sprawdza¢ niz warunek S(f;, f;)¥ = 0.

Lemat 7. Jezeli F = (f1,..., ft) ¢ dla pewnych i,j, i # j, mamy
ged(LT(f;), LT(f;)) =

to S(fi, fj) —r 0.
Dowdéd. Dla upraszczenia zapisu oznaczmy f = f;, g = f;. Ponadto niech

b, q, gdzie cx?® = LT(f), dxP = LT(g).

f=cx®+f, g=dx
Mamy wiec
S(f.9) =dxPf—exPg=(g-g)f—(f—g=F9-dF.
Jezeli f/ =0 1lub ¢’ =0, to teza jest oczywista. Niech wiec ¢’ # 0. Mamy
LT(f'g) = dxPLT(f"), LT(¢'f) = x*LT(g)).
Przypusémy, ze LT(f'g) = LT(¢'f). Wtedy, na mocy zalozenia

gcd(LT(f), LT(g)) = ged(ex®, dxP) = 1,

wnosimy, ze ¢cx? | LT(f’), co nie moze mie¢ miejsca.

Zatem LT(f'g) # LT(¢'f) i stad

deg S(f,g) = max(deg(f'g),deg(g'f)).
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Wobec tego S(f,g9) —F 0. OJ

Niech F' = (fi1,..., ft) oraz LT(F) := (LT(f1),...,LT(f;)). Okreslimy modut
syzygii S(F') uktadu F.
[syzygia (o0(vyo() — zwiazek malzeniski, jarzmo wiazace wolty w uprzezy].

Mianowicie
S(F):={8 = (h1,... ,hu) € k[x]" : Y hLT(f;) =0}
j=1

Jest to modut nad k[x].

t

. . . . t . . ’ _
Oznaczajac przez e; wersor j-tej osi w k[x|' mozemy zapisa¢ S = ijl

Tak wigc S jest syzygia dla F, jezeli S o LT(F') = 0.

hjej.

Moéwimy, ze syzygia S = (h1,...,ht) dla F' jest jednorodna stopnia a, jezeli S

a;
-

jest ukladem jednomianéw S = (c1x ., e x3) oraz

deg(h;fj)=a lub h;jf;=0 dla 1<j<t

Jezeli wigc LT(f;) = dijj dlal <j<toraz S = (e1x®,...,¢;x*), to S jest

syzygia jednorodna stopnia a dla F, jezeli
cidi+...+¢cd; =0 oraz a;+by=...=a;+b; =a.

Lemat 8. Kazda syzygia S dla F = (f1,..., ft) jest sumg syzygii jednorodnych
dla F.

Dowdd wymagajacy nieco wyobrazni.
Niech LT(f;) = d;xP7 dla 1 < j <t iniech § = (h,... , hs). Mamy wiec

hllebl + ...+ htdtxbt =

Kazdy wielomian h; jest suma jednomianéw. Wymnézmy i zgrupujmy jednomiany

ustalonego stopnia a. Ich suma jest rowna zeru. Mamy wiec

clxa_b1 . allxb1 + ...+ ctxa_bt . dtxbt =0.

a-b;
,

Zatem Sz := (c1x . ,ctxa_bf) jest syzygia jednorodna dla F' stopnia a i

oczywiscie S =) 4 Sa. O

Przyklad. Niech F = (fi,..., f:) i niech x® = lem(LT(f;), LT(f;)) dla pew-
nych i # 7, 1 <1i,j <t. Wtedy

x2 xa

Si' = —<€; —
TUOLT(f) "t LT(f)
jest syzygia dla F. Jest to syzygia jednorodna stopnia a. Mamy tez S(f;, f;) =
S’ij oF.

€;
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Lemat 9. Niech F = (f1,...,ft), gdzie t > 2. Wtedy kazda syzygia S dla F' ma

postac

S = Z uijSij, gdzze Uij € k[X]

1<i<j<t

Dowoéd. Wystarczy udowodni¢ lemat dla syzygii jednorodnych. Oczywiscie S ma

co najmniej dwie niezerowe wspolrzedne:

a;

CiX oraz c;x%, gdzie c¢;,c; €KY, i # .

Niech LT(fx) = dkxbk dla 1 < k < t. Z jednorodno$ci S wynika, ze a; + b; =

a; +b; =: a. Mamy wiec
xP .= lem(LT(f;), LT(f;)) = lcm(xb",xbj) | x2.
Z okredlenia syzygii S;; wynika, ze i-ta wspéirzedna syzygii
S =S — cid;xP2S,;

jest rowna
a
_ X )
¢ dixb a, a; _

LT(f) %

Ponadto wspélrzedne o numerach réznych od i oraz j w obu syzygiach S i S’ sa

Cixai . b—bz =0.
odpowiednio réwne.

Tak wiec S’ jest syzygia jednorodna dla F' i ma mniej niezerowych wspélrzednych
niz syzygia S. Po skoniczonej liczbie krokéw otrzymamy wiec syzygie zerowa. Wy-

nika stad teza lematu. U

Whniosek. Modut S(F) syzygii dla F' jest skoriczenie generowany. Jego zbior ge-

neratorow jest zawarty w zbiorze syzygii S;j, gdzie 1 < i < j <t.

Lemat 10. Niech F = (f1,...,f:) @ niech S bedzie bazg modutu syzygii S(F)
zawartg w zbiorze {S;; 1 < i < j <t}. Jezeli dla pewnych rdéinych wskaznikéw

1<4,5,k <t zachodzi

LT(fx) | lem(LT(f:), LT(f;)) (10)

oraz Sij, Sk, Sik €S, to S\ {Si;} tez jest bazg modutu S(F).

Dowdd. Niech x®re :=lem(LT(f,),LT(f,)) dla1<p,q<t, p#q.
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Mamy wiec

LT(fp)|x% oraz LT(f,)]|x". (11)
Wobec tego
LT(fy) | x®i na mocy (10),
LT(f;) | x® na mocy (11),
LT(f;) | x na mocy (11).
Zatem
x&it = lem(LT(f;), LT(fx)) | x%ii
x = lem(LT(f;), LT(fr)) | x*
7, okreslenia mamy
o - xFi oo xP
9 LT Llgy ™
Lo xPee o xBee
Stk = [T ® T TGy O
o xPe xBae
Sk = LI, "%~ LTy o
Jak dowiedlismy, x@ix | x%ii x%ik | xR wige obliczamy
Xaij_aiksik — Xaij_aijjk = SZJ
Wynika stad teza lematu. U
7. Zastosowania baz Groébnera.
Podamy najpierw kilka oczywistych zastosowan baz Grobnera. Niech dana

bedzie baza Grobnera F' = (f1,... , f) ideatu I.

1. Pytanie: Czy wielomian f nalezy do ideatu I?
Odpowiedz: Nalezy wykonaé algorytm dzielenia f przez F. Jezeli reszta z tego

dzielenia f¥ jest réwna 0, to f € I, i naodwrét.

2. Pytanie: Dany jest drugi ideal I’ i jego baza Grobnera F' = (f1,..., fl). Czy
I1=17
Odpowiedz: Nalezy obie bazy Grobnera F i F' zredukowaé. Jezeli te bazy

zredukowane sg réwne (z dokladnoscia do porzadku), to I = I’; i naodwroét.

Przejdziemy teraz do zastosowania baz Grobnera do rozwiazywania réwnan wie-
lomianowych o wielu niewiadomych.
.= fir =0, gdzie f; € k[x] dlal1l < j <t

, f jest inng baza ideatu I, to oczywiscie zbiory

Mamy wiec uklad rownan f; =
Jezeli I = (f1,..., f:) oraz fi,...

rozwiazan ukladéw réownan

fi=...=fi=0  oraz fi=...=fl=0
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sa réwne. Tak wiec zbiér rozwiazan danego ukladu réwnan nie zalezy od wyboru

bazy ideatu I.
Potrzebne nam jeszcze bedzie twierdzenie Hilberta o zerach.

Twierdzenie 8 (D. Hilbert). Niech I = (f1,..., ft), gdzie f; € k[x] dla1 < j <t,
i niech k bedzie algebraicznym domknieciem ciala k.

Jezeli wielomian [ € k[x] spetnia warunek:
Dla kazdego a € k', jezeli fi(@a)=0dlal<j<t, to f(a) =0,

to f" €I dla pewnego r € N.

Inaczej méwiac, jezeli wielomian f znika w kazdym zerze idealu I nalezacym do

k", to fr eI dla pewnego r > 1.

Dowoéd mozna znalez¢ w kazdym podreczniku geometrii algebraicznej. U

Uklad réwnai fi = ... = f; = 0, gdzie f; € k[x] dla 1 < j < ¢, nazywamy
sprzecznym, jezeli nie ma on rozwiazan w k"
Z twierdzenia Hilberta o zerach wynika, ze uklad réwnan f; = ... = f; =0 jest

sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € (f1,..., f).

Lemat 11. Uktad rownan fi = ... = fi = 0 jest sprzeczny wtedy 1 tylko wtedy,
gdy bazg Griobnera zredukowang ideatu I = (f1,..., ft) jest (1).

Dowdd. Jak wiemy, uklad réwnan fi = ... = f; = 0 jest sprzeczny wtedy i tylko
wtedy, gdy I := (f1,..., f:) = k[x]. Baza tego idealtu jest (1). Jest to baza Grobnera

zredukowana. |

Twierdzenie 9. Jezeli F' = (f1,..., f) jest bazqg Gréobnera idealu I pierscienia
wielomianow klzy, ... ,x,| z porzedkiem leksykograficznym spelniajgcym xy > xo >

cee >y, to dla kazdego m, 1 < m < n zbior
Fo:=FNklxmit, - %]
jest bazg Griobnera ideatu

Iy = INk[xmit,. .., Znl.

Dowdd. Dokonujac odpowiedniej permutacji zbioru F' mozemy przyjac, ze F,, =

(fla"' 7f7’>‘
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Mamy oczywiscie (f1,...,fr) C In. Udowodnimy inkluzje odwrotna. Niech
f € I,,. Dzielac f przez F otrzymamy

f=aifi+...+af+0,

poniewaz F' jest baza Grobnera ideatu I oraz f € I.

Zauwazmy, ze dla r < j <t jednomian LT(f;) jest podzielny przez pewne z;,
gdzie i < m, poniewaz f; ¢ k[Xm41,... ,%y]. Zatem zaden jednomian wielomianu f
nie jest podzielny przez LT(f;). Wobec tego przy wykonywaniu algorytmu dzielenia
wielomian f; nigdy nie byt wykorzystany. Wynika stad, ze a; = 0. Tak wigc

f:alfl+---+arfr+07

czyli ffm =0.

Udowodnilismy wiec, ze F,,, = (f1,..., fr) jest baza ideatu I,,,. Na mocy lematu 3
jest to baza Grobnera, poniewaz ffm = 0 dla kazdego f € I,,,. U
Twierdzenie 10. Uktad rownan f1 = ... = f; = 0 ma skoniczong liczbe rozwigzan

wk' wtedy i tylko wtedy, gdy ideat I = (f1,..., f;) spetnia warunek
LT(I) = (zb*,...  akn )

dla pewnych kq, ..., k, € Np.

Dowdd. = Niech at/) = (agj), e ,ag)), 1 < j < s beda wszystkimi rozwiazaniami

danego uktadu réwnan w k". Poniewaz element agj ) jest algebraiczny wzgledem

ciala k, wiec istnieje taki niezerowy wielomian hgj ) e k[x], ze hgj )(agj )) = 0.
Wtedy wielomian

ha(a:) == h{" () - 1y ()

znika we wszystkich zerach al ), 1 <j <sidealuI.

Z twierdzenia Hilberta o zerach otrzymujemy wiec, ze h;" € I dla pewnego
r; > 0. Poniewaz h; jest wielomianem jednej zmiennej x;, wiec LT (h;*) = cxf dla
pewnego k; > 0. Stad xf’ e LT().

< Z zalozenia wynika, ze istnieje wielomian g; € I spelniajacy LT(g;) = xf, 1<
i < n. Z algorytmu dzielenia dowolnego wielomianu f € k[x] przez uklad G :=
(91, - ,9gn) otrzymujemy taka reszte r, w ktorej zaden jednomian nie jest podzielny

przez zadne LT(g;) = xf’ dlal <i<n.
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Zatem 7 jest kombinacja liniowa jednomianéw postaci
Mg gdzie 0<m; <k; dla 1<i<n.

Takich jednomianéw jest d := ky - - - ky,. Zatem przestrzen liniowa k[x|/I ma wymiar
< d.

Wynika stad, ze zbiér d + 1 wielomianéw 1, z;, 22, ... ,xf jest liniowo zalezny
modulo I. To znaczy, ze istnieje niezerowy wielomian h; € k[x;| stopnia < d
speliajacy h; € I.

Zatem i-ta wspoétrzedna dowolnego zera idealu I jest pierwiastkiem wielomianu

h;. Wynika stad, ze liczba zer idealu I w k" nie przekracza d". U

Whniosek 4. Dany jest uktad réownan f, = ... = fy = 0. Niech g1,...,9m bedzie
bazq Grébnera ideatu I = (fy,..., ft).

Ten uktad rownan ma skorczong liczbe rozwigzan w k" wtedy 1 tylko wtedy, gdy

/\ \/ LT(g;) = z;° dla pewnego 1r; > 0.

1<i<n 1<j5<m
Dowdéd. 7 definicji bazy Grobnera mamy

LT(I) = (LT(g1), .. , LT(gm)).

Teza wniosku wynika wiec z twierdzenia 10. 0
Whniosek 5. Jezeli uktad rownan f1 = ... = f; = 0 ma skonczong liczbe rozwigzan
w En, to istnieje rownowainy mu uktad g1 = --- = g = 0 w postaci “trojkgtne;”,

tzn. spetniajgcy m >n oraz dla 1 <k <n
gr = ;" + gj, dla pewnego T > 0,
gdzie wielomian g;, nie zawiera zmiennych T1,... ,Tp_1.

Dowdéd. Rozpatrzmy dowolny porzadek w zbiorze jednomianéw speiiajacy x; >
g > -+ > x,. Niech g1, ..., gn bedzie bazg Grobnera idealu I = (f1,..., fi).

Dokonujac odpowiedniej permutacji tej bazy na mocy wniosku 4 mozna przyjac,
ze LT(gy) =2 dlal <k <n.

Okredlajac g;, = gr — x;* otrzymamy
LT(g,) < LT(gx) = a}* <x; dla 1<j<k.

Wobec tego wielomian g;, nie zawiera zmiennych 1, ... ,T5_1. O
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8. Przyklady.

8.1. Twierdzenie Pappusa.

Twierdzenie 11 (Pappus z Aleksandrii, ok. 320 r.n.e.). Na plaszczyinie dane sg
dwie proste L i M 1 na kazdej z nich po trzy punkty: A,B,C € L oraz A", B",C’" €
M.

Rozpatrzmy nastepujgce proste K;, Kj’~, 7 =1,2,3, wyznaczone przez pary tych
punktow

A B € Ky, A' B € Ky,
B,C' € K, B',C € K,
C,A € Ks, C',A € KJ,.
Rozwazmy punkty przeciecia odpowiednich par prostych:

PEKlﬂK{, QEKQHK&, RGKgﬂKé.

Wtedy punkty P,Q, R sq wspdtliniowe.
[Czytelnik zechce wykonaé odpowiedni rysunek].

Dowdd. Oznaczmy przez xq, ... ,r18 wspolrzedne dziewieciu rozwazanych punktow
A B,C; A,B.,C'; PQ,R.

W zalozeniu mamy, ze na kazdej z o$miu prostych
L, M, K1,K}, Ky,K}, K3, K}

sa po trzy dane punkty.

Warunek wspoétliniowosci trzech punktow

T:(t17t2)7 U:(u17u2)’ W:(w17w2)

ma postac
1 t1 s
f(T, U, W) = det 1 (5} U2 = 0.
1 w1 W3

Zatem zalozenia twierdzenia Pappusa mozna zapisa¢ jako uklad o$miu réwnan

kwadratowych o niewiadomych xq,... , 215 :

f(A,B,C)=0, f(A',B,C")=0, f(AB,P)=0, [f(A,B,P)=0,
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f(B7 Cl? Q) = 07 f(B/7 C? Q) = 07 f(A7 Cl? R) = 07 f(A,7 C? R) = 0'
Natomiast teza ma postaé f(P,Q,R) = 0.

Przypusémy, ze teza nie zachodzi. Mozna to zapisa¢ wprowadzajac jeszcze jedna
niewiadoma z19 nastepujaco: x19 f(P,Q,R) —1 = 0.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazac, ze ukiad ztozony z osmiu poczatko-
wych réwnan i ostatniego rownania jest sprzeczny. W tym celu wystarczy stwier-
dzi¢, ze zredukowana baza Grobnera idealu generowanego przez wielomiany wyste-

pujace po lewych stronach tych dziewieciu réwnan jest réwna (1).

Te baze znajduje komputer, jest to tatwe ¢wiczenie. U

8.2. Twierdzenie Erddsa.

Niech f € k[z]| spelia f(0) # 0, gdzie k jest cialem charakterystyki 0. Py-
tamy, czy wielomian f? moze mieé¢ “duzo mniej” niezerowych wspétczynnikéw niz
wielomian f7

Doktadniej, niech nz(g) bedzie liczba niezerowych wspéleczynnikéw wielomianu
giniechdla N =1,2,...

Q(N) := min{nz(f?) : nz(f) = N}.
W 1949 r, P. Erd6s udowodnil, Ze istnieja stale dodatnie C,Cs speliajace
Q(N) < C; N'=%  dla kazdego N > 1.

Zatem
ir}f (nz(f*)/nz(f)) = 0.

Mozna rozpatrywaé analogiczne pytanie dla wielomianéw o wszystkich wspolczyn-

nikach niezerowych. Niech wiec
Q'(N) := min{nz(f?) : nz(f) =degf+1, degf = N}.

Rowniez w 1949 r. W. Verdenius udowodnil, ze istnieje liczba dodatnia C spetnia-
jaca
Q'(N) < C NO81072  dla kazdego N > 1.

Badano tez liczby Q'(N') dla matych wartosci N. Podano przyktady wielomianéw,

z ktorych wynikaja nastepujace oszacowania:
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A. Renyi (1947): Q'(28) < 28.

R. Freud (1973); A. Choudry (1988) : Q'(17) < 17.

D. Coppersmith, J. Davenport (Acta Arithmetica 58 (1991), 79-87) : Q'(12) <
12. Podali oni mianowicie nastepujacy wielomian stopnia 12 o niezerowych wspot-

czynnikach
Pio(x) := (14 2z — 2% + 42° — 102* + 502° + 1252°)(1 — 1102°),

ktérego kwadrat ma tylko 12 niezerowych wspolczynnikéw.

W pracy tej uzywajac baz Grobnera udowodniono tez, ze Q'(d) > d dla d < 7.

Objasnimy to na przykladzie wielomianéw stopnia 3.

Niech wiec wielomian

f(x) = ag + a1z + asx® + azx®
ma wszystkie wspoélczynniki rézne od zera. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozna

przyjac, ze ag = az = 1. Wtedy
f2(:1:) =14 2a1x + (2a2 + a%)xZ +2(1+ alag)a:?’ + (2a1 + a%):z;4 + 2as2° + 2.

Chcemy udowodnié, ze wielomian f2 ma co najwyzej dwa wspélczynniki réwne

zeru. Moga to by¢ jedynie wspélczynniki przy 2, 23 i x*.
Przypusémy, ze wszystkie te wspoétczynniki znikaja. Prowadzi to do uktadu

réwnan (o niewiadomych a1, as, by, bs) :
205+ a3 =0, 1+4+ajaz =0, 2a;+a3=0, apby—1=0, aghy—1=0.

Znajdujac zredukowana baze Grobnera idealu generowanego przez wielomiany wy-
stepujace po lewych stronach tych réwnan otrzymujemy (1). Zatem uktad réwnan

jest sprzeczny. Wynika stad, ze Q'(3) > 5.

Copperfield i Davenport udowodnili w ten sposéb, ze Q'(d) > d dla d < 7.
Problem, czy Q'(d) > d réwniez dlad = 8,9, 10, 11 pozostaje otwarty. Stosujac bazy
Grobnera mozna go oczywiscie rozstrzygnac, cho¢ moze to wymagac rozpatrzenia

duzej liczby ukladéw réwnan.

Dygresja. Analogiczne pytanie mozna sformulowaé tez dla liczb naturalnych

zapisanych na przyktad w ukladzie dziesietnym. Rozpatrujemy liczby naturalne m
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niepodzielne przez 10. Niech nz(m) bedzie liczba cyfr liczby m réznych od zera.

Okreslamy analogicznie
Q(N) := min{nz(m?) : nz(m) =N}

Q' (N) :={nz(m?) : m ma N + 1 cyfr i wérod nich nie wystepuje 0}.

Nie znam zadnych nietrywialnych oszacowari liczb Q(N) i Q'(NN), choé¢ nietrudno
znajdowac przyklady liczb naturalnych niepodzielnych przez 10, ktérych kwadraty
maja duzo zer.

Na przykiad
322 = 1024,
3172 = 100489,
3163%= 10004569.

Rekordowy znany mi wynik jest nastepujacy. Liczba
m = 4472135954999579392819
ma 22 cyfry, a liczba m? ma 44 cyfry, z ktérych 26 jest réwnych 0.

Zatem Q(22) < 18, Q'(21) < 18.

Tutaj nie widaé, jak zastosowaé bazy Grobnera, poniewaz cyfry liczby m? nie sa

wielomianami od cyfr liczby m.

Nie wiadomo, czy dla liczb naturalnych zachodza twierdzenia analogiczne do

twierdzen Erddsa i Verdeniusa.



