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SUR LA
REPRESENTATION APPROCHEE D'UNE FONCTION

DES FRACTIONS RATIONNELLES,

Par M. H. PADE,

ANGIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE, PROFESSEUR AGREGE DE L UNIVERSITE.

INTRODUCTION.

Les différentes formes analytiques que Pon a appris peu & peu &
donner aux fonctions ont acquis une importance toujours plus grande,
a mesure qu'on les a reconnues capables de mettre en évidence des
propriétes nouvelles. Cest ainsi que les séries entiéres primitivement
considérées comme de simples formules d’approximation sont devenues
Ja base de Pétude des points singuliers, ainsi encore qu’on a trouvé
dans les produits de facteurs linéaires, qui ne semblaient propres qu’a
mettre en ¢vidence les zéros des fonctions, un moyen de faire ressortir
la périodicité; et de méme pour les séries de fractions simples, les
séries trigonométriques, les intégrales définies, etc.

Il est cependant une forme analytique qui semble étre restée en de-
hors de ce progres, celle de fraction continue. Il y a plus d’un sieele
qu’Buler a donné le premier exemple du développement d'une fonction
en {raction continue, plus d'un siecle aussi que Lagrange a établi, sur
des exemples particuliers, la propriété fondamentale des réduites; et
hien que la question de la convergence ait dit infailliblement se poser
a Gauss comme 2 Jacobi, il a fallu attendre jusqu’a Riemann pour en
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avoir le premier exemple. Le cas de la fraction de Gauss qu’il a traité,
comme les beaux résultats acquis récemment par Halphen, donnent les
seuls exemples obtenus jusqu'ici de fractions continues algébriques
représentant des fonctions uniformes affectées de coupures. On ne
saurait dire qu'ils constituent une théorie des fractions continues al-
gebriques comme il existe une théorie des séries entieres; peut-étre,
pour en apercevoir I'origine, fallait-il prendre les choses de beaucoup
plus terre & terre que ne le pouvaient faire ces illustres maitres.

Bien loin, en effet, d’en étre déja i rechercher quelles sont les pro-
priétés analytiques que peut mettre en évidence le développement en
fraction continue d’une fonction, il nous parait que cette expression,
le développement en fraction continue d’une fonction, ne laisse pas que
d’étre restée jusqu’ici fort obscure.

Les fractions continues, tout comme les séries, se divisent en deux
grandes catégories suivant que les éléments sont des constantes ou
qu’ilssont des fonctions d’'une ou de plusieurs variables; ces dernieres
seules doivent étre comprises sous le nom de fractions continues al-
geébriques. Parmi les séries dont les termes sont des fonctions d’une
variable, les séries procédant suivant les puissances entiéres et posi-
tives de cette variable forment un groupe trés spécial, quoique le plus
important et le premier étudié, et cette expression le développement en
série entiere d’une fonction a, comme on le démontre, un sens parfaite-
ment précis. Or quand, sortant des exemples particuliers, on se pro-
pose d’étudier en général les fractions continues algébriques, on
éprouve quelque embarras pour fixer le groupe de fractions continues
que I'on veut considérer; les exemples de développement que 1'on
connait, en nombre restreint pour chaque fonction et différent d’une
fonction & l'autre, présentent une telle diversité que ’on a quelque
peine i discerner une forme générale, et rien n’apparait alors comme
plus vague que cette expression le développement d’une fonction en
Jraction continue algébrigue.

[’objet de notre travail est surtout I'introduction de la forme de
fraction continue algébrique qui nous semble devoir jouer un role ana-
logue a celui que jouent les séries entiéres dans la théorie des séries;
nous lui avons donné le nom de fraction continue simple. Sans nous
arréter & détailler ici les propriétés qui justifient cette introduction,



I

SUR LA REPRESENTATION APPROCHEE D' UNE FONCTION, ETC. S,

et les conséquences qu’elle comporte, nous indiquerons briévement
I'ordre que nous avons suivi dans notre exposition.

Dans la premitre Partie, il n’est nullement question de fractions
continues; nous y étudions I'ensemble des fractions rationnelles ap-
prochées auxquelles donne naissance une série entiere; cette série
peut étre convergente ou divergente; c’est seulement pour faciliter le
langage et donner plus de précision aux énoncés que nous lavons
supposée convergente. Kn réalité, comme on le reconnaitra plus tard,
la série n’est que I'une des fractions continues simples du Tableau de
fractions rationnelles approchées que 'on va construire, et il serait
aussi bien défini par Pune quelconque des autres fractions continues
simples qui lui correspondent, si l'on n’était pas encore dans I'igno-
ance de leur existence.

La seconde Partie est consacrée a 'introduction des fractions conti-
nues simples et & I'étude de celles qui corvespondent & un Tableau
donné de fractions rationnelles approchées. Nous y avons & peine
touché la question de la convergence et nous sommes limité aux pro-
positions les plus générales; nous n’avons méme fait qu'indiquer I'une
des conséquences les plus remarquables qu’elle semble comporter, &
savoir la possibilité de 'introduction dans le calcul des séries entieres
divergentes; ce sont 13, en effet, des sujets difficiles qui demandent &
¢tre encore approfondis et nous auraient entrainé hors des limites &
donner a ce premier travail.

Nous voudrions avoir réussi a indiquer la véritable voie & suivre
pour I'étude des fractions continues algébriques; nous avons été
amené a nous occuper de cette question par une parole de M. Hermite,
recueillie dans une de ses lecons, et par laquelle il laissait entrevoir
les richesses que cachait sans doute encore cette théorie. Puissent ces
modestes pages étre Je principe de la réalisation de la profonde pensée
de notre illustre maitre.
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PREMIERE PARTIE.
LES FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHEES D'UNE FONCTION.

I. — Préliminaires.

I. Dans les applications du calcul, il est ordinairement inutile,
sinon impossible, d’obtenir le résultat avec une complete exactitude.
Le plus souvent, il suffit sculement d’en connaitre une valeur appro-
chée telle que I'erreur commise en adoptant cette valeur au lieu du
résultat exact soit inféricurc & une limite donnée a priord. De lia ré-
sultent des simplifications souvent considérables, puisque Uon peut
négliger, dans le cours des calculs, tout ce qui n’altérerait le résultat
final que d’une quantité inférieure a la limite de I'erreur avee laquelle
Papproximation doit étre obtenue.

On concoit ainsi combien il est important de savoir obtenir des va-
leurs approchées d’un nombre qui satisfassent 4 des conditions d’ap-
proximation imposées i Pavance. En Arithmétique, ¢’est le but méme
de la théorie des fractions décimales. Ces deux propositions sont fonda-
mentales dans cette théovie :

[. Tl'y a une fraction décimale ayant au plus » chiffres décimaux,
et une seule, qui soit approchée d’un nombre donné, par défaut, i

1 N
Ton pl(‘,’.S H

I1. Les approximations obtenues avee les fractions décimales appro-
chées par défaunt qui correspondent a des valeurs croissantes de n ne
sauraient diminuer; elles conservent la méme valeur ou bien elles
vont en croissant.

Il est naturellement aussi important de savoir obtenir une fonction
qui représente une fonction donnée avec une approximation d’ordre
fixé & 'avance. Le développement des fonctions en séries entieres offre
l'exemple d'une telle recherche; une série entiere, quand elle est
convergente, est une expression analytique qui met en évidence une
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suite de polynomes de plus en plus approchés de la fonction qu’elle
définit. C’est sous cet unique point de vue que les sévies entivres ont
été considérées par les premiers inventeurs. Newton, dans son Livre
Analysis per cequationes numerorum lerminorum infinitas, voit dans une
telle série I'analogue, pour la représentation des fonctions, des frac-
tions décimales employées pour la représentation des nombres. On
retrouve ici ces deux propositions semblables a celles déja rencontrées
dans la théorie des fractions décimales:

I. Il'yaun polynome de degré 7z au plus, et un seul, qui, dans le
voisinage de la valeur zéro de «, puisse représenter une fonction avece
une erreur infiniment petite d’ordre au moins égal & 2 + 13

IT. Les approximations obtenues avee les polynomes approchés qui
correspondent & des valeurs croissantes de » ne sauraient diminuer:
elles conservent la méme valeur ou bien elles vont en croissant.

2. La représentation d’une fonction donnée par un polynome n’est
évidemment qu’un cas particulier de la représentation d’une fonction
par une fonction algébrique.

Soit y une fonction de « définie, pour les valeurs de a voisines de
zéro, par une série entiere. Soient, d’autre part, P, Q, ..., 5, T, 2 41
polynomes en x dont les degrés ne dépassent pas respectivement les
nombres p, ¢, ..., s, ¢, et dont les coefticients sont indéterminés. Dé-
veloppons la fonetion

Py*+Qy*t4+...+8y+T
suivant les puissances croissantes de s les coefficients du développe-
ment sont des fonctions linéaires homogenes des coefficients des poly-
nomes P, Q, ..., T. Le nombre de ces derniers coefficients est
pHIt+gH+1+...+l+T1=p-+g+...+ L+ a+1I.
Si lon égale i zéro les
pH+q+...+t+a
premiers cocfficients du développement, on obtient un systeme d’é-
quations qui déterminent, en général, les rapports des coefticients des
polynomes P, Q, ..., T, et 'on a

l)yx+ Q_)’z"i—*—-..-—f—S]—{—-T:(.2?”*'“'"'”"'“),
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ol (xPrre-+te%) représente un infiniment petit dont ordre est au
moins égala p +qg + ...+ + 0.
Considérons maintenant la fonction algébrique Y définie par I'équa-

tion
PY*+ QY%*1+ ...+ 8Y+T=o0;

retranchant membre A membre cette égalité de la précédente, on obtient
une égalité de la forme

(r — Y)A = (wP+tr-tira),

ol A est une fonction de « qui, en général, ne s’annule pas pour
x = o. Quand il en est ainsi, on a donc

3 =Y o (Pt

et 'on voit que la fonction algébrique Y représente la fonction y avec
une approximation d’ordre au moins égal a

p+qg—+...+~{+o.

3. 1l ne semble pas que jusqu'ici la détermination et Uétude des
polynomes P, Q. ..., T aient été failes dans aucun cas particulier; une
question tout a fait analogue a cependant été traitée par M. Hermite,
a savoir : la détermination des systemes de polyndmes entiers en @

U, Vv, W
tels que le développement de expression
Usinaz + Vcosz + W

commence par la plus haute puissance possible de la variable (*).
objet de cette premiere Partie de notre travail est I'¢tude du cas
simple ot la fonction algébrique Y est une fraction rationnelle, o, par
suite, o= r; nous avons surtout en vue de rechercher quelles sont,
dans ce cas, les deux propositions analogues 4 celles que nous avons
énoncées pour les fractions décimales et pour les polynomes.

(1) Extrait d’une Lettre de M. Ch. Hermite & M. Paul Gordan (Journal de Crelle, .76,
p- 303).
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II. — Le théoréme fondamental.

4. Soit y une fonction développable, dans le voisinage de la valeur
zéro de la variable 2, en une série procédant suivant les puissances
entieres positives et croissantes de cette variable, et ne s’annulant pas

pour x = o0 :
y/=ag+ a4 daat ., ay # o.

Soit (p, g) un couple de nombres, égaux ou inégaux, pris dans la
suite o, 1, 2, 3, .... Considérons 'ensemble des fractions rationnelles
irréductibles dont le numérateur est au plus de degré p et le dénomi-
nateur au plus de degré ¢. Nous nous proposons de déterminer, parmi
les fractions de cet ensemble, celles qui représentent le mieux la fone-
tion dans le voisinage de la valeur zéro de a; c’est-a-dire celles qui,
2 ¢tant infiniment petit, different de la fonction d’une quantité dont
'ordre infinitésimal soit supéricur ou au moins égal & celui que P'on
obtient en employant une quelconque des autres fractions.

5. Supposons d’abord ¢ différent de zéro, et soit

9}

e T ST Sy L

un polynome de degré ¢, i coetficients indéterminés. Effectuons le pro-
duit de ce polyndome par la série qui représente y; on obtient

0

- Wl .
]‘1’_‘: : .(nil(,—-}—a,-_lly—{-...—+—a.;_,llq).r’,
12
0

en regardant les lettres a affectées d’indices négatifs comme représen-
tant zéro. Kgalons i zéro les coefficients des termes de degrés p+ 1,
P2 .., p+q,

aily+ai g b4+ ..+ a;_qlyg=o0 ({l=p+1,..., p+q);

on a ainsi un systeme de ¢ équations linéaires homogenes entre les
¢ + 1 coefficients indéterminés 7, ..., 4. Il est toujours possible de
satisfaire 3 ces équations par un systeme de valeurs des inconnues
tel qu’elles ne soient pas toutes nulles. Si I'un au moins des g déter-
S.2

Ann. de I"Ec. Normale. 3* Série. Tome 1X.
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minants déduits de la matrice

@pi ap cer @pegin
QApi2 QA pty .. Ap—gq

b
Aprg Apig—t -~~~ ap,

par la suppression d’une colonne quelconque, est différent de zéro,
toutes les inconnues sont déterminées 4 un méme facteur constant pres;
si tous les déterminants sont nuls, plusieurs d’entre elles peuvent, au
contraire, étre prises arbitrairement. Nous ne considérerons jamais
comme distinctes, dans tout ce qui suivra, deux solutions ol les va-
leurs des inconnues seraient proportionnelles, et ainsi nous dirons,
dans le cas ot 'un des déterminants est différent de zéro, que le sys-
teme admet une seule solution.

Parmi toutes les solutions, adoptons I'une de celles pour lesquelles
la suite 4,, 4,, ..., [, commence par un plus grand nombre de zéros que
pour toute autre. Le polynome S est alors divisible par une puissance
de x d’exposantaumoins égal & celui que I'on obtiendrait en adoptant
toute autre solution. Nous appellerons w,, cet exposant, qui peut évi-
demment étre zéro. Les coefficients 4, /,, ..., 4, étant ainsi détermi-
nés, on a

Sy =R - (&p+r+1),
ou R est le polynome

P .
Zl(ail(, @il A argly) X
L
0

dont le degré est au plus égal & p, et (x?+7*') un infiniment petit dont
'ordre est au moins égal 4p +¢q + 1.

Si g était égal & zéro, S serait une constante /,; nous prendrons alors
pour Rle polynome qui, dans la série Sy, précede le terme en 22+, Dans
tous les cas ’égalité précédente subsiste donc.

Les polynomesR et S ne sont pas nécessairement premiers entre eux;
cn particulier, si ®,, n’est pas zéro, le polynome R doit étre divisible
par xm. Le premier membre de I'équation précédente est, en effet, un
infiniment petit d’ordre au moins égal 4 w,,, etil doit en étre de méme
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du second. Or, w,, étant au plus égal h ¢, et par suite étant plus petit
que p + g 41, 2 doit se trouver en facteur dans le polyndme R. Ce
fait se vérifie d’ailleurs immédiatement 2 'inspection des coefficients
de ce polynome.

Soient U, V les quotients des polyndmes R, S divisés par leur plus
grand commun diviseur, on a

V}’ =0+ (mp+q+l—w,,q)

ou, comme il y a sirement dans V un terme constant différent de zéro,
U
y — V —i—(.17[)+(1+1_wl"l)-

Nous avons ainsi formé une fraction rationnelle irréductible v’ dont

les termes ont des degrés au plus égaux respectivement & p — ©,,,
g — 0, ctquidiffere delafonction y d’un infiniment petit dont'ordre
est au moins égal 4 p + ¢ +1 — w,,, assurément supérieura la somme
des degrés des termes de la fraction.

L. . U’ ) . . )
Soit maintenant v oune fraction rationnelle irréductible dont les
termes sont des polynémes de degrés respectivement égaux, au plus,

a p et ¢; supposons que la différence y—% soit un infiniment petit

J’ordre au moins égal 4 p + ¢ +1 — ©,,, en sorte que I'on ait

U/
Y= = —+ (xp-)—q—i—i——u)l,q);

o 'V’/
retranchées membre & membre, les deux dernieres égalités donnent

U U
vV

fo— ( xp—f—q-é—i—wl,,/)

ou
UvV—vyg= VV/(.L.lhi—-r[—&-l——w,“’ )

Cette ¢galité fait voir que le premier membre est identiquement nul;
car, s’il n’en était pas ainsi, il serait ou une constante, ou un polynome
de degré au plus égal 4 p + ¢ — w,,, et ne serait dans aucun cas infi-
niment petit d’ordre au moins égal 4 p +¢ 41— v,, comme le second
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membre. On a done

UV—-VU=o
et, parsuite,
U U
VoV

Ces deux fractions, étant irréductibles, sont identiques, et nous pou-
vons énoncer la proposition suivante qui est fondamentale dans cette
théorie :

I. Parmi toutes les fractions rationnelles irréductibles dont les termes
ont des degrés égaux auplus a p pour le numérateur, a q pour le dénomi-
nateur, p et q étant devax nombres, égaux ou inégaux, pris dans la suile

. U . . .
3 » v, 7 P .
0,1,2,3, ..., Ul y en a une, A Journit une approximation dont

l'ordre est supérieur a celui de Uapproximation fournie par une quel-
conque des autres fractions.

6. Cette proposition est la premiere de celles que nous avons annon-
cées dans le n° 3, et elle résout completement la question du n® 4;
mais on peut compléter en quelque sorte I'énoncé précédent au moyen
des simples remarques qui suivent.

Le nombre w,, est au plus égal & ¢; il est ais¢ de voir qu’il est aussi
au plus égal & p. Si, en ellet, w,, était plus grand que p, comme le¢
polynome R, ainsi que nous 'avons établi, doit étre divisible par a®m
et que ce polyndme est au plus de degré p, il serait identiquement
nul. Or ceci ne peut avoir lieu, car alors on aurait

y= ( P+ e )

et la fonction y s’annulerait avec z, tandis que ’hypotheése contraire :
été faite. On voit encore que R ne peut étre divisible par une puis-
sance de z d’exposant plus grand que w,,, car on en conclurait encore
la nullité de la fonction y pour x = o; ainsi :

Les polynémes Uet N ont U'un et Uautre un terme ¢onstant différent de
5610 5 ©,, désignant zéro ou un entier positiyf au plus égal au plus petit
des nombres p et q, les degrés des termes U, V ont respectivement pour
limate supéricure p — ©,,, ¢ — © 4,5 LCordre de [ approximation a pour

limite infeérieure p + q + 1 — ®,,.
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7. A chaque couple (p,¢) de nombres de la suite o, 1, 2,3, ...
correspond wune fraction rationnelle approchée pour la fonction y; ces
fractions forment done un ensemble (E) completement défini et se
présentent comme les termes d’'une suite & double entrée; nous les
écrirons dans les cases d’un Tableau analogue & celui de la multiplica-
tion, illimité i droite et en bas; les fractions d’une méme file horizon-
tale correspondront & une méme valeur de ¢, celles d’'une méme file
verticale & une méme valeur de p. Dans la premiere file horizontale
figurent ainsi les polynomes approchés successifs déduits de la série
(ui représente y.

Nous donnons ici trois exemples de tels Tableaux présentant chacun
des particularités diverses. Chaque case venferme, outre la fraction
qui lui correspond, deux nombres dont le premier est la limite infe-
rieure p+ ¢+ 1 — o, de Uordre de Papproximation, et I'autre cet
ordre lui-méme.
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8. Voici quelques expressions que nous emploierons quelquefois,
dans ce qui suit, pour abréger le langage.

Etant donné un couple (p, ¢), nous appellerons rectangle relatif au
couple (p, q) le rectangle qui a pour cases aux sommets (o0, 0), (o, p),
(0,¢), (p,q). Si l'on prolonge les files p et g au dela de ce rectangle,
la fraction (p,¢), les fractions de ces prolongements et celles du
champ illimité qu’ils comprennent, constituent les fractions du champ
complémentaire relatif au couple (p, g). Deux cases ou deux carrés se-
ront dits contigus des que leurs contours ont au moins un point
commun.

ITI. — La solution principale.

9. Laseconde des propositions annoncées dans le n° 3, celle qui fait
connaitre comment varie I'ordre de I"approximation quand on consi-
dere les différents couples de nombres (p, ¢), est d’'une nature plus
cachée que la premiere; pour y parvenir, nous devons tout d’abord
établir quelques propriétés de la solution des équations en / que nous
avons fait intervenir dans la démonstration de cette premiére propo-
sition.

On démontre aisément que, étant donné un systeme de ¢ équations
linéaires, homogenes, & ¢ -+ 1 inconnues, il n’y a qu’une solution
jouissant de cette propriété de comporter antant de zéros que possible
au début de la suite des inconnues rangées dans un ordre arbitraire-
ment déterminé. Or, parmi toutes les solutions du systeme d’équations
en /, nous avons adopté 'une de celles pour lesquelles la suite /,,
l,....,l,commence par un plus grand nombre de zéros que pour toute
autre; c’est donc une solution parfaitement déterminée du systeme
que nous avons adoptée; nous la nommerons la solution principale de
ce systeme.

10. Elle peut étre obtenue de plusieurs manieres; nous en indique-
rons deux.

D’abord, et cette méthode est applicable pour des équations quel-
conques, on l'obtient en adjoignant au systeme proposé autant des

équations
l,=o, [, —=o, l,=o, RN
Ann. de U'Fc. Normale. 3¢ Série. Tome 1X. S.3
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a partir de la premitre, qu’il est nécessaire pour que le systeme ainsi
obtenu admette une seule solution; cette solution est la solution prin-
cipale du systeme proposé. On voit que, si ce systeme laisse 2 + 1 in-
connues arbitraires, il y a au moins, quand on adopte la solution
principale, % inconnues nulles au début de la suite /,, {,, ..., {, des
inconnues; le nombre w,, est ainsi au moins égal a 4.

Une seconde méthode, applicable seulement aux équations linéaires
qui ont la forme spéciale que posseéde le systeme d’équations en /, re-
pose sur les considérations suivantes; de ces considérations vont méme
résulter la démonstration de l'existence de la solution principale et
'une de ses propriétés caractéristiques les plus importantes.

11. Soient £y, £}, ..., [} une solution quelconque du systeme d’é-
quations en /, et le nombre de zéros qui figurent au début de cette

o , X D < o :
suite; on a néecessairement W,, = Op et par suite,

PH+q+1—w,,Z2p+q+1—0p,.

A cette solution correspondent des polynomes R’, S” analogues aux po-

14
lynomes R, S, et une fraction rationnelle irréductible E, our laquelle
y v P |

on a
]

y = \7 —+ ($p+q+1-—m;,,,).

De cette égalité ot de U'inégalité qui précede résulte Uidentité des
!
fractions % et % et, par suite, celle des polynomes U et U d’une part,

V" et V d’autre part. Ainsi les polynomes R’ et $” qui correspondent &
une solution quelconque des équations en / sont les produits des po-
lynomes premiers entre eux U et V, par un méme polynéme P. Réci-
proquement, si en multipliant U et V par un méme polynéme P, tel
toutefois que les degrés des produits PU, PV ne dépassent pas respec-
tivement les nombres p et ¢, on a

PVy =PU + (xr+7+1);

cecl montre que les coefficients du polyndme PV constituent une so-
lution du systéme d’équations en /; autrement dit, les polyndmes
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R’=PU, S'=PV s’obtiennent pour une certaine solution de ce sys-
teme.

On obtiendra donc une solution{,, Z,, ..., l, comportant & son début
un plus grand nombre de zéros que toute autre, si ’on prend pour le
polynome P la plus haute puissance de x possible. Il est ainsi établi
d’abord qu’il n’y a qu’une solution de cette nature; ensuite qu’elle
s’obtient en adoptant une solution quelconque des équations en /, for-
mant les polynomes R’, §' correspondants, les quotients U, V de ces
polynémes par leur plus grand commun diviseur, et enfin multipliant
U, V par la plus haute puissance possible, «“m, de « telle que les de-
grés des produits a®» U, a®mV soient au plus égaux respectivement
aux nombres p, ¢; les coefficients du polynome x“»V constituent la
solution principale.

On voit ainsi que :

Les polynémes R = x*mU, S = a“»V, qui correspondent a la solution
principale, ne peuvent avoir de facteur commun autre qu’une certaine
puissance de x, et le degré de Uun d’eux est assurément égal a celui des
deux nombres p et q qui lui correspond. Réciproguement, si les polyniémes
R’, S’ qui correspondent a une solution I, ', ..., Z; des équations en [
Jouissent de ces proprietés, cette solution est la solution principale.

12. Nous avons appelé Z;, /|, ..., [, une solution quelconque des
¢quations en /, etw’, le nombre de zéros qui figurent au début de cette
suite de valeurs; les degrés des polynomes U et V, quotients des poly-
nomes R’ et S’ par leur plus grand commun diviseur, ayant respective-
ment pour limites supérieures les nombresp — ), , ¢ —
représentés par

4
pq SCront
P— c.)',,,, - 7';"1’ q— ")Ipq - )';"1’

’

en sorte que %,

A, sont des entiers positifs ou zéro. L'ordre de I'ap-

proximation fournie par la fraction > qui a pour limite inférieure la
LT A ’ 30 nhQ A >

quantité p + ¢ +1 — w, , sera represente par

p+q+ "Hu[ - w.’nq,

en sorte que ¢/, est un entier positif qui peut étre infini.
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Ces quatre nombres

’ "/ " 7
Opgs Yoo Fpg hpg

sont ce que nous appellerons les singularités relatives a la solution [,
Ly ovon by

Pour la solution principale /,, /,, ..., £,, ces singularités seront re-
présentées respectivement par © g, Ypg, %pgs Apgs €0 outre, pour abréger,

nous POSQI’OHS Or’dinail‘oment
p+(]+]—_wl’q:£1)0’ p+(]+"pl’(1”“’pq:npq;

ces nombres &,,, v, sont ceux qui figurent, au-dessous de chaque
fraction, dans les cases des Tableaux précédemment donnés comme
exemples.

13. 1l résulte de la proposition du n° 11 que I'un au moins des
nombres %,,, A,, est nul; d’ailleurs les équations en /présentent dans
leurs coefficients un ordre tel que 'on doit se demander s’il n’y a pas
encore quelque autre des quatre singularités w,,, $,y, %00 Apge qui s0iL
toujours nulle, ou si quelque relation ne lie pas ees quantités entre
elles; il n’en est rien comme on va voir.

Donnons-nous, arbitrairement, deux suites de quantités

4 ’ ’ .7 [/ ’
/S /N S A N

avec cette seule condition qu’elles comportent autant de zéros I'une
que l'autre & leurs débuts. Soit w,, ce nombre de zéros communs, au
plus égal 2 la foisa petag; ona

r e ] e _/ — r o O 14 —
lhi=l=...=ly y=k=Fk=...=ky ,=o.

7
Considérons alors les équations en a

ajly-a; Ui+ ... +a;_gly="Fk, (j=o0,1,2,...,p),

ailly a4+ ai gl =0, (=p+1L,p+2,..,p+q)

ol les lettres a affectées d’indices négatifs’ sont regardées comme re-
présentant zéro. Les équations qui correspondent aux valeurs o, 1,
2, ..., w, —1 de jsont identiquement satisfaites; il est facile de dé-
terminer les quantités a de telle sorte que les autres le soient égale-
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ment. La quantité /,; étant différente de zéro ainsi que kg, la pre-
miere équation donne pour @, une valeur différente de zéro, la seconde
détermine ensuite a,, puis la troisieme a,, etc., enfin la derniere
Ap+g—w)y"

Ceci posé, considérons une série convergente quelconque ordonnée
suivant les puissances entieres positives et croissantes de x et dont
les p+ g +1— w,, premiers coefficients soientay, @y, ..., @pig o, . Les
polynomes R’ et &'

R=/ky+ Kz +. ..+ kpxPr, S=l+lix+...+ 27

s’obtiennent quand, cherchant la fraction rationnelle approchée de la
fonction qui correspond au couple (p, ¢), on adopte £,, I}, ..., [, pour
. . . A at) <o . ' o7 ' s on e
solution des équations en /. On voit que w, , .., A, ont déja te,llo.s

’ . . R
valeurs qu’il nous a plu leur donner. Développons maintenant -5 en
série entiere; il suffit de prendre pour le (p + ¢ — w,, + 1), le
(p+q— o, +2)m, etc. coefficient de la série, les coefficients

A ’ RI ’ ’
de méme rang dans le développement de ; pour que 1§, prenne égale-

ment telle valeur qu’il nous plaira.
Si 'un des deux nombres %, A est pris égal & zéro, la solution
ly, L,y -.., L, étant alors la solution principale du systeme d’équations

en /, la proposition que nous avions en vue est établie.

14. Supposons Povdre p + ¢ + ¢,, — @, de 'approximation fournie
par la fraction 5 fini et retranchons-en la somme des degrés des termes
de cette fraction, on obtient

(P -+ q -+ LP;H/_ 0);,,]) - (P - (‘);ll/"— Z;w])
~ (g — 0y — hpg) = 0pg Yoy %pg = sy

Ainsi la somme des quatre singularités qui sont relatives a une solution
des équations en [ ne dépend pas du choix de cette solution; en outre, il est

¢vident que, si la fraction §; correspond dans le Tableau a plusieurs
couples (p, g), ce qui donne autant de systemes d’équations en { dif-
férents les uns des autres, cette somme des singularités est la méme quel

que soit le systéme consideré et la solution que U'on adopte de ce systéme.
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Nous allons bientdt retrouver ce nombre remarquable, avec une signi-
fication importante, en étudiant la distribution, dans le Tableau, des

fractions de ’ensemble (E) égales a la fraction %

15. Il ne nous reste plus a établir que deux propriétés simples et
de méme nature de la solution principale.

Les équations en £ relatives & deux cases voisines d’'une méme file
horizontale sont

aily +a;_qli+...+ ai_ql; =o,

(b=p=+1,...,p+q).
Aipq ly+a;ly, —+... + Qg1 1(1_—' o, ’ ’

Supposons que, dans la solution principale du premier systeme, on ait
l,= o, et soitm,, m,, ..., m,_,, o cette solution principale; elle donne
lieu aux identités

aiMmy— @ My~ oo = Qg My =0, (t=p—+1,...,p+¢q),

et il est évident que les valeurs m,, m,, ..., m,_, constituent la solu-
tion principale du systeme d’équations déduit du premier quand ony
supprime tous les termes en /; les identités précédentes établissent
des lors que les valeurs o, m,, m,, ..., m,_, constituent la solution
principale du second systeme d’équations. Ainsi :

Quand, dans une solution principale, la dernicre inconnue a la valeur
zcro, i suffit de faire passer ce z€ro en téle de la suite des valeurs des in-
connues pour obtenir la solution principale relative a la case contigué de
droute.

Il est de toute évidence que les fractions approchées qui corres-
pondent & ces deux cases sont les mémes et que par suite les approxi-
mations qu’elles fournissent sont de méme ordre; par conséquent

Tp+1,g=Mp,q-
On a, en outre,
Wp+i,g= Wpg+ T,
d’olt
(P+D)+q+H1—0pp,g=p+g+1—wp,
ou
Ep+1,0 = Epg-



SUR LA REPRESENTATION APPROCHEE D'UNE FONCTION, ETC. S.23

16. Considérons, en second lieu, deux cases contigués d’'une méme
file verticale; les systemes d’équations correspondants sont

aly+aiLi+...+a_4l;, =o, (i= p+1,...,p+7q)
Gerlp+aili+ai b+ ...+ ai_glp=o, (i=p,p+1,..,p+q).

Soit m,, m,, ..., m, la solution principale du premier systeme, et sup-
posons que, pour cette solution principale, le coefficient £, du terme
en 2” dans le numérateur soit nul; alors on a le systeme d’identités

@My~ gy My~ . .. = Qg Mg =0, (i=p,p+1,...,p+q),

dont la premiere exprime que %, est nul, et ces identités montrent que
le systeme de valeurs o, m,, m,, ..., m, est la solution principale du
second systeme d’équations.

Le coefficient de rang j dans le premier numérateur et celui de
rang j + 1 dans le second sont respectivement

AjMy=4 Qi g My = .. —+ Aj_gy,

@y O == Qi My~ Gj My~ . .+ Ay gy,

et sont égaux; si donc 4, £, ..., £,—,, 0 est la premiere suite de
coefficients, la seconde est o, &, £,, ..., £,_,. Ainsi :

Quand, pour une solution principale, la suite ko, k,, ..., k, des coeffi-
cients du numérateur comporte un sero en dernier licu, i syffit de le faire
passer en téte pour obtenir la swite relative au numérateur qui figure dans
la case infeérieure.

Les fractions correspondantes aux deux cases sont évidemment les
mémes et I’on a encore

Np,q+1= Tpg> Epya+ :gm-

IV. — La distribution des fractions.

17. Nous sommes maintenant en mesure de rechercher quelle dis-
position prennent dans le Tableau les différentes fractions de I’ensemble
(E). Cette recherche aura pour point de départ le théoreme suivant :

Dés gu’une fraction rationnelle irréductible différe de la fonctiony d’un
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infiniment petit dont Iordre est supérieur @ la somme des degrés de ses
termes, elle fait partie de Iensemble (E).

Soient, en effet, (E cette fraction irréductible et m + 1 Vordre de
Iapproximation qu’elle fournit, et qui, par hypothese, est supérieur
i la somme des degrés de ses termes, 7 pouvant d’ailleurs étre infini.
Supposons qu’il y ait deux nombres p et ¢ qui soient au moins égaux
respectivement & chacun de ces degrés et tels, en outre, que la limite

P , . . . . U
inférieure de I'ordre de I'approximation fournie par la fraction y; de
I'ensemble (E) qui correspond au couple (p, ¢), c’est-a-dire £,,, ne

dépasse pas m + 1; on a alors, d’une part,
I

U
Y=g+ (@)

et, d’autre part,

I Il r
y=g Tt =g + (@),

Ly < e ., . U I
etl’on déduit de la I'identité des fractions g et g-

L’hypothese de I’énoncé assure I'existence des nombres p et g.
Soient, en effet, &, ¢ les degrés des polynomes II, @; 'hypothése s'ex-
prime par I'inégalité

W+ 9Zm;
nous poserons
T+ +m=m,

m/ étant ainsi un nombre de la suite o, 1, 2, .... Les nombres pet ¢
doivent satisfaire aux trois inégalités

piw, GZ9, pPHqHIi—wpim-1.

Si I'on désigne par p’, ¢’ deux nombres de la suite o, 1, 2, ... et que
'on pose
p=w+p, ¢=9+¢q,

les deux premieres inégalités étant satisfaites, il ne reste 4 remplir que
la troisieme qui devient
P+ qEop, +m,

et il est manifeste qu’il est toujours possible d’y satisfaire.
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18. Le résultat de cette démonstration peut encore étre énoncé
comme il suit:

. I ,
Pour que la fraction B corresponde, dans l'ensemble (E), aw couple

(pr q), il fau et 1l suffit -

1° Que chacun des nombres p, q soit au motns égal a celui des degres
&, 9 qui lut correspond ;

2 Que la quantité §,,=p + q + 1 — ©,, ne dépasse pas l'ordre de
, L . DU
Uapproximation fournie par la fraction e

19. La fraction & icalier, :

19. La fraction 5 correspond, en particulier, 4 tous les couples
(o +p', 9+ q)oup, ¢ satisfont i I'inégalité

pqgizml.

Supposons, en premier licu, m’ =o. Cette inégalité n’est vérifiée
alors que pour p'== ¢’ = o, ¢t I'on obtient ainsi le couple (=, @). Il est
aisé d’¢tablir que la fraction ne correspond & aucun autre couple; on

a, en effet (n°® 14), pour un couple (p, ¢) auquel cette fraction corres-
pond,
pg A Vpg t+%pg +dpg=(m+1) —w —0=m' + 1;

m’ étant ici égal & zéro, et ¢, étant au moins égal & un, on voit que
’égalité entraine les suivantes :

Ypg =1, Dpg = Apg = hpg =0,
et 'on en déduit

P Apg = W py =W, G=9 ~+Apg -+ wpg =9,

en sorte que (o, 9) est bien le seul couple auquel corresponde la frac-
tion .
@

Supposons, en second lieu, m, et par suite 72, infini. Alors p’ et ¢/
peuvent prendre des valeurs quelconques de la suite o, 1, 2, .... llen
résulte que la fraction }II) figure dans toutes les cases du champ com-

plémentaire relatif au couple (w, 9), et ne figure dans aucune autre,
Ann. de ULc. Normale. 3° Série. Tome IX. S.4
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la premiere des deux conditions auxquelles doit satisfaire e couple
| ., o

(p» ¢) pour que la fraction g lui corresponde n’étant satisfaite pour

aucune de ces autres cases.

20. 1l reste 2 examiner le cas ou 7' a une valeur finie différente de
zéro. Il y a alors nécessairement des valeurs de p’, ¢' autres que zéro,
pour lesquelles I'inégalité est vérifiée, ct, par suite, la fraction corres-
pond sirement & plusieurs couples. On voit bien aisément qu’elle
(m'4+1) (m'+ :),)’

2

figure dans toutes les cases du Tableau, au nombre de

qui sont contenues dans un triangle rectangle isoscele A ayant pour files
limites la file verticale =, la file horizontale ¢ et une file en diagonale
allant de droite 4 gauche en descendant. Nous savons d’autre part que
la fraction ne peut figurer que dans le champ complémentaire relatif a
la case (@, 2); mais il peut encore y avoir d’autres cases ot la fraction

I s - :
g figure, & cause de I'existence du nombre ©,,; pour celles-la on aura

pl+qg >m, P g im 4wy

il s’agitde les déterminer; les propriétés de la solution principale nous
en donnent le moyen.

21. Considérons les cases qui figurent dans la premiere colonne ver-
ticale du triangle dont il vient d’étre question. Pour celles-ci, on a

p'=o, q'zm';
il y en a ainsi m'+ 1, correspondant aux couples
(©,¢), (mo+1), ..., (mo+h), ..., (w,0+m—1), (w, ¢-+m).

Considérons, en particulier, le couple (o, © -+ £). Le numérateur dela
fraction TI(‘I. qui lui correspond est de degré . Il résulte de la, d’abord
que wgo,, est nul, et que, en outre, les coefficients 4, 1, ..., ,,, du
polynome ® constituent la solution principale qui correspond au couple
considéré; c’est 13, en effet, une solution des équations en / qui donne
deux polynomes II, @, sans facteurs communs et dont ’un d’eusx, II,
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atteint celui @ des deux nombres &, ¢ + 2 qui lui correspond, pro-
priétés qui (n°® 11) caractérisent la solution principale. Maintenant,
puisque le dénominateur @ est seulement de degré o, on voit que dans
la solution principale on a

ly7# o, l¢+1 =l =.. . = lgrp1= Il p=0o,
et par suite
)-ZD',:?—E—IL = h.
Quant & la limite inférieure de ’ordre de I'approximation, elle est
(9 +A)+ 1 — g =T +0+1+1,
supéricure de A unités a celle qui correspond au couple (=, ¢).
Ceci posé, il résulte des propriétés de la solution principale (n°15)

que, pour les couples (&, 9+ 4), (w+1,0 +4), (& +2,0+A), ...
(@ + £k, 9 + &), les solutions principales sont respectivement

L, R U A
L A P A
T A P A
..... ey sy ey e ey e,
O A A U A

s . II R Co
2 tous ces couples correspondent la fraction 3 et la méme limite in-

férieure de 'approximation; les suites w, x, A correspondantes sont
d’ailleurs

o, I, 2, ceey R—1, A
o, o, o, cees o, o,
hy, h—r1, h—2, ..., I, o.

Quant au nombre ¢, il peut s’obtenir par cette condition que la somme
% 4+ A+ o+ est constante et égaled m +1 — & — ¢.
En donnant au nombre % les valeurs 1, 2, ..., 7/, on voit que la

fraction 3]—]) figure dans toutes les cases d’un triangle rectangle isoscele B

ayant pour cases aux sommets (@, 9), (@, 9 +m'), (& +m', 9 +m'),
et nous connaissons completement pour chacune de ces cases la valeur
des nombres w, §, z, A. Remarquons enfin que, pour chacune des cases
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de la file inférieure du triangle, la limite inférieure de 'ordre de I'ap-

proximation est
WH+qg+1+m=m-+1,

el égale & 'ordre méme de 'approximation.
22. Considérons maintenant les cases qui figurent dans la premiere
file horizontale du triangle A; pour celles-ci, on a
g'=o, p'tm,
et elles correspondent, par suite, aux m’+ 1 couples
(w,0), (m+1,0), ..., (w+5ko), ..., (@m+m—1,9), (@4+m, o).

Considérons, en particulier, le couple (& + £, %); comme dans le
cas précedent, on établit que wqy, est nul, que zq, 4, est égal & £, et
que la limite inférieure de 'ordre de Papproximation est w491 -+4.
Si l'on se reporte aux propriétés de la solution principale (n° 16), on

. ‘
en conclut que la fraction g se trouve dans les cases

(w+£k,0), (m+hko-+1), (m+ko+2), ..., (o—+ko-k),

et que les nombres w, %, A, correspondant a ccs cases, forment les
suites

0, I, 2, A el T
ky k—1, k-—2a, ..., I, o,
o, 0, 0, N 0, o.

. I , )
La fraction g figure alors dans toutes les cases d’un triangle rec-

tangle isoscele B’ ayant pour cases aux sommets (=, ¢), (& +m', 3),
(@ +m', 9+ m’); la nature des singularités est connue pour chacune
des cases de ce triangle, et la limite inféricure de 'ordre de 'approxi-
mation pour les cases de sa dernitre file verticale est m + 1, ordre
méme de I"approximation.

23. La réunion des triangles B et B’ constitue un carré, dans toutes
. . . II Ay :
les cases duquel figure ainsi la fraction & le coté de ce carré com-

porte m'+1=(m-+1) —w — 9 cases, c’est-d-dirc un nombre de
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cases égal & la différence entre I'ordre de 'approximation fournie par
. I .

la fraction g et la somme des degrés de ses termes (n° 14). Les cascs

extrémes d’unc file diagonale sont (@, 2), (w+m', o +m'); silon
considere une case de cette file, aux cases du carvé qui appartiennent
aux files verticale et horizontale limitées & cette case, correspond une
méme limite inféricure de Uordre de 'approximation; cette limite in-
féricure croit d’'une unité quand on passe d’une case de la diagonale &
la suivante, et varie ainside @ + o +14 @+ 20 +1+m=m—+1.

. \, ’ . . II A

24. Il nous reste & établir que la fraction o ne figure pas dans d"au-
tres cases du Tableau que celles de ce carré; nous avons déji remarqué
qu’elle ne peut se trouver que dans les cases du champ complémen-
taire relatif & la case (@, ©); la démonstration va résulter de cette
proposition auxiliaire importante :

. . ,
Scla fraction g figure dans unc case (pas ) du champ compleémen-

tawre relatyf au couple (w, 2), elle figure dans toutes les cases qui appar-

tiennent & la fois a ce champ complémentaire et au rectangle relatf au

couple (p., q.).
Soit (p,, q,) 'une de ces cases, on a
W PLL Do O gL G-
Puisc ar hypothese, 3 figure dans la case (p2s q2), le nombre %
uisque, par hypothtse, g figure dans la case (ps, ¢.), le S e
est au plus ¢gal & m —+ 1 = 754, et, par suite, 'une au moins des iné-

galités

3

fsr,y - 'th,‘ 70 Tp,q. Z 5/1._-(/,
est assurément vérifice. Que Uune ou l'autre de ces inégalités soit vé-
YT . L1 L II
rifice, il résulte immédiatement du théortme du n® 18 que g corres-
pond au couple (p,, q,).

25. Celte proposition nous eut évidemment permis de supprimer la
démonstration du n° 22 et partant celle du n® 16; nous ne les avons
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conservées que pour la symétrie de la méthode et pour étudier com-
pletement les singularités. Voici comment on en déduit 'impossibi-

., .1
lité pour la fraction 3 de se retrouver dans des cases du Tableau autres

que celles du carré déterminé précédemment.

Supposons qu’elle figure dans une case autre que celles du carré;
comme la fraction figure alors nécessairement dans toutes les cases du
rectangle commun au rectangle relatif & la case considérée et au
champ complémentaire relatif au couple (w, @), cette fraction figure
dans la file horizontale o ou dans la file verticale o, et cela dans des
cases autres que celles du carré. Or, il n’en peut étre ainsi, car, quand

, \ I, . \
on passe sur ces files d’une case ou figure 5 & la case suivante ol

figure aussi cette fraction, la limite inférieure de Uordre de Papproxi-

mation croit d’une unité; mais, pourles dernicres cases de ces files qui

appartiennent au carré, cette limite inféricure est égale 4 U'ovdre méme

de I'approximation, et, par suite, & ne peut figurer ni dans Pune ni
appro , eb, par suite, & ne | gure ¢

dans ’autre des cases suivantes.

26. Nous pouvons maintenant énoncer cette proposition qui résume
les résultats de notre étude sur la distribution, dans le Tableau, des
fractions de I’ensemble (E) :

Chacune des fractions distinctes qui font partie de Uensemble (E)
Jigure dans toutes les cases d’un carré dont le coté comporte un nombre de
cases égal a la différence entre U ordre de I approximation. fournie par la
Jraction et la somme des degrés de ses termes ; elle ne Jigure dans aucune
autre case du Tableau.

27. Cette proposition est au fond la seconde de celles que nous
avons annoncées au n° 3, mais nous parviendrons a une forme qui
montre mieux que nous sommes hien en possession de la généralisa-
tion cherchée, au moyen de la conception géométrique fort simple
suivante, dont la grande importance apparaitra d’ailleurs dans la se-
conde Partie de notre travail.

Imaginons un second Tableau, calqué sur le premier, mais ol ne
soient tracés que les cotés du premier Tableau communs aux cases ol
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figurent deux fractions distinctes. Au centre de chacun des carrés de
différentes grandeurs ainsi obtenus sera écrite la fraction correspon-
dante, en sorte qu’il n’y a, dans le nouveau Tableau, que des fractions
distinctes.

Les centres des différents carrés sont tous situés sur des ensembles
de droites paralleles équidistantes. Considérons celui de ces ensembles
dont les droites sont perpendiculaires & la diagonale principale du Ta-
bleau. Si deux centres figurent sur une méme droite, nous dirons des
fractions correspondantes qu’elles sont également avancées dans le Ta-
bleau; si deux centres sont sur deux droites différentes, nous dirons
de la fraction qui correspond au centre situé sur celle des deux
droites qui est la plus éloignée du sommet du Tableau, qu’elle est
plus avancée dans le Tableau que I'autre fraction.

A cette définition géométrique correspond cette propriété analy-
tique que, si, partant de celle des droites de 'ensemble qui est la plus
voisine du sommet du Tableau avec le n° 1, on numérote les droites
successives 2, 3, 4, ..., le numéro de chaque droite est Uordre de
I"approximation de toutes les fractions du Tableau correspondant a des
centres situés sur elle. L’ordre de 'approximation fournie par la frac-

. 1I , \ . .
tion o est, en effet, égal a m —+ 1, ou, suivant nos notations,

w9+ m 1.

Or pour obtenir le numéro de I'une des droites, il suffit de considérer
['une quelconque des cases (p, ¢) qu’elle traverse dans le Tableau pri-
mitif et de former le nombre p + ¢ +1; la droite sur laquelle se

. 1 o e .
trouve la fraction g traversant, par définition, les cases (& + 7', 9),
(w, ¢ —=m’) du carré o figure cette fraction, le numéro de cette

droite est bien & + @ + m'~+ 1.

28. Avec ces conventions, notre proposition peut alors étre énoncée
ainsi :

1. Si deux fractions de I'ensemble (E) sont également avancées dans
le Tableau des fractions distinctes, elles donnent la méme approximatior ;
quand on passe d’une fraction du Tableaw & une autre plus agancee,
[’ approximation va en croissant.
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29. Cette proposition donne lieu 2 une remarque intéressante, et
dont on verra plus loin I'importance.
ol II 1 . : r
Soit &t l'une quelconque des fractions qui, dans le Tableau des
1

fractions distinctes relatif & la fonction y, sont au plus aussi avancées
N | B : , o ,
que la fraction - Désignons par o5, | Ordre del’approximation qu'elle

fournit; on a

N, g, = Nog

et, par suite, des égalités

II ) I . .
] o= (T) -+ (.’L’rlw?), e T): —- (.‘Z"‘Aw.g;)’

on conclut celle-ci ~
u_u
o =, T

o U | U oo ndic
Elle montre que, au cas ol z= est moins avancée que g c’est-a-dire
1

‘ . U |
au cas 0l N, 4, est plus petit que ng,, la fraction g est 'une des frac-
1

. . .- co . 1
tions du Tableau des fractions distinctes relatif a la fonction s et elle
figure dans ce Tableau exactement comme dans le Tableau relatil & la

it

. | PN , . 1 ..
une fraction du Tableau relatif i la fonction g’ ais il peut alors ar-

river qu’elle soit dans ce Tableau plus avancée que dans le Tableau
relatif i la fonction y, tout en restant sur la méme parallele 4 la diago-
nale principale du Tableau.

. . , N ST | | N
fonction y; si 15, ,, est ¢gal & 74, la fraction 2 est encore strement
i

.. . . . 1T PN
Ainsi, la connaissance de la fraction B du Tableau relatif 4 la fone-

tion y entraine la connaissance de toutes les fractions de ce Tableau
. . , 1I
(qui sont moins avanceées que ik et ’on en conclut que :

Un Tableau de fractions rationnelles approchées est enticrement défini

parla connaissance d’une suite illimitée de fractions de plus en plus avan-
cées de ce Tableau.
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V. — Les singularités.

30. Nous dirons d’une fraction de I'ensemble (E) qu’elle est nor-
male si elle ne fait partie qu'une seule fois de cet ensemble; dans le
cas contraire, elle sera dite anormale.

I résulte de 'étude faite antérieurement que, si p, ¢ sont respecti-
vement les degrés du numérateur et du dénominateur d’une fraction
normale, le seul couple auquel cette fraction corresponde est le
couple (p, ¢), et 'ordre de approximation qu’elle fournit est égal &
p~+ g+ 1;0naalors

v-]J/)r[ =1, (‘)/u/ =0, '/-I,q: 0, AI"I = 0.

Réciproquement, ces conditions nécessaires sont aussi sulfisantes
pour que la fraction qui correspond au couple (p, ¢) soit normale.
Nous allons rechercher & quelles relations entre les coefticients de la
séric qui représente y elles correspondent.

31, Désignons par A, le déterminant d’ordre ¢ + 1,

Ayt a, cee Qpaqey

”/M-‘.e a/)-!—l A ﬂ[l—H!—([ .
b

Apat+y  Cprg -+ (piy

les coefticients qui figurent dans les ¢ premieres lignes sont ceux des
¢quations en Lrelatives au couple (p, ¢).

»y est plus grand que un, ¢’est que la solution prin-
cipale satisfait d I'équation

Sile nombre 4

Wparvglo+ Qpaqli+. . . +a, b, =0,

el alors le déterminant A, est nul. Réciproquement, si A,, = o, toute
solution des équations en /satisfait aussi & 'équation précédente, et,
par suite, {,, est plus grand que un.

Sile nombre w,, est plus grand que zéro, c’est que, dans la solu-
tion principale, /, est nulle; il faut pour cela que le déterminant
A,_; 4 soit nul. Réciproquement, si ce déterminant est nul, les équa-
tions admettent une solution ou /, est nulle; la premiere au moins des

Ann. de l*Fe. Normale. 3¢ Sérvie. Tome X, S.5
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*

inconnues dans la solution principale a la valeur zéro, et par suite w,,
est plus grand que zéro.

Si le nombre x,, est plus grand que zéro, c’est que, pour la solution
principale des équations en /, on a aussi

ayly+ap_ i+ ..+ ap_gly=o0,

et U'on voit qu’alors le déterminant A,_, , est nul. Réciproquement, si
ce déterminant cst nul, toute solution des équations en / satisfait &
I'équation précédente, et par suite %,, est plus grand que zéro.

Il reste & examiner le nombre A,,. S’il est plus grand que zéro, on a
l,= o dans la solution principale, et, par suite, le déterminant A, ,_,
est nul; mais ici la réciproque n’est pas vraie; ce déterminant peut
étre nul sans que, dans la solution principale, Z, soit nulle, sans que
par conséquent A,, soit plus grand que zéro. Il n’en reste pas moins
vrai que la fraction est encore anormale, puisqu’il y a une solution
des équations en /ol /, est nulle et que, par suite, le dénominateur
de la fraction n’est pas de degré ¢; si, dans la solution principale,
[, est différente de zéro, c’est que 'une des trois autres singularités se
présente.

La fraction qui correspond au couple (p, ¢) conduit ainsi & la con-
sidération des quatre déterminants A, , A,y ., A, ., A, s pour une
fraction située dans la premiere file horizontale ou verticale du Ta-
bleau, deux seulement de ces symboles ont un sens; un seul a un sens
sil’'on considere la fraction qui est au sommet du Tableau. On s’assure
immeédiatement que ces symboles dénués de sens peuvent étre consi-
dérés comme des quantités différentes de zéro quelconques, les singu-
larités auxquelles ils correspondent ne pouvant alors sirement se
présenter. On peut donc, en toute généralité, dire que, si la fraction
qui correspond au couple (p, ¢) est anormale, 'un au moins des
quatre déterminants considérés est nul, et réciproquement, si I'un
des quatre déterminants est nul, la fraction est anormale; done :

La condition nécessaire et sujffisante pour que la fraction qui corres-
pond aw couple (p, q) soit normale est que chacun des déterminants

Apgy Buig-1s Bpg-1, Apotg

soit dyfférent de zéro.
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De cette proposition se conclut immédiatement cette autre :

Pour que le Tableau soit uniguement composé de fractions normales,
i faut et il suffit que tous les déterminants

Bpyy  (prg=0,1,2,3,...)

sotent dyfférents de zéro.

32. Un méme déterminant se retrouve dans I’étude des singularités
de quatre couples différents; ainsi A,, sera & considérer pour les quatre
couples

(p,q9), (p+1,q9+1), (p,g+1), (p+1,9).

Supposons nul ce déterminant A,, et voyons quels caractéeres pré-
sentent les quatre fractions correspondant & ces quatre couples.

Nous écrirons ainsi les équations en / qui correspondent & chacun
d’eux : '

() aily daiy i+ aiyl, == 0, E=p+1, ..., p+q;

(I aplby+aily, +...4+aqlysey =o, l=p—+1, .... p-+q-+1;
(I aly +aili+.. .+ @&—goqlyry==0, i==p—+1, ..., p+qg—+1;
(IV) aly +aili+.. . +aigl, =—o, i=p—+2, ..., p+q-+i1.

Soit m,, m,, ..., m, la solution principale du systeme (I); elle
donne lieu au systeme d’identités

(A) aimy—+ aiymy—+... 4 ai_gmy=0, I=p—+1, ..., p+qg-—+1,

dontla derniere est une conséquence de I’hypothese A,, = o.

Si, dans le groupe (II), on substitue aux inconnues les valeurs o,
My, My, ..., m, on obtient les identités (A); on les obtient encore
en substituant, dans le groupe (III), aux inconnues les valeurs m,,
my, ..., m,, o, et encore, sauf la premiere, en substituant, dans le
groupe (IV), aux inconnues, mq, m,, ..., m,; on conclut de la que les
fractions qui correspondent aux quatre couples sont égales.

33. Cest 1 évidemment un cas particulier du théoréme du n° 26:
lors méme qu’on a reconnu que pour les couples (p, ), (p +1,¢4+1)
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les fractions sont les mémes, on peut affirmer, en raison du théoreme
du n° 24, que cette méme fraction correspond aussi aux couples
(p,q+1) et (p+1,q). Mais il est possible d’aller plus loin et d’ob-
tenir & nouveau le théoreme dun® 26. De ce que o, m,, m,, ..., m, est
la solution principale du systeme II, on conclut en effet

W gy, 41— 'J"p,q"_ L,
ct, par suite,

Lpa1,q+1 = %pgs Lpt,g et = Dp.gs
et enfin, en appliquant la proposition du n° 14,

Uprt,qa1=Ppg— 1.

Cette ¢galité montre que, si b, est au moins égal & trois, ., ., est
plus grand que un, et, par suite, la méme fraction qui figure dans les
cases (p, ¢) et (p=4+1, ¢+ r)seretrouve dans lacase (p + 2, ¢ + 2);
si g, est au moins égal & quatre, la fraction se retrouve en outre dans
la case (p + 3, ¢ + 3), et ainsi de suite. Si done, revenant aux nota-

. , N ' .1
tions déja employées (n° 17), on a une fraction g pour laquelle

WA - m'=m,
comme alors

e, g == 0/ -1,

la fraction figurera dans les cases
(@,9), (B+1,0+1), (@+2,0+2), ..., (@-+m,o+m),

ct, par la proposition du n° 24, la démonstration du théoreme s’acheve
aisément. Cette méthode est, comme on voit, peut-étre un peu plus
simple que celle-la méme que nous avons employée; elle ne fait pas
connaitre aussi completement la variation des singularités.

34. Des dillérentes propositions qui préceédent, on conclut ais¢ment
que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une méme fraction
corresponde aux couples (p,¢) et (p-+1, ¢+ 1) est que le détermi-
nant 4,, soit nul.
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Pour qu'une méme fraction figure dans toutes les cases d'un carré
donné, @ priort, et ayant pour cases aux sommets les cases

(@,0), (@+n,0), (mo+m'), (@+m, g+m),

il faut et il suffit, en vertu du théoreme du n° 24, qu’elle figure dans
toutes les cases en diagonale

(,9), (@+1,04+1), (@+2,04+2), ..., (@+m,o+m);
ct, pour cela, il faut et il suffit que tous les déterminants

Mgy Ameiont oo Amiwrzemes
soient nals.

De cette proposition résulte la possibilité de former une fonction y
telle que les fractions rationnelles approchées aient, dans le Tableau
correspondant, telle disposition donnée, @ priori, que I'on voudra, des
quelle satisfait au théoreme général du n° 26; nous ne discuterons
pas davantage ici cette question.

35. Le déterminant A, appartient i une classe de déterminants qui
se rencontrent fréquemment : ce sont des déterminants ot toutes les
files d’¢léments paralleles & Pune des diagonales sont formées chacune
d’éléments ¢gaux. M. Kronecker ('), en quelques pages ot P'on trouvera
aussi les points les plus importants de la Bibliographie (*) relative
a ces déterminants, a montré a quelle question générale se ratta-
chent toutes celles ot de semblables déterminants ont été rencontrés.

(1) Auszug aus einem Briefe des Herrn Kronecker an E. Schering ( Gétt. Nachrichten,
p- 271=279; 1881).

(%) Jscosr, Journal de Crelle, 1. 155 18355 1. 305 1845, — Caviwy, Journdl de Liou-
gille, t. XI:; 1846, — Joscmvstiar, Journal de Crelle, t. 48; 1834,
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SECONDE PARTIE.

LES FRACTIONS CONTINUES SIMPLES.

I. — Préliminaires.

36. Cette seconde Partie est consacrée a 'étude des rapports qui
existent entre la théorie de 'approximation par des fractions ration-
nelles et la théorie des fractions continues, rapports qui ont été, en
premier licu, remarqués par Lagrange.

La premiere tentative faite pour représenter par une fraction con-

“tinue une fonction d’une variable est due & Euler (*); jusqu’a lui, les
fractions continues étaient enticrement demeurées dans le domaine de
la Théorie des nombres. Le probleme qu’il se propose et résout est
d’obtenir une fraction continue telle que ses réduites successives
soient respectivement les polynomes obtenus en limitant une série i
ses dillérents termes successifs. Il considere, en particulier, le cas
d’une séric procédant suivant les puissances entitres positives ct
croissantes d’une variable a5 la fraction continue qu’il obtient a alors
la forme
I
@+

ou a désigne une constante, et A une fraction continue ol tous les
numérateurs particls sont des mondomes du premier degré, et tous les
dénominateurs des binomes du premier degré. Il n’y avait évidemment .
pas lieu de rechercher I'ordre de I'approximation fournie par les di-
verses réduites, et la nature méme du probleme qu’il s’était proposé
conduisait Euler & la seule des fractions continues correspondant & la
fonction qui put lui cacher la véritable nature de ces expressions.
Apres Euler, Lambert (*) doit étre cité comme ayant donné un déve-

(1) EvLER, Introductio in Analysin Infinitorum, t. 1, §§ 368-373.
(%) LAMBERT, Beitrige zum Gebrauche der Mathematik und deren Anwendung, L. 11,
1" Partie (Perwandlung der Bricke); 1770. On trouve encore (§ 22) dans ce Mémoire
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loppement en fraction continue de quelques fonctions. On sait Ia
belle application qu’il en a faite pour démontrer I'incommensurabilité
de e et de =; mais, restant étroitement attaché i la Théorie des nom-
bres, il ne fait absolument aucune remarque sur la nature des réduites
de ses fractions. Celles-ci, obtenues d’ailleurs par la méthode fort pé-
nible des divisions successives, se présentent avec des é¢léments [rac-
tionnaires; Lagrange les devait bientot retrouver sous la forme la plus
convenable pour nous.

[’éminent géometre a consacré & la théorie des fractions continues
deux Mémoires. Le premier, ajouté en Note a 'Algebre d’Euler, a (rait
~aux fractions continues simples qui se sont offertes tout d’abord en
Arithmétique; c’est assurément une de ses plus belles ceuvres didae-
tiques. Le second Mémoire (') seul se rapporte & ce qui nous occupe
ici. Il y est exposé une méthode générale qui permet d’obtenir un
développement en fraction continue de I'intégrale d’une équation dil-
férentielle quelconque & une seule variable indépendante, puis la mé-
thode est appliquée & quelques exemples particuliers. La forme des
développements obtenus doit particulierement étre remarquée. Le
premicr d’entre cux est relatif & (1 + a)™, d’olt ceux de log(1 4+ )
et e® se déduisent comme cas limites, et I'on a

(1 2)"=1-+

- = ) er =1+
1h &x £

2

b’

max log(1+ ) I x

—
U
U

1+

w, ', W désignant des fractions continues ol tous les numérateurs
partiels sont des mondmes du premier degré, et tous les dénominateurs
partiels 'unité. Appliquant ensuite & ces différents développements
une transformation fort simple, ils s’obtiennent chacun sous deux

celle remarque que la série au moyen de laquelle la fraction continue a été oblenue peul
étre divergente et la fraction convergente; elle est énoncée sous cette forme : « Wir haben
demnach hierdurch ein Mittel den Werth unendlicher Reihen auch fiir dicjenigen Fiille zu
finden, wo dic Reihen selbst divergirend werden. »

(1) Sur l'usage des fractions continues dans le Caleul intégral (Nowveaur Memoires
de U’ dcadémic royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, année 1776. — OEuvres de
Lagrange, t. 1V, p. 301-332).
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formes nouvelles :

n(n — r.) 2 z
P log (1<) 2
(1= 2)" =1+ mur + - , T 1= = eE=1 - 4 —
- X <
m.r log(1+x) 1 x
(1= )" =14 —— — = - er =1+ ==,
) xr @ [2]
ro 1.9
L+ —+ =
2 <y

’

<, e, &, e, g et [2] désignent des fractions continues ol tous
les numérateurs partiels sont des monomes du second degré; les de-
nominateurs partiels sont des binomes du premier degré, sauf pour []
ot ils sont tous égaux & un.

Apresavoirencore donné les développements de tangx, de are tang v
et quelques autres, qui, pour la forme générale, ne dillerent pas des
précedents, 'illustre géometre cherche (n° 19) & réduire ces frac-

“tions en fractions ordinairves, « ce qui donnera licu, dit-il, & des
conséquences importantes sur la nature de ces mémes fractions ». Ces
conséquences sont que le développement en série entivre de chacune
des réduites coincide avee celui de Ia fonetion, « jusqu’a la puissance
de @ inclusivement qui est la somme des deux plus hautes puissances
de 2 dans le numérateur et dansle dénominateur ». (Vest sur cetle con-
clusion, qui établit completement le lien entre les deux théories, que
se termine le Mémoire. .

Depnis Lagrange, d’autres développements de fonctions particu-
lieres ont été obtenus, parmi lesquels il faut citer le développement
célebre de Gauss, relatif au quotient de deux séries hypergéométri-
ques; mais aucun type de fraction, différent de ceux que nous avons
cités, n'a été présenté. Tous les développements auxquels on a cu
affaire, dans le cas, qui seul nous occupe, de « infiniment petit, ap-
partiennent & 'un des types précédents, ou s’y raménent de suite en
prenant pour variable une puissance entiere de a.

37. Quelle est donc leur nature?
On observe tout d’abord que chacun d’cux offre de singulitres irré-
gularités & son début.
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Si I'6n s’en tient a la partie réguliere, on trouve quatre formes
différentes que nous avons désignées respectivement par &, v, € et
[ 2], & savoir :

ax :
L=1+axr -+ ﬁ Wh :IA,——————?—(—{—
1+ bax S x—+——ﬁ——
S 2 Z
I+~cCcax + / — -+ 7 —
L4 I
.y Bl
~ o ax? ) ox?
< I+ ax - B-ZE [3_]:1-—%—*——2}“3;
1+ b + s I+ 3
~ o }':l?"
I+ cCcx -+ — I
. .
ey ’
@, B, Y, ..., a, b,c, ... désignant des constantes.

Sont-ce donc la effectivement les seules formes qu’il y ait lieu de
considérer, et, pour une fonction quelconque, peuvent-clles toutes
quatre étre obtenues? Peut-on, par exemple, trouver pour '—Opq(—l‘t‘rqf—’
un développement ayant la forme [2]? Aujourd’hui encore, la forme
A d’Buler n’est pas considérée comme pouvant donner des fonctions
ationnelles véritables approchées d'une fonction; dans son exposition
de la théorie des fractions continues, Heine ne la mentionne pas: il ne
considere comme générale que la forme v ('), et les formes e et [e]
ne s’y rencontrent que dans des cas particuliers.

En second lieu, pour une fonction donnée, combien y a-t-il de frac-

. ) , log(h + 2
tions ayant une forme donnée; pour ——’3(—4~—}; par exemple, nous

ax
avons mentionné deux fractions ayant la forme €; en existe-t-il encore
d’autres ayant la méme forme?
Telles sont les plus importantes des questions qui se posent imin¢-
diatement.

38. Dans ce qui suit, nous allons montrer :
Que les irrégularités qui s’observent aux débuts des développe-
ments donnés sont, en réalité, soumises 4 une loi fort simple;

(1) Heing, Handbuch der Kugelfunctionen, L. 1, p. 266 et suiv.; 1878. — A vrai dire, dans
I'unique forme que 'auteur considére comme générale, les numérateurs partiels sont des
fonctions entitres et les dénominateurs partiels sont égaux a I'unité (§ 66); mais, le cas
spéeial ol cetle forme se réduit 4 la forme Wb mis & part, il serait peut-étre fort difficile
de citer un seul exemple d’une fraction continue de celte forme.

Ann. de U'Fe. Normale, 3¢ Série. Tome 1X. 5.6
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Que, dansle cas général, trois types de fractions réguliéres, &, W, €,
et trois seulement, sont & considérer;

Que la forme [2] n’est qu’'un cas d’exception et doit étre regardée
comme rentrant dans le type général e, un développement de cette
forme [2] étant ainsi, en général, impossible a obtenir; c’est 'exemple
le plus simple de fractions continues régulieres exceptionnelles, en
nombre illimité, offrant des types entiérement nouveaux;

Que, dans le cas général, il existe une infinité de développements
de chacune des formes &, ¥, 2, et aucun des autres formes, la forme
4 d'Euler donnant comme les autres des fractions rationnelles appro-
chées véritables, et non pas seulement de simples polynomes.

Enfin, tous ces résultats seront obtenus comme cas particuliers de la
méthode générale 2 employer pour obtenir, pour une fonction en-
tierement quelconque, tous les développements en fraction continue,
non plus réguliere, mais assujettie seulement a4 étre ce que nous
appellerons simple. Nous entendons par la une fraction ou les numé-
rateurs partiels sont des mondmes de degré entier positif, et les déno-
minateurs partiels des polynomes également de degré quelconque,
ayant un terme constant différent de zéro. L’étude de la convergence
de ces fractions nous conduira & quelques résultats intéressants.

II. — Sur la définition des fractions continues; fractions continues
simples et réguliéres.
39. A I'exemple de quelques auteurs, nous introduirons pour I’écri-

ture d’une fraction continue, les nouveaux symboles + et — définis
par les formules

-.i-C:—_—

o Q

b

i
o
o
l

‘Pour la régularité des notations et du langage, nous devons distin-
guer deux formes de fractions continues, & savoir :

Oy - O3 - O -
(1 a4 — 4 =2 =,

d, a; a,

o. - oL LR 4 .
<(11) .

a, a, a,
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Nous les dirons étre respectivement de la premiére et de la deuxieme
JSorme. Nous nous exprimerons, quand il n'y aura pas lieu de distin-
guer celle des deux formes dont il s’agit, comme si nous ne parlions
que de l'une d’entre elles; mais les formules, si elles ne sont pas
identiques pour I'un et 1'autre cas, seront écrites pour chacun d’eux;
celles qui se rapportent a4 la premiere forme étant désignées par (1),
celles qui se rapportent a la deuxieme forme par (11).

Nous appellerons fractions continues partielles de la fraction conti-
nue les fractions continues limitées

. 72 Gy + Oy
(1) ay, A+ —> A+ — 4+ =y e
(22 (42} ay
. oy oy - Oy Oy - Oy - Oy
(1) —  — =y — o —
a, @, as a, Qs as

Si, par un calecul purement formel, nous réduisons chacune d’elles
a la forme d’un quotient de deux polynomes entiers relativement aux
lettres « et a, elles deviennent respectivement les fractions

u Uy
V]? \72) V37

que 'on nomme les réduites de la fraction continue. La réduite V—‘ cor-
;

respond & la fraction continue partielle terminée par le quotient in-
complet a;.
La regle dite lod de formation des réduites s’exprime par les for-
mules
o Uig+ a; Uiy =10y, )

! {i=3,4,5,...),
o;Vica+a;Vig=V,; ) ¢

qui permettent de former successivement les polynomes des suites U,,
U,,U,, ..., V,, Vo, V,, ..., en partant des deux premiers de chacune
d’elles,

 U=ay, U,= a,a,+ o,
(-I) { Vi=r, Vo= a,;
| Uj=a, Uy== oty s,

(]]) ( Vlja;, V2:a1ag+ COlg.
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De ces formules se déduit la suivante :

(I) U;Vl'+.1-—U,'+1Vi:(-—I)i Oy lly oo« Aigty
(1I) U;Viey — Ui+1vi:(—'l)i+t“1dz‘ e gy

applicable pour toutes les valeurs entieres positives de z, et celle-ci :

U, U,  (—=1)Ployoy...0., (— 1P a0, . . 0y (—l")qagan...a,,’
;T T X7 T 7 — cee _“*—'""I—Aw""v«—
V'i VP vp Vp—H Vp-H A p+2 v q-1 \/,[
U, U, (=1 ..o,e (—0D)0 oo dpp, (—1)7 00 . .0y
—_— — - —_ 7 Tl
Vq VP Vp v[) +1 Vp +1 \ p+2 vf] 1 vll

applicable pour toutes les valeurs entiéres positives de p et ¢, ¢ étant
plus grand que p.

40. Une fraction continue limitée est une expression algébrique
élémentaire; pour un systeme de valeurs des lettres o et @, elle a une
valeur numérique ou est dénuée de sens suivant que les opérations
indiquées sont possibles ou ne le sont pas. Si elle a une valeur numé-
rique, la derniere réduite calculée par la loi de formation des réduites
a aussi une valeur numérique, et ces deux valeurs numériques sont
égales; mais la réciproque n’est pas vraie. Par exemple, la derniere
réduite de la fraction
4

o~

I I
P
est égale a zéro, tandis que cette fraction est dénuée de sens.

C’est donc faire une convention arbitraire que de compléter la dé-
finition de la valeur d’une fraction continue limitée, en la considérant
comme toujours égale 4 la valeur de sa derniere réduite. Ce complé-
ment de définition se justifie par la considération de fractions ot les
quantités « et a sont des fonctions de variables z, y, z, .... Soit x,,
Yo» Zo» « -~ un systeme de valeurs de ces variables pour lequel la frac-
tion n’ait pas de sens, mais tel que pour chacun des points d’un cer-
tain champ de ,, y,, 5, -.. ellc en ait un. Pour ces points, la frac-
tion continue est égale a sa derniere réduite. Si, dans ce champ, cette
réduite est continue, sa valeur au point z,, ¥,, 3, -- . est la limite de
ses valeurs successives quand z, y, , ... tendent respectivement vers
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Ty, Yos Sos .. sans sortir du champ considéré. Attribuer, par consé-
quent, en &,, ¥,, 5, -.., & la fraction continue, la valeur que prend en
ce point la réduite, c’est compléter Ja définition de maniere i obtenir
une fonction continue.

De méme, si 'on s’en tient & ['analogie avec les séries, on doit dé-
finir la valeur d’une fraction continue illimitée comme Ia limite, sup-
posée d’ailleurs exister, de la suite formée par les valeurs de ses frac-
tions partielles successives. Si cette suite a une limite, la suite formée
par les réduites en a une également, et les deux limites sont égales.
Mais la suite des réduites peut étre convergente sans que I'autre le
soit. Par exemple, la suite des fractions particlles de la fraction con-

tinue

-
-
1

1 - I .
J— - 4 - = —+
1 I

-
— -

est divergente puisque celles de ces fractions qui sont terminées par
les quotients incomplets de rang 4,6, 8, ... n"ont aucun sens. La suite
des réduites. au contraire, est convergente.
Des formules
Ul:: I, U?-_:; O, ("" [)i——]U[-—-Q -+ Ui-—1: Ui’ ? ( . ,‘5 ;7 = )
. ’ L2 0, Jy Oy v o0 )y
V=i, Vo=z1, (— 1) 'WVin+ V=V, J v
on déduit, en effet, pour ¢ impair,

Uio=Uiryy Vica=Vip

en sorte que, pour établir la convergence, il suffit de le faire pour la
suite formée par les réduites de rang impair. Or, pour ¢ impair, on a,
en vertu des formules précédentes,

Uimi+ Uie= Uy, .. :
. (0=5,7,095 ---)
Vl'-—k+ Vi-—2:—— Vl" s
Ces réduites de rang impair sont donc celles de la fraction continue

r - 1r - 1r- 1-
L= = d o~ =~ L,
2 I I 1

et forment, comme on sait, une suite convergente.
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Ici encore, il est facile de montrer, en supposant les éléments de la
fraction continue fonctions de variables «, y, =, ..., I'avantage qh’i]
v a h compléter la définition en considérant la fraction continue
comme toujours égale & la limite, supposée exister, de la suite des
réduites. Supposons que, pour les valeurs @,, y,, z,, ... des variables,
une infinité de fractions partielles soient dénuées de sens, tandis que,
au contraire, pour tous les autres points d’un certain champ de «,,
Yor Zos --- toutes celles d'entre elles dont le rang surpasse un nombre
déterminé en aient un; si, dans ce domaine, la suite des réduites est
uniformément convergente, et si toutes les réduites, a partir d’un
rang déterminé, sont des fonctions continues de «, y, =z, ..., la limite
de cette suite est également une fonction continue de ces variables.
Done, attribuer en x,, y,, 5,, ... & la fraction continue, pour valeur
numérique, la limite de la suite des réduites, ¢’est encore compléter
la définition de maniere & obtenir une fonction continue.

Nous avons affaire, dans ce qui suit, & des fractions continues ol
les quantités o et @sont des fonctions d’une variable x; nous adopte-
rons donc, comme définition de la valeur de la fraction, celle qui ré-
sulte de la considération de la suite des réduites. Les fractions conti-
nues partielles ne jouent plus des lors aucun role, et une fraction
continue n’est plus & considérer que comme un algorithme commode
pour figurer une loi de formation de deux suites de polynémes.

41. Si les éléments d’une fraction continue sont des polynémes
entiers en x, ses réduites sont des fractions rationnelles, irréduc-
tibles ou égales i certaines fractions rationnelles irréductibles.

Réciproquement, étant donnée une suite de fractions rationnelles
irréductibles

telles que les expressions
U, V, UV —U,V, (£==1,2,3, ...),

soient differentes de zéro, on peut toujours former une fraction con-
tinue ayant pour éléments des polynomes entiers en x et dont les ré-
duites successives soient respectivement égales a ces fractions. Il
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résulte, en effet, des formules du n° 39 que, étant données les deux
suites de quantités

U, Uy Uy, ..t Vi Vo Vi oo

il ya,siV, est égale d 1, une fraction continue de la premitre forme,
et une seule, telle que ces suites soient celles formées respectivement
par les numérateurs et parles dénominateurs des réduites successives;
les ¢léments de cette fraction sont donnés par les formules suivantes,
ol V, doit étre supposé égal i I'unité :

U U,V,— U,V L V.— U,V i
\ al::w—l, Oy =22 — —rr 'f‘-»:'-}, Gy — ,l,-—}\’ [.[\Iﬂ.l y
I - Vl ‘1 l‘i~~z\f—1_l»i~1\i-2 (i wor ok
. N R P (At VO Y TN
. Us Vi UiV
ay== V,, ;= - : : =
Ui Vi — Ui Vi !
De méme, les deux suites données déterminent une fraction continue
de la scconde forme et une seule; ses éléments sont donnés par les
formules
U,v,— G,V U Vi—U; V.-
\thv'—'-AUx, dzi‘:; 1 2_1___._1, (Z,':‘”?-—— . i l i 11 I‘1 , ’
(1) U, Uio Vi — Uiy Vi, (i 0w o7 o»
) . . . . O (VA= TR T R
a,=—V @ — U, o= Ui Vi—U; Vi \ ’
== y 9T Ty ;== = : =
! ? 1 ‘ Ui Vi — Ui Vi

On voit que, en général, les éléments de ces fractions continues
sont des fractions rationnelles. Mais on peut évidemment, sansaltérer
la valeur des réduites, multiplier les éléments de Ja (raction continue
par des polyndmes tels qu’on la transforme en une autre ol tous les
¢léments soient des polynomes entiers en 2. Le numérateur et le dé-
nominateur d'une réduite quelconque sont encore des polynomes en-
tiers en o, mais qui ne sont plus nécessairement premiers entre eux.
Les réduites de cetle nouvelle fraction continue sont respectivement
égales aux fractions rationnelles irréductibles données.

Le probleme de la recherche d’une fraction continue, dont les élé-
ments soient des polyndmes entiers en « et dont les réduites soient
égales & des fractions rationnelles irréductibles données, admet ainsi
une infinité de solutions. Mais, parmi ces fractions continues, nous
allons ne considérer qu’un groupe important formé par celles que
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nous nommerons les fractions continues simples, et pour lesquelles le
probleme ne peut plus admettre qu’une seule solution.

42. Une fraction continue sera dite simple si les numérateurs par-
tiels sont des monomes entiers en « dont le coefficient et le degré
sont différents de zéro, sauf pour a, qui doit étre une constante diffé-
rente de zéro, et si, en outre, les dénominateurs partiels sont des po-
lynomes entiers en 2 ayant un terme constant différent de zéro.

De cette définition découlent immédiatement deux conséquences
qui sont le fondement de toutes les propriétés des fractions continues
simples.

L.a premiere est que tous les numérateurs ct dénominateurs des
réduites d’une fraction continue simple ont un terme constant diffé-
rent de zéro. Les quantités o; s’annulent, en effet, sauf «,, pour z = o,
tandis que les quantités «; se réduisent chacune 2 une constante diffé-
rente de zéro; on voit alors, par les formules qui expriment la loi de
formation des réduites (n” 39), que, si U,._, et V,_, ont chacun un
terme constant différent de zéro, U; el V; en ont également un. Or les
polynémes U,, V,, U,, V, en ont chacun un, donc aussi les polyndmes
U, et V.. ‘

La seconde conséquence est que, pour une fraction continue simple,
les quantités U; V., — Uy, V; se réduisent chacune &4 un monéome en-
tier en «, ayant un coefficient différent de zéro, et un degré qui croit
quand ¢ augmente.

43. De ces propriétés se déduitd’abord irréductibilité des réduites
d’une fraction continue simple; d’un coté, en effet, les polynomes U;
et V;ne sont ni 'un, ni l'autre divisibles par «; de 'autre, ils ne peu-
vent avoir d’autre facteur commun qu’une certaine puissance de  :
donc ils sont premiers entre cux.

En second lieu, les réduites d’une fraction continue simple sont
toutes différentes entre elles. Cela résulte des deux dernieres formules

. . Ly U U, .. . . .
du n°® 39; si, en effet, les réduites v et ¢ étaient identiques, le pre-
r q

mier membre de I'une ou de Pautre de ces formules serait identique-
ment nul. Or, en raison de la nature des quantités U, V., — Uz, V,,
le second membre est évidemment le produit d’une certaine puissance
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de 2 par une quantité qui, pour & = o, est continue et différente de
zéro; pour une valeur de x tres voisine de zéro, ce second membre est
donc différent de zéro; il n’est pas identiquement nul, et I'impossi-
bilité est manifeste. Ainsi :

Les réduites d’une fraction continue simple sont des fractions ration-
nelles irréductibles toutes différentes entre elles.

U

-

" est infiniment petite

. U,
Remarquons encore que la différence v
q

=

ésimal croit en méme

—

en méme temps que , et que son ordre infini
temps que 'entier positif p plus petit que ¢.

44. 11 résulte du théoreme précédent qu’il ne peut y avoir qu’une
scule fraction continue simple, telle que ses réduites successives
soient respectivement égales a des fractions rationnelles irréductibles
données ‘

les suites
U, Uy, Us, ..o; ¥V, Vi, Vi

sont, en effet, celles que doivent alors former respectivement les nu-
mérateurs et les dénominateurs des réduites successives. Mais il est
¢vident qu'une fraction continue simple, soit de la premiere forme,
soit de la seconde forme, ne correspondra i ces deux suites que si les
polyndmes qui les composent satisfont & certaines conditions. Ces con-
ditions sont faciles & déterminer.

D’apres ce qui précede, les polynomes U et V devront avoir chacun
un terme constant différent de zéro, et chacune des quantités

UiVier— Ut Vi

devra se réduire & un mondme entier en x, ayant un coefficient diffé-
rent de zéro, et un exposant qui croit quand ¢ augmente. De plus,
évidemment, les polynomes U,, U,, V,, V. devront étre tels que les
(quantités
(1) Ay, Oy

(1I) Oy, dyy Oy, Ay
Ann, de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome IX.
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prennent respectivement les formes qu’elles sont assujetties & avoir
dans une fraction continue simple.

Ces conditions nécessaires sont suffisantes. Si elles sont remplies,
x; se réduit, en effet, quand ¢ est plus grand que 1, 4 un monome
entier en & dont le coefficient et le degré sont différents de zéro; mais,
en outre, a; est hien un polynome entier en 2 ayant un terme constant
différent de zéro, car c’est le quotient du polynome U, V,— UV,
par le monome U, V;_, — U,_, V,_,, et, en vertu de la relation

2 Uiy +a; Uiy = Uy,
il ne s’annule nine devient infini pour 2 = o.

45. Nous sommes convenus de regarder une f{raction continue
comme convergente, quand la suite de ses réduites est convergente; la
limite de cette suite'est alors la valeur de la fraction continue (n°® 40).
Dans le cas ot 'on a affaive & une fraction continue simple, il est aisé
de pénétrer davantage la nature de cette limite.

Remarquons d’abord que Uon peut toujours supposer, dans les poly-
nomes

(1) Ay gy @y ooy

(1) Ay Wyy @y oy

le terme constant rendu égal & unité; dans une fraction continue de
la premiere forme, on rendra aussi le terme constant de @, égal a
I"unité, en divisant la fraction par une quantité constante convenable.
Quand tous les termes constants des polynomes @ ont ainsi été rendus
égaux a 'unité, ceux des polynomes U et V sont aussi égaux i 'unité;
dans ce qui suit, nous supposcerons qu'il en est ainsi.

Par la formule

U([ . U’[} ('—I)pkl‘“?zil"‘zﬂ-wl ("”)/H—ZZ’ZZH" - pta ('"l)"%’z;,...r/.,/
~\—;— = v— V.V -+ v v e e
q P pYprl Pt Y p2 \ q-1 V q
p_,_,_U,_,___(—-!)”“"2|&-z~-~¢p+1 (— )P 20 o Ty (=170 . . .2,
-\ g 7 - 7 G D e SNk
Vr] \ P \ r \ p+1 \ P+l A p+2 \ g1 \ q

'étude de la convergence de la suite des réduites est ramenée i celle

?

]
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de la série illimitée :

~' () (-——x)”*‘fa.zfocg...oc,,.H (—1)1’*.'%:235“...o:,,.,_g_’_(—l)f’*"‘oc.ldig...z,,+;,+.

(8) ' ‘ V P \ P+l \ 1:-4—1\' p+2 \'rp—i—z Y p+3
? ) — (— 1)"+;a|?g. S %prt (— 1)’”;23'.,?2. - pre (— VP e o0y 0 Opay .
VoV VprrVpeo Vi Voas ‘

Les numérateurs des termes de cette série sont des mondmes entiers
dont les exposants vont en croissant quand on passe d’une fraction &
la suivante; ce sont des termes consécutifs de la série entiere :

($) { (I) Oy~ Oly Oly = Oty g Ay — o o= (— 1)y Oy v Oyt v . .
[ (A1) — oo+ oy ooy — 2 oty oo — (— )P0 Oy Ly - .
Soit (C) le cercle de convergence de cette série.

Considérons un ensemble (H) de points du plan tels que, pour
chacan d’eux et pour toutes les valeurs de Uentier / supérieures a un
nombre positif fixe A, on ait
/L<]‘r[|<;\r,

n et N désignant deux nombres positifs fixes. Pour chacun des points
de 'ensemble (H), la série (S), ot Uon suppose p plus grand que A,
et la série (") sont convergentes et divergentes en méme temps. La
fraction continue converge donc en tous les points de 'ensemble (H)
qui sont intérieurs au cercle (C), elle diverge en tous les points de
cet ensemble qui sont extérieurs au cercle (C). En raison de cette
propriété, nous nommerons le cercle (C) cercle de convergence de la
J1action continue simple.

46. D’apres cela, une fraction continue simple ne converge pas
nécessairement en tous les points intérieurs a son cercle de conver-
gence; toutefois elle ne saurait étre divergente en un tel point que
s’il donne lieu & la circonstance suivante : on doit pouvoir, avee des
termes de la suite illimitée
(N IVite) | [ Valz) s [Va(e) ] oo
former une seconde suite, illimitée également,

(2) [Vitz) s [ V(@) ], | Viejea(2) [, ooy

i, ], k, ... étant des entiers positifs, qui ait zéro pour limite.
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D’abord, cette circonstance se présente si la suite (1) renferme un
nombre illimité de termes nuls; il est évident qu’alors la fraction con-
tinue est divergente, puisque ses réduites sont irréductibles. Suppo-
sons donc ce cas exclu.

Supprimons de la suite (1) tous les termes nuls, et soit

(2) €1, a5 &y

une suite illimitée de nombres positifs décroissants, qui ait zéro pour
limite. S’il n’y a pas un seul des termes de la suite (1) qui soit plus
petit que ¢,, la fraction continue est évidemment convergente; sinon
soit | V;(x)| le premier des termes de la suite (1) plus petit que ,.
Soit ¢, un terme de la suite (&) qui soit plus petit que | V;(x)]; sil
n’y a pas un seul des termes qui, dans la suite (1), viennent apres
| V:(x)|, qui soit plus petit que ¢}, la fraction continue est conver-
gente; sinon soit | V., ;(2)| le premier des termes venant apres| V;(x) |
plus petit que &,. Soit €, un terme de la suite (e) qui soit plus avancé,
dans cette suite, que le terme ¢}, et qui soit plus petit que |V, ;(a)|;
on verra de méme que la fraction continue est convergente ou bien
qu’il existe un terme |V, ;4 (x)| de la suite (1), plus avancé que
| Vi;(2) | et plus petit que €;. En continuant ainsi, on voit que I'une
ou l'autre de ces deux conclusions s'impose : ou bien la fraction con-
tinue est convergente, ou bien 'on peut former avec des termes de la
suite (1) une seconde suite illimitée (2) dont les termes soient plus
petits respectivement que des termes ¢, €, €, ... de plus en plus
éloignés de la suite (¢), et ayant, par conséquent, zéro pour limite;
¢’est ce que nous voulions démontrer.

La fraction continue n’est pas non plus nécessairement divergente
en tous les points extérieurs au cercle de convergence; un raisonne-
ment semblable & celui que nous venons de faire montre toutefois
qu’elle ne saurait ¢tre convergente en un tel point que si, avec des
termes de la suite (1), on peut former une suite (2) ayant U'infini
pour limite.

On a ainsi cette proposition :

Une fraction continue simple est convergente & Uintéricur de son cercle
de conyergence, sauf, peut-éire, cn chaque point x tel que. en supprimant
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de la suite formée par les valeurs absolues en ce point des dénominateurs
des réduites successives un nombre limité ou tlimité de termes, on puisse
obtenir une swite limitée avant =éro pour limite.

Une fraction continue simple est dicergente & Uextérieur de son cercle
de convergence, sauf, peut-étre, en chaque point x tel que, en procédant
comme l vient d’étre dit, on puisse obtenir une swite tllimitée ayant U'in-
Jfind pour limile.

47. Supposons que tous les points d'une partie (v) du plan inté-
ricure au cercle (C) appartiennent i 'ensemble de points (H); dans
ce champ (v) la fraction continue définit une fonction y de x :

I g, (—)P+ ooy o 2y (— VP 2oty 0y. . oty
( ) ) —~V~+ V.V \% \ +e
r p Y prl p+1 Y p+2
(1) - U,; (—‘l)'“'lalia-wapﬂ (—'1)'”‘20C105~1---9f;;+-z
) V]) \T/) ‘T[H‘l \rp-\‘—i V]}+2 o

Le polynome V, ne s’annule en aucun point du champ (), car p est
supposé plus grand que A; la série qu’il faut ajouter au premier terme
du second membre pour avoir y, ¢t que nous avons appelée S, est uni-
formément convergente, car ses termes sont, en valeur absolue, plus
petits que ceux d’une série convergente i termes positifs, facile a
former; en outre, les termes de la séric sont des fonctions continues
de . On conclut de la que y est une fonction continue de « dans le
champ (), contour compris.

Soit # un point quelconque intérieur au champ (v); considérons
un cercle ayant ce point pour centre et un rayon assez petit pour qu’il
soit tout entier intérieur au champ. Dans ce cercle, chacun des termes
de la série (S) est développable en une série entiére convergente, et il
s’ensuit que I'on peut obtenir, en prenant pour intermédiaire une série
4 double entréc absolument convergente, la fonction y sous la forme

. . . U
d'une somme ayant pour premier terme la fraction rationnelle 3> et
14

pour second terme une série entiere convergente. On en conclut que
la fonction y a une dérivée au point.z; ainsi :

Dans toute partie du plan intérieure au cercle de convergence el dont
tous les points apparticnnent & U ensemble de points (H), la fraction con-
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itnue simple definit une fonction analytique continue uniforme de x.
L’existence de la dérivée n’est toutefois pas établie pour les points du
contour de la partic considérée du plan.

48. La principale difficulté de I'étude de la convergence d’une frac-
tion continue simple se trouve dans la détermination de 'ensemble de
points (H); cette détermination résulte de 'étude du polynome V, ()
quand 2 grandit indéfiniment.

Un cas ol il est particulierement facile de déterminer quels sont
ccux des points d’une partie (P) du plan qui appartiennent & 'en-
semble (H) est celui ol, dans cette partie (P), le polynome V, (z)
tend uniformément vers une fonction connue; toute partie da plan,
appartenant a (P), ot le module de cette fonetion reste supérieur 2 un
nombre positif fixe, tait alors partie de 'ensemble (H). Si, en parti-
culier, Ja fonction limite est continue, son module restera supéricur
i un nombre positif fixe dans toute partie du plan qui ne contient
aucun zéro de la fonction; dans ce cas, tous les points de (P), sauf
ceux qui correspondent a des racines de la fonetion limite, sont des
points de 'ensemble (H). Ces remarques trouveront plus tard leur
application.

49. Au point de vue de I'étude de la convergence, on voit combien
il yaintérét i ce que la loi de succession des polynomesV,,V,,V,, ...
soit simple; et comme cette loi de succession dépend évidemment de
celles des éléements de la fraction continue elle-méme, on est conduit
icdistinguer, parmi les fractions continues simples, celles ou cette loi
de succession offre quelque régularité; une classe qui joue un role
considérable est formée par celles que nous appellerons fractions con-
tinues regulieres et que nous définirons immédiatement.

Une fraction continue régufiere est une fraction continue simple
dans laquelle, avec exception permise pour les éléments

(l) @y, daj
(LL) Ayy Uy, Ca;

tous les numérateurs partiels ont le méme degré, ainsi que tous les
dénominateurs partiels.
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Nous serons d’ailleurs amenés, dans certains cas exceptionnels qui
seront completement précisés, & nous ¢carter un peu de cette défini-
tion.

ITI. — Les fractions continues de l'ensemble (E).

50. Les fractions continues d’Euler et de Lagrange, que nous avons
citées dans le n® 36 sont des fractions continues rvégulieres, et, par
conséquent, des fractions continues simples. Comme ['a remarqué
Lagrange, les réduites de ces fractions font partie de 'ensemble (E)
relatif & la fonction qui leur a donné naissance; on est ainsi amené a
rechercher comment on doit choisiv dans ensemble (E) des frac-

U, U, U, .

tions v »VZ, v, o pour qu’elles soientles réduites successives d'une
fraction continue réguliere, et plus généralement, d’une fraction con-
tinue simple.

Les réduites d’une fraction continue simple étant toutes différentes
entre elles, nous pouvons nous borner i la considération des fractions
distinctes de 'ensemble (E), et Pon est ainsi ramené a la conception
géométrique du Tableaw des [fractions distinctes telle que nous avons
exposée dans le n® 27. Cestsur ce Tableau seul (que vont porter main-
tenant nos raisonnements, et comme sa notion repose essentiellement
sur le théoreme de la distribution des fractions de ensemble (E),
importance de ce théoreme et 'unité de notre étude vont se trouver
enlicrement mises en évidence.

51. Pour arriver 4 connaitre comment doivent étre choisies, dans le
Tableau des fractions distinctes, des fractions pour qu’elles soient les
réduites d’une [raction continue simple, nous examinerons d’abord la

nature des expressions de la forme UV, — U, V,, olt %Z et b;- désignent
deux fractions quelconques de ce Tableau.

Cherchons d’abord quel est le degré de ce polynome. Soient o, @,
o ok les degres respectifs des polynomes Uy, Uy Vi, Vio Le degré de
U; Vs est o+ 24, celui de UV, est o, + ¢,

Si les quantités ©;—+ 2, et @, + 7, sont inégales, le degré du poly-
nome U;Vy— UV, est égal & la plus grande des deux. Or, de la
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relation
W+ :?/\': )~ C?I'!

on déduit
Wi— Qi =W~ Qe

Dans le Tableau, toutes les fractions pour lesquelles o — o a une
méme valenr sont situées sur une méme droite parallele 4 la diagonale
principale du Tableau. Cette droite est d’autant plusbasse que la valeur
de @ — o est plus petite, en sorte que si celle de ces lignes a laquelle

. Uy RO )
correspond la fraction = est plus élevée que celle 4 laquelle corres-
i

. U
pond la fraction %> on a
k
Wi ':?1> Op— Y

et, par suite,
Wi+ 9> T+ 943

on en conclut que le degré du polynéme U;V,— U, V; est alors égal
El ‘Gf[—|— ’T'lk.

Si les quantités o, + 24, ©;+ ¢, sont égales, le degré du polynome
U.Vi— UV, est, en général, égal & cette quantité. Mais, exception-
nellement, il peut étre plus petit. Dans le Tableau relatif & la fonction

I+ a—x : » >
—jx—'_f?“—’ parexemple, ce cas exceptionnel s’offre pour les frac-

tions qui correspondent aux couples (o, 1), (2, 3). Dans le Tableau
relatif & €%, deux fractions quelconques de la file principale qui ne
sont séparées que par une seule troisieme fraction de cette file offrent
la méme circonstance.

On peut ainsi énoncer cette regle :

Si la ligne parallele a la diagonale principale sur laquelle est la

Y=

. . U . U
fraction ¢ est au-dessus de celle sur laquelle est la fraction &, le
4 k

degré du polynome U;V, — UiV, est @; + g, La méme regle est géné-
ralement encore applicable quand les deux lignes coincident, mais,
exceptionnellement, le degré peut alors étre plus petit.

Cherchons maintenant le degré du terme de moindre degré dans le
polynéme U;V,; — U,V,.

. . U . , .
Supposons d’abord la fraction & moins avancée dans le Tableau que
i
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. U,
la fraction \—’, on a alors
B

Mo << Moy o3
mais des relations
u, U,
y=of 4 (@tms), v = \-i + (@lma),
T

V;

on déduit
U, Vi— UpVi= (2%s.2),

ce qui monitre que le terme de moindre degré du polynome est de
degré g, o

Si les fractions sont également avancées, 7, est égal & 71, .5 le
degré est alors encore, en général, égal a cette quantité; mais il peut
étre aussi, exceptionnellement, plus grand, comme on en a un exemple
avec les fractions qui correspondent aux couples (2, 0) et (o, 2) dans
le Tableau relatif i e.

On arrive ainsi a cette regle :

Si la ligne perpendiculaire 4 la diagonale principale sur laquelle est
la fraction % est avant celle sur laquelle est la fraction %—f, le degré

: :
du terme de moindre degré dans le polynome UV, — U,V; est égal &
Mg L Mméme régle est généralement encore applicable quand les
deux lignes coincident, mais, exceptionnellement, le degré peut alors
¢tre plus grand.
r

1 H ’ 2 . U .
Cecl p()SG, SU[.)I)OSOI]S qllG lil fl’a(]LIOH — ne soit sur aucun des pI'O—
V/- :
U

longements des diagonales du carré relatif a —\T", et qu'elle soit la plus
’ Z

O

avancée des deux fractions. Sila droite parallele & la diagonale prin-
cipale sur laquelle elle se trouve est au-dessus de celle qui est relative &

lj ’ A A
’\7%’ les degrésextrémes du polynome U, V,— UV, sont o, + 9,4+ m;—+1
I

.

et o1, + 9,5 sielle est au-dessous, ils sont o+ ¢, + m;+ 1 et &, + 943
on a done nécessairement suivant le cas

W4 O A 0 M1, W 02 W Q4 m; 1.

Le polynome U;V, — U,V, a, en général, plusieurs termes; pour qu’il

.Ann. de I'Le. Normale. 3° Séric. Tome IX. S.8
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soit un monome, il fautet il suffit que 'on ait, suivant le cas,
W= W -~ m;+1, Op=9;+m;+1T,

. , Agr , . . Ub_
ce qui montre qu'un des cotés du carré relatif & —V—’

k

doit avoir au
moins une partie commune soit avee le cdté vertical de droite, soit

i, . . po_a , oo Uy, . -
avee le caté horizontal inférieur du carré relatif a '\7{" c¢’est-a-dire que

i

le second carré doit étre contigu au premier (n° 8).

. ) . . U,
Reste & examiner le cas ou la fraction V—’ est sur le prolongement de
k .

. , .o U
P'une ou l'autre des diagonales du carré relatif & & -
i

Supposons-la d’abord sur le prolongement de la diagonale qui est
parallele & la diagonale principale; le degré du terme de degré infé-
rieur du polynome U;V,— U, V; est &; + 2, + m; + 1, celui du terme
de degré supérieur est au plus égal & @;+ 2,. On a donc

W+ ORI Qi+ My 1.

Si o, est égal 3 9,4+ m;+ 1, le polynome se réduit sirement & un

monoéme, et le carré relatif a VL est encore contigu au carré relatif
k

a V;; mais, si g, est plus grand que 9,4+ m;+ 1, expression peut étre
un polynéme ou un monome, le degré du terme de degré inférieur du
polynome, oule degré du monome étant égal & &+ ¢;~+ m;+ 1.

Si la fraction est sur le prolongement de I'autre diagonale, on voit,
par la méme méthode, que le polynome se réduit & un mondme si le

carré relatif i V’- est contigu & celui qui est relatif & ~V~‘ Si les carrés
e i

ne sont pas contigus, U'expression se réduit & un polynome ou & un
mondme; le degré du polyndome ou du monome est nécessairement
plus grand que @;~+ 0+ m; + 1; il est @, + 9; ou @; + o, suivant

Ulc
que - est sur le prolongement vers le haut, ou sur le prolongement

vers le bas de la diagonale.
Nous obtenons ainsi ce théoreme, o, par premicre diagonale d’un
carré, nous entendons celle des diagonales de ce carré qui est paral-
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[cle & la diagonale principale, et par seconde diagonale du carré, autre
diagonale :

LU UL .
Sowent = et v, deux fractions du Tableau, et supposons que la pre-

L

O

miere 'y soit pas plus avancée que la seconde. »

St les carrés relatifs aux deux fractions sont contigus, [’expression
U:Vi— U,V se réduit @ un mondme de degre égal a o, + 9;+ m;+ 1.

St les carrés ne sont pas contigus, l'expression est, en géneéral, un poly-
néme dont le terme de degré inférieur est de degré w;+ g;~+ m;+ 1, el
celut de degré supcrieur de degré w,—+ 9; ou w;+ o, suivant que 'on a
T+ G 2T+ 9 01 @i+ 9 S + 9. Dewx cas d’exception seulement
peuvent se présenter : 1° Quand les premiéres diagonales des carrés sont
sur une méme droute; il peut alors arriver qu’une réduction s opére entre
les termes de degres supcrieurs de ['expression quiles fasse disparaitre ;
cetle réduction peut aller jusqu’a ramener [ expression a un mondme
dontle degré sera égal & w; + 3, + m;~+ 1; 2° Quand les secondes diago-
nales des carrés sont sur une méme droite; il peut alors arriver qilune
réduction s’opére entre les termes de degres inférieurs de U expression qut
les fusse disparaitre ; cette réduction peut aller jusqu’a ramener I expres-
ston @ un mondme dont le degré sera égal a la plus grande des deux
quantités ;- 9, Wi+ ;.

52. Supposons maintenant que, dans notre Tableau, aucune des
deux réductions exceptionnelles mentionnées a la fin du théoreme ne
se présente, et imaginons que les réduites d’une fraction continue
simple de la premiere ou de la deuxibme forme soient des fractions de

. . Uiy U;my U .  ye P
ce Tableau. Soient =2, &%, & trois réduites consécutives; nous
Vies Viet Vs
connaissons les conditions auxquelles satisfont les quantités (n° 44)
(1) Uis Vi — Ui Vi,
(2) UV, —U; V.

D’abord, de ce que la premiere se réduit & un monome, on conclut

. . . Ui U,

que les carrés relatifs aux fractions g— et —
. Vi Vi

=2

En second lieu, on voit immédiatement que la fraction == est
-2

sont contigus.
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moins avancée que la fraction %—‘:—”—1, car, §’il n'en était pas ainsi, le
degré du monome (2) ne serait pas plus grand que celui du mo-
nome (1).

Enfin, si la fraction continue est de la premiere forme, la premicre
réduite est une fraction telle que le carré correspondant a un coté sur
le bord supérieur du Tableau; si elle est de la seconde forme, la pre-
miere réduite est une fraction telle que le carré correspondant a un
coté sur le bord latéral du Tableau.

Telles sont les conditions qui reglent la situation dans Ie Tableau
des réduites de la fraction continue.

Réciproquement, soient%—:, [VI;> 3:, .-+ une suite de fractions prises
dans le Tableau et satisfaisant & ces conditions, on peut s’assurer im-
médiatement que la fraction continue correspondante ést simple, si tou-
tefois on prend une f{raction continue de la premiere forme ou de la

. U . . , -
seconde forme suivant que g est une fraction du bord supérieur ou du
1

bord latéral du Tableau.
Nous avons ainsi ce théoreme :

Pour obtenir une swite de fractions du Tableaw (B) supposé sans cas
exceplionnels, telles qu'elles sotent les réduites successives d’une fraction
continue simple, il faut et i suffit qu’elles soient choisies de la fagon sui-
vante :

1° La premiére fraction de la suite deyra étre une fraction du bord du
Tableau ;

2° Les carres correspondants a dewx fractions consécutives quelconques
degront toujours étre contigus;

3° Une fraction quelconque devra toujours étre plus avancée dans le
Tableau qd(e celle qui la précéde.

[l résulte de ce théoreme que si les réduites successives d’une frac-
tion continue simple appartiennent toutes au Tableau (E), elles forment
nécessairement une suite de fractions rationnelles de plus en plus
approchées de la fonction.

53. Considérons maintenant le cas plus particulier ot le Tableau (E)
ne se compose que de fractions normales; nous supposons encore,
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comme dans ce qui précede, qu'aucun des cas exceptionnels mention-
nés & la fin du théoreme du n° 51 ne se présente.

Trois fractions consécutives A, B, C, faisant partie d’une suite de
fractions correspondant & une fraction continue simple, peuvent offrir
neuf dispositions différentes que voiei :

(D (2),
AlB|C A
T
LS8 B| G
G
n 11
3)
A
B|S
clc
21 21

Le Tablean (2) est simplement le symétrique du Tableau (1) par
rapport a une parallele & la diagonale principale menée par A. Au-des-
sous de chaque fraction G figurent deux nombres; ce sont les degrés
des ¢léments « el @ de la fraction continue qui correspondent i cette
fraction C; on les obtient aisément au moyen des regles que nous
avons établies antérieurement, et il est alors immédiat de voir quelles
sont les dispositions qui peuvent conduire & des fractions continues
régulieres (n° 49).

Pour obtenir une telle fraction, il faut, en effet, choisir dans le Ta-
bleau les fractions de telle sorte que tous les éléments z aient le méme
degré, ainsi que tous les éléments «. On voit tout d’abord que trois
types réguliers seuls sont possibles, puisque, dans les dispositions pré-
cédentes des fractions A, B, C, on ne trouve que trois couples de
nombres, & savoir les couples

(1,1), (1,0), (2,1).
Il est maintenant aisé de voir que tous sont possibles. Considérons
d’abord le couple (2,1); il ne se présente que dans le Tableau (3); si

done 'on a une fraction continue réguliere ol tous les numeérateurs
partiels soient du second degré et tous les dénominateurs partiels du
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premier degré, trois réduites consécutives quelconques A, B, C olfri-
ront I'une des trois dispositions indiquées dans ce Tableau; mais B, C
et la fraction suivante devront aussi présenter 'une de ces disposi-
tions; donc la fraction C ne peut étre que la fraction du Tableau (3)
qui est située sur une méme droite avec A et B. Ainsi les réduites de
la fraction continue sont les fractions successives d’une droite paral-
lele & la diagonale principale. La réciproque est évidente. Ce type de
fraction continue réguliere est celui que nous avons appelé antéricure-
ment &, la seconde forme de Lagrange.

On établit absolument de méme que au couple (1,0) correspond la
premiere forme de Lagrange, que nous avons nommeée . Ce couple se
présente dans les Tableaux (1) et (2). Sil'on considere trois fractions
A, B, C de 'un de ces Tableaux, les deux fractions B, C devront avoir

10 10

I'une des dispositions affectées par A et B dans I'un quelconque des
mémes Tableaux. Il est facile d’en conclure que la suite de fractions &
adopter pour avoir une fraction continue réguliere ol tous les numé-
-ateurs partiels soient du premier degré et tous les dénominateurs par-
tiels du degré zéro doit étre telle que, quand on passe d’une {raction
a la suivante, on se déplace parallelement & 'un des bords du Tableau,
si I'on passe encore & la suivante, on se déplace parallelement i Pautre
bord, et ainsi de suite; la forme générale du chemin est ainsi celle
d'un escalier & degrés égaux ayant pour direction générale celle de la
diagonale principale; les deux premieres fractions de la suite doivent
appartenir 2 la premiere file horizontale ou & la premitre file verticale.
Réciproquement, & une suite de fractions ainsi choisies correspond
une fraction réguliere de la forme w.

La considération du couple (1,1) montre de méme que, pour obtenir
une fraction continue réguliere ayant tous ses numérateurs partiels et
tous ses dénominateurs partiels du premier degré, on doit prendre
toutes les fractions d’une droite parallele & P'un quelconque des bords
du Tableau. On a ainsi la forme de fraction continue que nous avons
désignée par <. La fraction d’Euler est le cas ot I'on prend les frac-
tions de la premiere file horizontale du Tableau.

Nous pouvons résumer tout ceci en disant :

Dans un Tableaw sans cas exceptionnels et composé uniquement de
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Jractions normales, on peut choisir de irois manicres différentes des frac-
twons de facon @ obtenir les réduites successives d’une fraction continue
réguliére ; ce sont les seules maniéres possibles.

A Uune quelconque de ces maniéres correspondent une infinité de frac-
tons conlinues régulieres pour toutes lesquelles les éléments o de la partie
régulicre ont le méme degré, ainsi que les éléments a. La différence, au
pownt de vue de la forme, entre deux quelconques de ces fractions, se
trouve dans leurs parties irrégulicres qui dépendent de la premicre fraction
de chacune des swites, cette premicre fraction pouvant élre, en effet, une
Jraction quelconque du bord du Tableau.

54. Revenant maintenant & un Tableau enticrement quelconque,
voyons quelles modifications il y a & apporter aux résultats précé-
dents.

Reprenons le raisonnement qui nous a servi 4 obtenir la situation,
dans le Tableau, des réduites d’une fraction continue simple. Il repose
sur la considération des deux quantités

(I) U[_g Vi—i'— Uz‘—ivi—zv
(9.) Ui_1V,'~—'U[V,'_..1.

La quantité¢ (1) étant un monoéme, on en conclut que les frac-

tions pv‘:—? et \[—;—’:i offrent, dans le Tableau, 'une des trois dispositions
[—9 i—1

sulvantes :

Ou elles sont contigués;

Ou bien elles ne sont pas contigués, mais les premieres diagonales
des carrés correspondants sont sur une méme droite et, par une réduc-
tion exceptionnelle des termes de degrés supérieurs, I'expression
U; .V, — U, V,_, est ramenée & un mondme;

Ou bien enfin elles ne sont pas contigués, mais les secondes diago-
nales des carrés correspondants sont sur une méme droite et, par une
réduction exceptionnelle des termes de degrés inférieurs, I'expression
U, .V;.,— U, V,_, est ramenée & un mondme. [

Jiz

Ceci posé, nous distinguerons trois cas, suivant que la fraction &=

i-2
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¢st moins avancée, plus avancée, ou aussi avancée, dans le Tableau
U,

que la fraction V, » :

_ U,
Vl * est moins avancée que la fraction = - Cest la
-2

-1

1° La fraction

situation de cette fraction I\i
-2

pour que le degré du monome (2) soit plus grand que lui, il faut et il

qui reégle alors le degré du monome (1);

suf’fil que la fraction 3 soit plus avancée que Jis,

‘__)

U,
2° La fraction 3
=9

* est plus avancée que la fraction Ut estalors

Vz-—i
. . U,y .
la situation de la fraction = qui regle le degré dumonome (1); powt
l——i
\ . , g . o U;
que le monéme (2) soit de degré plus grand, il faut et il suffit que &
i

soit avancée dans le Tableau comme 7~—, et ne lui soit pas contigué,
Vi
mais donne lieu, avec elle, & la réduction exceptionnelle par laquelle
Pexpression (2) est ramenée & un monome.
. v . U'...-) [I
3° Les fractions V—’-—: et 37— *sont également avancées. Pour que le
—2 i—1
degré du monome (2) soit plus grand que cclui du mondéme (1), il
, ' . , . U; . , : \
faut alors et il suftit que la fraction * soit avancée dans le Tableau
\7
comme chacune des deux autres; de plus, elle doit étro plus éloignée
2

V;z

. . U.—
doit donner lleu, avec > & la réduction exceptionnelle par laquelle
=1

Pexpression (2) est ramenée & un monome. Le second point s’établit
aisément en comparant, dans chacune des six dispositions que peuvent
offrir les trois fractions également avancées, les degrés des monomes (1)

et (2)

raction n’est éloignée dv ; enfin elle

U;-
v,

55. Cesrésultats nous permettraient d’énoncer maintenant un théo-
reme entierement analogue & celui du n° 52, mais beaucoup plus
compliqué, et dont I'énoncé ne différerait guere de ce qui vient d’étre
dit. Nous ne le ferons pas et nous nous restreindrons au cas plus parti-
culier auquel on est ramené par la remarque suivante.
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. . Ui
Des que la fraction v Mest pas moins avancée, dans le Tableau,
i—2

. U
que V::’ les fractions 5— et - ‘- ‘y sont également avancées et donnent
licu & la réduction exceptionnelle par laquelle I'expression (2) est
ramenée a un mondme. Alors celte méme circonstance se présente né-
cessairement pour deux réduites consécutives quelconques de la frac-
tion continue, dontle rang est au moins égal & 7 — 1. Mais nous avons
¢tabli que toutes les réduites d’une fraction continue simple illimitée
sont différentes entre elles, et, d’autre part, le nombre des fractions
qui, dans le Tableau, sont également avancées, n’est pas indéfini :
donc la fraction continue est nécessairement limitée. Ainsi, si les
réduites d’une fraction continue simple illimitée sont des fractions du
Tableau, chaque réduite est sirement plus avancée, dans ce Tableau,
que celle qui la précede. C’est ce cas qui va nous occuper maintenant.
Voici alors comment doit étre modifié le théoreme du n° 52.

Pour obtenir une suite de [ractions du Tableaw (E) telles qu’elles sotent
les reduites successives d’une fraction continue simple illimitée, il faut et i/
suffit qu’elles sotent choisies de la facon suivante :

1° La premiére fraction de la suite decra étre une fraction du bord du
Tableaw ;

2 Les carrés correspondants a deux fractions conséculives quelconques
U; Uy
V’ V’“ devront touj()urs élre C‘Oll/l”uS ou bien n’étre pas conlz qus mais
ayour leurs premicres diagonales sur une méme droite, les fractions élant,
en outre, telles que UV, — U, V; se réduise a un monéme ;

3° Une fraction quelconque devra toujours étre plus avancee dans le
Tableau que celle qui la précéde.

56. De cette proposition se déduit celle-ci dont nous n’avons encore
¢tabli qu’un cas particulier :

St les réduites successives d’une fraction continue simple illimitée sont
toutes des fractions rationnelles approchées d’une fonction, elles forment

nécessairement une suite de fractions rationnelles de plus en plus approchées
de la fonction.

En admettant qu’il y ait des fractions continues simples dont toutes
Ann. de U’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome I1X. S.9
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les réduites soient des fractions rationnelles approchées d’une fonction
donnée, cette proposition peut aisément s’établiv en rapprochant la
remarque qui termine le n® 43 de celle dun® 29. Elle met entierement
en évidence la nature des fractions continues simples en tant que for-

mules d’approximation.

57. Occupons-nous maintenant de la recherche des fractions conti-
nues régulieres illimitées, en supposant le Tableau composé unique-
ment de fractions normales.

Trois fractions consceutives A, B, C faisant partie d’une suite de
fractions correspondant & une fraction continue simple illimitée peu-
vent offrir une infinité de dispositions différentes (voir ci-contre ).

Nous avons encore écrit au-dessous de chaque fraction C les degrés
des éléments o et a de la fraction continue qui correspondent i cette
fraction C; cependant, a cause des réductions exceptionnelles qui pen-
vent se produire entre les fractions de notre Tableau, on ne peut fixer,
pour certaines situations de la fraction C, que le degré qu’a I'é¢lément
a quand il ne se produit pas de réduction; dans ces cas, nous avons
¢erit ce degré, mais en le faisant suivee ’un signe moins, pour indi-
quer que le degré de @ peut étre plus petit.

Les degrés des éléments « sont tous égaux & un dans le premier et le
deuxieme Tableau, puis & deux, & quatre, 4 six, 4 huit, etc., respecti-
vement dans le troisieme, le quatrieme, le cinquieme, le sixieme, etc.

Il n’y a maintenant qu’a reprendre le raisonnement déja fait anté-
rieurement pour ohtenir les fractions continues régulieres quand, dans
le Tableau, ne s’offrait aucune réduction exceptionnelle.

On retrouve d’abord immédiatement, pour les fractions continues
régulicres ott '¢lément o est du premier degré, les formes que nous
avons appelées . et w, suivant que les degrés des éléments « sont tous
¢gaux 4 un ou tous égaux i zéro. Les dispositions des fractions, dans
chacun de ces deux cas, sont celles qui ont déja été déerites.

Pour les fractions continues ot tous les ¢léments « sont du second
degré, les choses se modifient. La considération des dispositions figu-
rées dans le Tableau (3) montre d’abord que si les réduites d’une
fraction continue réguliere illimitée, ol tous les ¢éléments o sont du
second degré, sont des fractions de 'ensemble (E), ce sont strement
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les fractions successives d’'une droite parallele 4 la diagonale principale.
Mais la réciproque n’est pas vraie. Pour une telle suite de fractions,
tous les éléments « seront bien du second degré, mais, 4 cause de ré-
ductions éventuelles possibles, on nepeut affirmer que tous les éléments
a seront du premier degré; si quelques-uns étaient des constantes, la
fraction ne serait pas réguliere. Mais elle se retrouverait régulitre, et
d’un type que nous n’avons pasencorerencontré, s’il arrivait que tousles
éléments « fussent des constantes. Nous sommes ainsi en présence de
deux types de fractions continues régulieres & numérateurs partiels du
second degré; dans le premier e, déja obtenu, les dénominateurs par-
tiels sont tous du premier degré; dans le second [ 2], ils sont tous des
constantes, au moins a partir du dénominateur a,, et ¢’est la la légere
extension de la définition des fractions continues régulieres dont nous
avons déja parlé (n°49). Les fractions de la diagonale principale du
Tableau relatif & ¢ donnent naissance 4 une fraction continue régu-
liere de ce type [2]; ¢’est 'une des fractions de Lagrange que nous
avons cilées.

Passons aux {ractions continues régulieres ol I'¢lément o est du qua-
tricme degré. Les dispositions figurées dans le Tableau (4) montrent
que les réduites d’une fraction continue réguliere illimitée de cette
nature sont des fractions prises de deux en deux sur une parallele i la
diagonale principale du Tableau (E). A une telle suite de fractions ne
correspondra pas, en général, une fraction continue réguliere; pour
qu’il lui en corresponde une, il fandra tout d’abord que deux fractions

.
i Lim

consécutives quelconques v Vo de la suite soient telles que la
quantité U;V,., — U, ,V; se réduise & un mondome; cela élant, tous les
¢léments o seront du quatrieme degré; il faudra, en second lieu, que
tous les éléments @, dont chacun peut étre des degrés 2, 1, o, aient le
méme degré. Ainsi se présentent trois types de fractions régulieres i
numeérateurs partiels du quatrieme degré. Comme exemple, on peut
citer les fractions de rang impair de la diagonale principale du Tableau
relatifa ¢”; la fraction continue correspondante i tous ses numérateurs
partiels du quatrieme degré, et tous ses dénominateurs partiels du
second degré.

Des considérations analogues sont applicables aux fractions régu-
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lieres ol les éléments o sont du sixieme degré. Elles correspondent i
des fractions du Tableau (E) prises de trois en trois sur une parallele
a la diagonale principale, et conduisent & quatre types nouveaux de
fractions continues régulieres. On passe ensuite aux fractions conti-
nues régulitres ou les éléments o sont du huitieme degré, ete.

58. En résumant ce qui précede, on voit que le nombre des frac-
tions continues régulieres illimitées qui peuvent étre obtenues au
moyen des fractions d’un Tableau (E), uniquement composé de frac-
tions normales, ne peut étre fixé en général, et dépend de la nature des
fractions du Tableau.

Ces fractions continues peuvent étre distinguées en deux classes :

1° Dans la premiére nous rangerons les fractions continues réguliéres
ol tous les numérateurs partiels sont du premier degré. Elle renferme
deux types, celui ot les dénominateurs partiels sont du premier degré
et celui ol ils sont des constantes. Le premier est engendré par les
fractions d’une file quelconque, soit horizontale, soit verticale du Ta-
bleau, le second par une suite de fractions en escalier. Ce sont les
seules fractions continues régulieres dont I’existence puisse étre affir-
mée a priore; on peut, avec les fractions du Tableau (E), obtenir une
infinité de fractions continues de chacun des deux types.

2° La deuxieme classe renferme les autres fractions continues régu-
licres possibles. Elles se divisent en familles d’apres les degrés des
numérateurs partiels. Dans la premiere famille, les numérateurs par-
tiels sont du second degré; elle renferme deux typges caractérisés par
les degrés des dénominateurs partiels, qui sont égaux 4 un dans le
premier type, & zéro dans le second. Dans la deuxieme famille, les nu-
mérateurs partiels sont du quatrieme degré; elle renferme trois types
caractérisés par les degrés des dénominateurs partiels qui sont égaux
h deux dans le premier type, & un dans le second, & zéro dans le troi-
sieme. Dans la troisieme famille, les numérateurs partiels sont du
sixieme degré, etc. L'une quelconque de ces fractions continues ne peut
étre engendrée que par une suite de fractions situées sur une parallele
a la diagonale principale; dans une telle file, elles doivent étre prises
contigués pour une fraction de la premiere famille, de deux en deux
pour une fraction de la deuxieme famille, de trois en trois pour une
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fraction de la troisicme famille, ete. On ne peut affirmer, @ prior,
I'existence d’aucune de ces fractions continues régulieres. Au moyen
des fractions du Tableau, on peut obtenir un nombre illimité de frac-
tions d'un type déterminé, ou un nombre fini, ou enfin on n’en peut
obtenir aucune. Le nombre des conditions qui doivent étre remplies
pour que ’on puisse obtenir une fraction d’un type déterminé croit
quand on passe d’une famille  la suivante, et, dans une méme famille,
quand on passe d’un type au suivant. Le premier type de la premiere
famille se trouve réalisé sans conditions, ¢’est-a-dire dans le cas général.

59. Nous avons vu (n° 43) que les réduites successives d’une
fraction continue simple représentent, avec une approximation de
plus en plus grande, une réduite quelconque de rang plus élevé; il
n’en résulte pas qu’elles soient des fractions rationnelles approchées
d’une méme fonction au sens que nous avons donné jusqu’ici & cette
locution; on peut méme se convaincre, sur les exemples les plus
simples, qu’en général elles ne sont pas de telles fractions.

Considérons une fraction continue simple dont toutes les réduites
soient des fractions rationnelles approchées d’un méme Tableau. Que
cette fraction continue soit convergente ou divergente, comme les
réduites sont des fractions de plus en plus avancées du Tableau,
celui-ci est entierement défini par la connaissance de la fraction con-
tinue (n°29). On ne sait rien, @ priort, sur la convergence ou la diver-
gence des fractions continues simples, en nombre illimité, auxquelles
donne naissance ce Tableau; ainsi se concoit, dans toute sa généralite,
un fait dont Laguerre et Halphen (*) ont signalé un cas partieulier, a
savoir le cas ol, & uneméme fonction, correspondentune série entiere
divergente et une fraction continue convergente, ou inversement; une
série entiere n’est, en effet, comme nous 'avons vu, qu’une autre
forme de Ia fraction continue d’Euler.

Supposons que l'une des fractions continues du Tableau converge
dans le voisinage de l'origine et définisse une fonction de x holo-
morphe dans ce voisinage, le Tableau de fractions rationnelles appro-

(*) LAcUERRE, Bulletin de la Société mathématique de France, t. V11, 187¢. — HALPHEN,
Comptes rendus de U’ Académie des Sciences, t. C, 1885.
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chées qui correspond A cette fonction, n’est autre que le Tableau consi-
déré. 1l ne semble pas aussi aisé de conclure quand la fraction
continue ne converge pas dans le voisinage de l'origine, mais dans
une autre partie du plan & Dintérieur de laquelle ne se trouve pas
I'origine. Quoi qu’il en soit, ce fait si remarquable qu’une fraction con-
tinue divergente, en particulier une série entiere divergente peuvent
fort bien définir une fonction analytique, semble comporter d’impor-
tantes conséquences; on en pourrait tirer, en effet, une justification
de I'application des regles ordinaires du calcul des séries entieres,
dans le cas ol celles-ci sont divergentes; mais ¢’est 1 un fait que nous
ne faisons qu'indiquer et sur lequel nous aurons I'occasion de revenir

ailleurs.

60. Les fractions continues régulieres sont, parmi les fractions
continues simples auxquelles donne naissance un Tableau de fractions
rationnelles approchées, celles dont il sera, en général, le plus facile
d’étudier la convergence.

Considérons, en particulier, la fraction continue d’Euler, celle qui
est engendrée par la premiere file horizontale de fractions du Tableau;
tous les polynomes V se réduisent a I'unité, en sorte que I'ensemble
(H) se compose de tous les points du plan. La fraction continue con-
verge donc en tous les points intérieurs au cercle de convergence (()
et diverge en tous les points extérieurs; ceci est conforme au théoreme
(’Abel sur les séries entieres, car le cercle (C) n’est autre que le
cercle de convergence de la série méme qui représente la fonction
dans le voisinage de Porigine.

Si 'on connait expression générale des fractions continues régu-
lieres du Tableau qui composent 'un des types de fractions continues
régulitres, et ’expression générale des dénominateurs de leurs réduites,
I"étude de la convergence pour toutes ces fractions continues revient
celle d'une seule série entiere et d’un seul polynome dont les coefti-
cients sont des fonctions de grands nombres. On voit ainsi que, en
général, ces fractions doivent se diviser en groupes de fractions toules
convergentes ou divergentes en méme temps. L’étude de la fonction «*
nous donnera bientdt un exemple tres simple de ce fait; nous en
signalerons ici méme un second.
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Considérons la fonction

2 3
D pgglVE_ T 2 2
2\/:1: 1—-—\/.1' 3 )

Le Tableau relatif a cette fonction ne comprend que des fractions
normales; considérons les fractions continues régulieres de la seconde
forme engendrées par les files horizontales de fractions du Tableau.
Pour la file de rang ¢ -+ 1, on a, dés que » dépasse ¢ +1,

(2n —3)? a0 — on—a2q —3

- — = x I Z 5
%n (2n+29g—3)(2n+29g —1) "’ +2n—|—2q—1 ’

on en conclut d’abord que le rayon du cercle de convergence (C) est
égal 4 I'unité. D’autre part, 'expression générale du terme de la suite
V., V,, ... est, des que p est au moins égal & ¢ — 1,

v =19 2p 41 x+q(q-—1) (2p+1)(2p—1) 2t
2 1 2P+ 29+ 1 1.2 (2p+a2qg+1)(2p+a2qg—1)
glg—1)...1 (2p4+1)(2p —1)(2p—3)...(2p+3 —2q)
+(—1)7 ; 3y &0
1.2...¢q (2p4+2qg+1)(2p+2qg—1)...(2p+3)

et, dans tout le plan, ce terme tend uniformément vers la fonction
continue (1 — «)? quand p grandit indéfiniment. La seule racine de
cette fonction est « =1, donc 'ensemble (H) se compose de tous les
points du plan hormis le point r. Toutes les fractions continues régu-
lieres considérées convergent donc pour tous les points intérieurs au
cercle de rayon égal 4 l’unité ayant son centre & l'origine, et divergent
pour tous les points extérieurs; sur le cercle lui-méme, I'indécision
subsiste.

L'une quelconque de ces fractions continues définissant dans le
cercle de convergence une fonction holomorphe (n° 47), cette fonc-
tion ne peut différer de

_1=]0g14-Vf_
oz 1z

Nous ne connaissons pas I'expression générale des termes de la suite
U,, U,, U, ... desnumérateurs des réduites; on voit que ce polyndme
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tend, quand p grandit indéfiniment, vers la fonction

1— )7 [y
( M Jog \/7 ,

2\/-‘_1'- I—\.r

si x esl intérieur au cercle de convergence, et n’a aucune limite si &
est extérieur 4 ce cercle.

61. Apres avoir étudié avee détail les fractions continues simples
auxquelles donnent naissance les fractions du Tableau (E), nous mon-
trerons combien les choses se compliquent dis que I'on tente I'étude
de fractions continues un peu plus générales.

Considérons ’ensemble des fractions continues dont les numérateurs
partiels sont des mondmes entiers en «, 4 coefficients différents de
zéro, et les dénominateurs partiels des polynomes entiers en x, avant
un terme constant différent de zéro. Elles ne different des fractions
continues simples qu'en ce que l'exposant des numérateurs partiels
n’y est pas supposé différent de zéro; mais cette simple extension a
cependant pour conséquence une modification profonde des propriétés
de la fraction continue.

Les quantités U;V,,, — U, V; se réduisent encore chacune & un
monome ayant un coefficient différent de zéro, mais le degré de ce
mondéme ne croit plus nécessairement quand ¢ augmente, on sait seu-
lement qu’il ne décroit pas.

On ne peut plus affirmer que les polynomes U, et V, aient chacun
un terme constant différent de zéro; ils peuvent étre divisibles par une
méme puissance de @, et, par suite, les réduites de la fraction con-
tinue ne sont pas nécessairement des fractions rationnelles irréduc-
tibles. Cependant le probleme de la recherche d’une fraction continue
de cette nature, dont [es réduites soient égales a des fractions ration-
nelles irréductibles données, ne saurait encore admettre qu'une so-
lution. »

Parmi toutes ces fractions continues, nous allons ne considérer que
celles dont les réduites sont irréductibles; elles forment un groupe
que, pour abréger, nous représenterons par G. Les fractions continues
simples en font évidemment partie ; en font aussi partie les fractions
continues dont tous les numérateurs partiels sont des constantes : les

Ann. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome IX. S.10
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réduites d’une telle fraction sont, en effet, irréductibles, puisque les
quantités U; V., , — U, V; se réduisent & des constantes.

Nous nous bornerons au cas ou, dans notre Tableau, aucun des
deux cas exceptionnels mentionnés & la fin du théoreme du n° 51 ne
se présente, et, avec toutes ces hypotheses, nous allons rechercher
quelles sont les dispositions de fractions du Tableau (E) qui condui-
sent & des fractions continues du groupe G.

Pour que des fractions rationnelles irréductibles données

U, U, U,
ARSI A

dont deux consécutives quelconques sont inégales soient les réduites
successives d’une fraction continue du groupe G, il faut et il suffit :

1° Que toutes les quantités U;V,,, — U, V; se réduisent & un mo-
nome dont le degré croisse ou reste constant quand z augmente.

2° Que chacune des expressions U;_,V;— U;V,., s¢ réduise 4 un
polynome ayant pour terme de moindre degré un terme dont le degré
soit égal & celui du mondme U._,V,_, — U, V,_,.

3° Que Uy, U,, V,, V, soient tels que les quantités

(l) @y, Pas A,

{ll) Gy, Ay, Gy Ay

prennent respectivement les formes qu’elles sont assujetties 4 avoir
dans une fraction du groupe G.

Supposons maintenant que les réduites d’une fraction du groupe G
soient des fractions du Tableau (E). Soient

7
J

—
4
)
1 p—
et

1

Vi Vi V;

trois réduiles consécutives et considérons les trois quantités

(r) Ui Vi — Ui Vi,
(2) Ui Ve —U; Vi,
(3) U, Ve —U; Ve,

D’abor i sdui 3 4
abord, les deux premitres se réduisent chacune 2 un mondme;
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[—9

, o Uiy . Ui, : .
donc les carrés,relatifs & o— et v, sont contigus, ainsi que ceux re-

U U ‘Tz'—'.! -1
MY i—1 et
latifs & v ety
. Ui : , Ui
Supposons maintenant que v De soil pas plus avancée que v
=2 i—1

le degré du mondme (2) devant étre au moins égal i celui du monome
(1), g: doit nécessairement étre aussi avancée que %’—, alors (3) est
stirement un polynéme ou le degré du terme de moindre degré est
¢gal & celui du monome (1).

i—2 ’ [iur H
v est plus avancée que v on voit, par la con-
i—2 =1
U

sidération de I’expression (3), que 'V“i doit étre rigoureusement aussi
; :

Si, au contraire,

avancée que S—:—f; et qu’alors (2) est un mondome dont le degré est égal
a celui de (7).

Nous avons ainsi ce théoreme :

Pour obtenir une suite de fractions du Tableau (E) telle que la fraction
continue correspondante appartienne au groupe G, il faut et il sufjit
qu’elles soient chotsies de la fagon suivante :

1° La premiére fraction de la suite devra étre une fraction du bord du
Tableau ;

2° Trows fractions consccutives quelconques devront toujours étre dif-
Jerentes entre elles ;

30 Les carrés correspondanis a deux fractions consécutives quelconques
devront toujours éire contigus ;

4° Si, en passant d’une fraction A a la suicante B, on ne recule pas
dans le Tableau, la fraction suwante C devra étre au moins aussi avancée
que A, tandis que, st l'on recule, B et C devront étre également avancees.

Il résulte de ce théortme que si les réduites successives d’une frac-
tion continue du groupe G appartiennent toutes au Tableau (E), elles
ne forment pas nécessairement une suite de fractions de plus en plus
avancées dans ce Tableau, et, par conséquent, une suite de fractions
rationnelles de plus en plus approchées de la fonction. La seule chose
que l'on puisse affirmer, c’est qu’une réduite quelconque C est tou-
jours au moins aussi avancée que la moins avancée des deux réduites
précédentes A, B. La droite perpendiculaire i la diagonale principale
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qui correspond & la moins avancée de ces deux fractions est ainsi une
droite telle qu'aucune fraction, a partic de A, ne peut, par rapport i
elle, se trouver du méme coté que le sommet du Tableau.

Cette seule condition n’empéche pas d’obtenir, dans le Tableau, une
suite illimitée de fractions satisfaisant a toutes les conditions imposées
par 'énoncé du théoreme, et dans laquelle figure plusieurs fois une
méme fraction. Mais il y a plus; cette suite peut ne renfermer qu’un
nombre limité de fractions distinctes.

Soient A, B, ..., I,J, ..., P, Q des fractions successives, au nombre
de m, d’une droite perpendiculaire a la diagonale principale ; suppo-
sons que les fractions A, B soient contigués, ainsi que les fractions
P, Q. Si deux autres fractions consécutives I, J, de la suite, sont con-
tigués, il y a une troisieme fraction, plus avancée que chacune d’elles,
qui leur est & la fois contigué; si les fractions I, J ne sont pas con-
tigués, cette condition peut ne pas étre réalisée ; supposons que, pour
la suite de fractions considérée, elle soit toujours réalisée. On peut
alors adjoindre & cette suite une autre formée de 7 — 1 fractions A’,
B, ..., ), ..., N, P, la fraction A’ étant la fraction contigué i la
fois & A et & B, et plus avancée que chacune d’clles; B, la fraction
analogue pour B, C, .... Il est alors ais¢ de démontrer que 'on peut,
avee les seules fractions A, B, ..., P, Q et A’, P’ d’une part, et, éven-
tuellement quelques-unes des fractions B', ..., N" d’aatre part, former
une suite illimitée de fractions satisfaisant aux trois dernieres condi-
tions de 'énoncé du théoreme; comme il est toujours aisé¢ de raccorder
cetle suite 4 une fraction du bord du Tableau, au moyen d’un nombre
limité de fractions, le fait énoncé se trouve mis en évidence.

Réciproquement, supposons que la suite illimitée des réduites d’une
fraction continue du groupe G ne comporte qu'un nombre limité de
fractions distinctes du Tableau, ces fractions distinctes affectent la
disposition que nous venons de décrire.

En particulier, on peut obtenir ainsi des fractions continues dont
les réduites, & partic d’un certain rang, forment une suite périodique
la fraction continue elle-méme est d’ailleurs aussi périodique, mais, si
A, B, C, ... désignent les premitres fractions de la partie périodique
de la suite des réduites, la partie périodique de la fraction continue
elle-méme ne commencera qu'avec les éléments qui correspondent a C.
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Ces fractions continues offrent des exemples bien propres i justifier
les considérations développées a propos de la définition des fractions
continues, en général (n°40). On peut, en effet, établiv que si deux
réduites d’une fraction continue sont égales, la fraction partielle qui
correspond & la seconde est dénuée de sens; st done la suite des ré-
duites est périodique, ou méme, sans étre périodique, si elle ne se
compose que d’un certain nombre fini de quantités distinctes qui se
reproduisent dans un ordre quelconque, toutes les fractions partielles,
a partir d’un certain rang, sont dénuées de sens; c’est le cas des frac-
tions que nous venons d’obtenir.

62, Passons maintenant i la recherche des fractions régulieres dans
un Tableau uniquement composé de fractions normales.
Trois fractions consécutives A, B, C faisant partic d’une suite de
fractions correspondant i une fraction continue du groupe G peuvent
ollrir 31 dispositions différentes que voici :

¢9) ) (5)
S
C C c|cC .
o1 ) | 00 n
B G B|&
C c
5 | A AlGIS S1S8168
2) k) ®)
c
s |l 1AL S
{ BIlA B & c ¢
C cicic clclc
_l_.?.‘ 01 01 01 1 n n
()
ALSLS
$i8|§
clc|c
21 21 21

Les Tableaux de la seconde ligne sont les symétriques des Tableaux
correspondants de la premitre ligne par rapport & une parallele a la
diagonale principale menée par A. On voit que cing types réguliers
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sont ici possibles, et correspondront respectivement aux couples de

nombres
(0?0)7 (O‘I)’ ([’I)’ (I7O)7 (?‘7')'

Aux trois derniers couples correspondent les trois fractions continues
simples régulieres. Il reste & examiner les couples (o,1) et (0,0) dont
il n’a pas été donné jusqu’ici d’exemples, et qui présentent cette par-
ticularitée que les fractions continues régulieres correspondantes ne
donnent chacune qu’un nombre limité de fractions du Tableau.

On obtient une fraction continue régulitre correspondant au couple
(0,1) en prenant toutes les fractions d’une droite perpendiculaire i la
diagonale principale.

Quant aux fractions continues régulieres correspondant au couple
(0, 0), elles sont périodiques et ne fournissent chacune que trois frac-
tions du Tableaus; ces fractions sont placées aux sommets d’un triangle
rectangle isoscele dont hypoténuse est perpendiculaire & la diagonale
principale et le sommet de I'angle droit placé, par rapport & cette
hypoténuse, du coté opposé a celui ot se trouve le sommet duTableau.
L’une des fractions appartient ainsi, soit & la premitre file horizontale,
soit & la premiere file verticale du Tableau, et les deux autres, alors,
a la deuxieme file horizontale dans le premier cas, 4 la deuxieme file
verticale, dans le second cas.

IV. — Etude de la fonction exponentielle.

63. Nous nous proposons maintenant d’appliquer 4 la fonction ex-
ponentielle les théories qui précedent.

Voyons d’abord quelle est la nature des fractions qui composent le
Tableau relatif a cette fonction. Le déterminant que nous avons appelé
A,, (n° 31) estici égal &

I 1 1
(p+1)! pt T pri=gq)l!
I 1 . -“l
(p+2)!  (p+n! (p+2—q)l)
I I I
(p+g-+n! (p+q)! (p+1)l
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\ y . 1 I . . , .
ou I'on doit supposer — =1 et — = o pour « négatif. Ce déterminant
O: o

se calcule aisément au moyen des transformations usuelles, et 1'on

trouve
lal .. q!
P+l . pH+qg+nt’

pq -

quantité essenticllement différente de zéro, quelles que soient les va-
leurs de p et de g. Ainsi :

Le Tableau relatif a e® est uniquement composé de fractions normales.

Au surplus, cette proposition va résulter du calcul méme de I'ex-
pression générale de ces fractions.

64. Avant de faire ce calcul, nous ferons une remarque sur la ma-
niere dont se ratlachent 'un 4 'autre les Tableaux relatifs aux deux

) . 1
fonctions y et >

, ..U . . . . .

Soity la fraction rationnelle qui, pour la fonction y, correspond au
couple (p, ¢); ona

U .
Y=y (),

d’ou I'on déduit

\
1 \' ﬁ(xq["’)

Y U
Y tf + (@)

1

‘. U ) . A% .
Comme 3 ne s’annule pas pour 2 = o, on voit que g est la fraction

. . I
qui, pour la fonction 5 correspond au couple (¢, p).

Cette remarque rend compte de la sorte de parallélisme que ’on a
pu remarquer entre les propositions des n® 21 et 22, et aussi dans les
démonstrations des n* 15 et 16.

Viz)
pour ¢*, correspond au couple (p, ¢), la fraction qui, pour e %, corres-

I _ . . .
Si 'on suppose y = e®, alors 7= *. 8Si est la fraction qui,

] . Viz) . g .
pond au couple (¢, p) est Uia)’ et, par suite, la fraction qui, pour ¢?,
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V(—x)
, U(—x)
bleau relatif 3 ¢* se correspondent deux & deux : si I'on considere
'une quelconque des deux fractions qui correspondent aux couples
(p, q) et (¢, p), il suffit d’y changer x en — x et d’échanger les
termes pour obtenir I'autre; on peut ainsi se borner au caleul d'une
partie seulement des fractions du Tableau, par exemple au calcul de
celles pour lesquelles on a p2g.

correspond & ce couple (g, p) est - Ainsi les fractions du Ta-

65. Cette remarque permet d’obtenir treés aisément la fraction qui
correspond au couple (p, ¢), par la résolution directe des équations
en [; ce procédé, appliqué par Heine (') dans un cas fort général, né-
cessiterait une discussion spéciale plus pénible au cas ol p serait plus
petit que ¢.

Une seconde méthode, non moins simple, reposerait sur cette re-

marque que, la formule
Vex=U —+ (z)

donnant
(V+Ver = U+ (29 1),

UI

Vv

couple (p—r1, ¢); il est ainsi facile de déduire de la fraction qui cor-
respond au couple (p, ¢) toutes celles du rectangle relatif & ce couple.
Orbien des méthodes différentes ont été données pour obtenirles frac-
tions de la diagonale principale du Tableau : M. Hermite, en différentes
occasions, en a fait connaitre plusieurs (voer, par exemple, le Cours
professé a la Faculié des Sciences); elles s’obtiennent encore en appli-
quant & ¢* une formule tres générale donnée par M. Darboux dansson
heau Mémoire sur le développement en série des fonctions d'une va-
riable (Journal de Liouville, 18706, p. 296). Supposant connue I'expres-
sion générale de ces fractions, on en déduirait aisément, d’apres ce qui
précede, celle de la fraction qui correspond & un couple quelconque;
mais, pour obtenir tous les ¢éléments dont nous avons besoin pour les
calculs ultérieurs, nous reprendrons la méthode employée par M. Her-
mite dans son profond Mémoire Sur la fonction exponenticlle (Gau-

la fraction est la fraction qui, dans le Tableau, correspond au

(1) Handbuch der Kugelﬂmc;:ioncn, 2° 6d., L. I, p. 273.
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thier-Villars) dans une question dont celle qui nous occupe ici n'est
qu’un cas fort particulier; nous nous servirons des notations mémes
de I'illustre géometre.

66. Soit F(z) un polyndme en = de degré M, et

< F(3)  F(s) Y =)
(3= e e

L}

on vérifie immédiatement, en prenant les dérivées des deux membres,
la formule
[e—:x F(5)ds =— e=3%5 (3).
Prenons o et 1 pour limites inférieure et supérieure de I'intégrale, on
obtient
1
D(r)et — D) (z)= aM+1. e*, [ e (3) ds,
0

ol

O ()= F (o). a4+ F' (o). eM1 4= . 5 W (o),

D ()= F ()oY Fr(n). M=t ge o - (),

Soit maintenant (p, ¢) le couple pour lequel nous voulons obtenir
la fraction rationnelle approchée de ¢*; les polynomes @, (x), ®(.x)
seront les termes U, V de cette fraction si nous pouvons choisir F(z)
de telle facon que les degrés des polynomes ®, (x) et @(x) soient égaux
au plus respectivement & p et & g, et qu’en outre M soit au moins égal
ap—+q.

La premiere de ces conditions donne les équations

F(r)y=o, F'(1)y=o, ‘,”’ FO=p=1i ()= o,

F(o)=o, I'(0)=o, . JiM=g-1(0)y=0;
pour que le polynome F(z) v satisfasse, il faut et il suffit que Pon ait
F(z) =3 9(s—1)""7G(5),
G(z) désignant un polyndme en s dont le degré est manifestement

¢gal & p +~ g — M. Mais M doit étre au moins égal & p + ¢: donc, né-
Ann. de U'Fc. Normale. 3* Série. Tome 1X. S.11
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cessairement,
M= P -+ 4>

et G(z) se réduit & une constante que nous prendrons égale a l'unité.
Sil'on observe que M — p = ¢ et que M — ¢ = p, on a, finalement, les
formules
F(3)=3P(5—1)7,
U=F@+p) (1) + Fio+r=(1)z +. .. + F@+) (1) 2p=t - Fi0) (1) 2P,
V = Ftr+a) (o) -+ Flr+rr=1(0) . = . . . + Fr+ (0) 2v—1 4 F(P) (0) 27,

er— — -+ L ppran /-16_1(5_” 5P (s —1)7dz.
A\ J,

67. Au moyen de ces formules, nous allons maintenant calculer
toutes les fractions continues régulieres auxquelles le Tableau donne
naissance, et d’abord nous nous occuperons des fractions continues
de la premiere classe.

Ces fractions continues sont celles oi1, dans la partie réguliere, les
numérateurs partiels « sont du premier degré; elles se divisent en
deux types, selon que les dénominateurs partiels sont du premier
degré ou du degré zéro.

Considérons une fraction du premier type, et soit, pour ¢ > 2,

;= pu, a;== o+ o 2.

Pour obtenir une telle fraction, on doit prendre toutes les fractions
du Tableau qui sont dans une méme file verticale, ou toutes celles qui
sont dans une méme file horizontale; considérons, par exemple, les
fractions de la file horizontale ¢. Dans I'une ou 'autre des équations

pxUiy+ (c+d'x) Uiy == U, paxViy-+(c+ cr’x)V,ﬁ., =V,
remplacons les polynomes U,_,, U..,, U; ou V., V., V; par leurs
expressions générales déduites des formules du paragraphe précédent
en donnant & p successivement les valeurs i — 3,7 — 2, { — 1, et iden-
tifions; on obtient trois équations du premier degré en p, o, ¢, qui
donnent

=px=—(l—2)x, U==G+ o=+ —1 4 .

Dans le cas actuel, la fraction est de la seconde forme: on calcule
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directement, au moyen des formules du n® 41, les éléments a,, @,
., a, de la fraction; on a

oy (/! y

ay=ql— (g —1)! ‘%.z.-,+ (g —2)! 7—(53 :l? & (1)1,

oy = (— 2,

Ay== ¢ + 1+ X,
ce qui donne, finalement, la fraction continue

gl (= 1) z . 2 ) S

PN g TTIEZ q+2-i‘—';;'_q—+—3ﬂ~1“——.t_()w-~.~.}|“rl—.z"
g!l—(q 1).1.1, oA ()T

ou, en rendant égaux a I'unité tous les termes constants des dénomi-
nateurs partiels,

(~=1)7 27+! o 2.r 3
e g (g g L g ) L (g eh)
x  at (—1)7a? &x z x @
R T 1 = — R L
I 1o ¢! g +1 . g+ 2 q+3 q-+4

Il est tres facile, en raison des propriétés établies dans le n® 64, de
déduire de la, sans nouveau calcul, la fraction continue dont les ré-
duites successives sont les fractions d'une méme file verticale p du
Tableau; on a alors une fraction continue de la premiere forme :

1 axp+t x Q.

v 3
R T3 e d) . R -
x-+—i~}——1~—+...-+-fy-+ plop-+1 - (p+1)(p-+2) - (p—+2)(p-+3) L (p-+=3)(p+H R
L 1. ! & z x v
|- e R [ —, | — e
p-+1 -+ 2 2 P

Si, dans les deux dernieres expressions, on donne & ¢ et & p, succes-
sivement, les valeurs o, 1, 2, 3, ..., on obtient la totalité des fractions
de la premiere classe qui sont du premier type. Un caleul absolument
semblable nous donnerait les fractions de la premiere classe qui sont
du second type; nous ne nous y arréterons pas et donnerons plus loin,
dans le Tableau général, les résultats du calcul.

68. Avant de procéder au calcul des fractions continues régulieres
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de la deuxieme classe, nous devons d’abord rechercher quelles elles
sont; pour cela, suivant la théorie générale, il nous faut trouver les
couples (p, q), (p -+ h, g+ k), ot h est un entier positif, tels que, si
U, U . : -
T et “—‘ sont les fractions qui leur correspondent respectivement,

i tl .
Vexpression U; Vi, — Uy, Vo se réduise & un monome.

Notre point de départ sera les formules (n° 66)

1

Vi ex—1U; :xl’*"’l*"f e~(3=0% 2P (5 - 1)7d3,
0

1
V,‘-H er — Ui+1 = P ra+2ht [ e—~(3=1x sp+h ( 5 — I)l[+—h d:_,
v 0

d'ott 'on déduit

UiVigy — U V= apvo+t [V,-x”’ [.lrﬂ:’”x P (5 1) s — Vo []e—(-"-”x P (5 1)7 r/sJ ;
“0 “0
et nous allons calculer les premiers termes du développement suivant
les puissances croissantes de & du second membre. Le premier membre
étant, au plus, de degré p + ¢ + 4, on voit qu’il nous suffit d’obtenir
le développement de la seconde intégrale, multipliée par V,,,.
Or, en développant e "% suivant les puissances croissantes de a,
multipliant chaque terme de la série par z7(z —1)7 el en se rappe-
lant que

1 q
[ (s —1)lds= (=07r.2.3...q )
Jy (p+=1)(p+2)...(ptqg+1)

on obticnt, en intégrant terme A terme,

1
[ e~G-DZzp (5 —1)ds
2
_ (—1)71.0.3...q [1 g+1_ (g +1)(g-+2)
VED Iy ErEn|

2
=
Prqg+21  (p+qg+2)(p+qg+3)1.2

d"autre part, on a

lg+hg+h—0 o

\',-4_,:(q+;m+2/z)!——(q +p+2h—|)!(4]-—J—:—l-fx+(r/+1)+2/z——2) ”

on en conclut que les trois premiers coefficients du développement de



o)
Cr

SUR LA REPRESENTATION APPROCHEE D UNF FONCTION, ETC. S.

UV, — UV, sont, a des facteurs différents de zéro pres,

oq =+ h gt
I Py >((/+/'+ n ),

) ) __//-{-l
(g0 (g +Te—1)—n []-T_~———(/__ -

(q+D(g+2) L \
(paAqg+2)(p-+qg-+3) (g +p 2 g+ p k).

(g +p 20 —1)

.

Le premier de ces (:()(‘fﬁ('.l(’l'll\' est, comme nous le savions a priort,
différent de zéro. Pour que U; V., — Uz, V; se réduise & un monome,
il faut donce, tout d’abord, que le second s’annule; or on le met immé-
diatement sous la forme

(/)+l) r/+/1)—(//+1)(p+/1)
p g2

il est nul pour A =1, quels que soient p et ¢; il n’est nul que pour
cette valeor tant que 'on n’a pas p = ¢. Ainsi, pour deux couples tels
que (pog), (p—-+1,q+1), lexpression UV, , — U, V; se rvéduit i
un monome. Nous aurons ainsi a caleuler les fractions continues sim-
ples dont les réduites sont des fractions consécutives prises sur une
file parallele & la diagonale principale; celles de ces fractions qui
seront régulieres constitueront les fractions de la premiere famille;
clles pourront, d'ailleurs, appartenir d 'un ou & I'autre des (lou\ types
que comprend cette famille. :

Quand p = ¢, le coefficient précédent s'annule quel que soit 4; faisons
alors p = ¢ dans le troisieme coefticient, il devient simplement

(pf)(h =2)

‘)/) -+ 3

et ne s'annule que pour £ = 2. Ainsi Uexpression UV, — Us, V, se
réduit encore & un monome pour tous les couples tels que (p, p).
(p+2,p~+2). Nous avons donc & calculer les deux fractions conti-
nues simples qui ont pour réduites les fractions de la diagonale prin-
cipale prises de deux en deux i partir de la premiere; si elles sont r¢.-
gulieres, la seconde famille se composera de ces deux fractions ¢ .
pourront d’silleurs apparteniv & 'un quelconque des trois types de
cette famille. Telles sont les fractions qui nous restent a calculer

Ann. de UFEe. Normale. 3¢ Série. Tome 1X. S.12
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69. Ce caleul s’effectue sans difficultés en suivantlaméthode que nous
avons déja indiquée. On trouve qu’il y a une infinité de fractions de la
premiere famille; parmi ces fractions une infinité appartiennent au
premier type, & savoir toutes celles qui commencent par une fraction
du bord du Tableau autre que celle qui correspond au couple (o0, 0):
deux seulement appartiennent au second type, celles qui commencent
par cette fraction. Entin les deux fractions continues simples, qui
seules peuvent étre des fractions continues régulieres appartenant a la
seconde famille, sont effectivement régulieres et appartiennent I'une
et autre au premier type de cette famille.

Nous donnons ci-dessus le Tableau complet des résultats.

70. Quelques-unes seulement de ces fractions continues semblent
avoir ¢té obtenues jusqu’ici, et cela par des méthodes tres différentes.

Si 'on fait ¢ = o dans (2), on obtient la fraction continue d’Euler
relative & la fonction e* (n° 36).

La fraction continue donnée par Gauss (') pour la série hypergcéo-
métrique F(e«,B,v,2) est, parmi les fractions continues régulieres
relatives & cette fonction, celle de la premiere classe et du second type
qui a pour réduite initiale la fraction correspondant au couple (o, 0).
Comme cas limite de cette fraction continue, il est aisé de déduirve celle
relative & ¢* donnée par la formule (4) quand on fait ¢ = o. La for-
mule se trouve dans le Mémoire méme de Gauss; mais on y trouve en-
cove ces relations

f=m= h=e

e o\ TR
e* = liml <1,A,1,7‘¢> =1+ - liml (_\1,/., .4,7;/)

=i+ 2y —11—2111[1[(1/3/1):
d’otr il eut pu, par la méme méthode, déduire immédiatement toutes
les fractions continues données par la formule (3).

C'est & Lagrange (*) que sont dues les trois autres fractions conti-
nues connues; elles s’obtiennent en faisant p =o dans (3), p=1

(1) Disquisitiones genercles, cte. (OEucres, L. 1M1, p. 123, §§ 8, 12, 13 et 14).
(2) Sur lusage des fractions continues, cte. (OFueres, t. 1V, p. 301, §§ 7-18).
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dans (5), et la derniere est la fraction (7) elle-méme. C’est au moyen
de Uidentité

que le grand géometre déduit de la premiere de ces trois fractions les
deux autres. On apercoit immédiatement comment cette identité per-
met de déduire d’une fraction continue simple dont un dénominateur
partiel est égal & l'unité une autre fraction continue également simple,
avant toutes les réduites de la premiere, sauf une qui se trouve sup-
primée, a savoir celle qui, dans la premiere fraction continue, cor-
respond au quotient incomplet qui précede celui qui est égal & 'unité.

Cette simple remarque permet de déduire toutes les fractions conti-
nues régulieres de la deuxieme classe (5), (6), (7). (8), (9), (10)
que nous avons obtenues des seules fractions (3) et (4) de la pre-
miere classe.

Considérons la fraction (3) et par application répétée de I'identité
de Lagrange faisons disparaitre les réduites de rang pair, on obtient
la fraction (5); de méme de (4) se déduit (6); il suftit de supposer
p = o dans (5) et ¢ = o dans (6) pour obtenir les fractions (7) et (8);
les dénominateurs particls de ces fractions étant égaux a l'unité,
I'identité devient de nouveau applicable, et, en faisant encore dispa-
raitre toutes les réduites de rang pair, on obtient les fractions (q)
et (10).

Sur le Tableau des fractions rationnelles approchées de e”, on apercoit
bien & quoi reviennent ces opérations; la fraction (3), par exemple, a
pour réduites une suite de fractions en escalier, celles relatives aux
couples
(p;0), (p+1,0), (p+1,1), (p+2,1), (p+2,2), (p+3,2)

supprimer les réduites de rang pair au moyen de 'identité de Lagrange,
¢’est obtenir la fraction continue qui a pour réduites les fractions cor-
respondant aux couples

(p,0), (p~+1,1), (p-+2,2), (p~+3,3),

i

c¢’est-i-dire les fractions d’une file parallele 4 la diagonale principale
du Tableau; on a ainsi une fraction continue de la deuxieme classe et
Ann. de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome 1X. S.13
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de la premiere famille. On voit de méme que les fractions (9) et (10)
ont pour réduites les fractions de la diagonale principale du Tableau
prises de deux en deux i partir de la premiere, et qu’elles sont des
fractions de la deuxieme famille.

71. La convergence de toutes ces fractions continues régulieres
s’établit aisément. Le numérateur de la fraction rationnelle approchée
de e, relative au couple (p, ¢), est, quand on divise les deux termes
de cette fraction (n° 66) par (p +¢)!,

p plp—r x?

-+ - —_

p+q 1 (p+q)(p+qg—1) 1.2
plp—r)...2.1 ap

(/)+(/)(/)+(/—-1)...(//—|— 1) l.:z.../;’

et il est facile de voir ce que devient ce polynome dans chacun des
trois cas sulvants : 1° lorsque, ¢ restant inférieur & un nombre positif
fixe A, p grandit indéfiniment; 2° lorsque p et ¢ grandissent indéfini-
ment, mais de telle sorte que la valeur absolue de la différence p — ¢
reste inférieure & un nombre positif fixe A; 3° lorsque, p restant infé-
rieur & un nombre positif fixe A, ¢ grandit indéfiniment. Le numéra-
teur des réduites successives d’une fraction continue régulicre quel-
conque rentre nécessairement dans I'un ou 'autre de ces trois cas.

Dansle troisieme cas, le nombre des termes du polynome restantfini,
et chacun de ces termes, sauf le premier, ayant pour limite zéro, il est
évident que le polynome a une limite ¢gale i ce premier terme, d 'unite
par conséquent.

Dans le premier et le second cas, au contraire, le nombre des termes
du polynome grandit indéfiniment; son étude ne présente aucune dif-
ficulté et se fait comme celle de <1 -+ ;»g)m quand m grandit indéfini-
ment par des valeurs entivres positives.

Observons d’abord que, X désignant un nombre positif supérieur a
|z|, les modules des termes du polynome sont au plus égaux aux
termes de méme rang de la série i termes positifs convergente
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st done, 5 étant un nombre positif donné quelconque, on choisit I'en-
tier positif £ de telle sorte que la somme de la série

X kot X 2
oo (A1) - o k+2)

soit plus petite que > la somme 7y des termes du polynome qui suivent

[SSIRS)

. ’ . a, . . € N -
le terme en 2 aura assurément un module inférieur ! 35 de méme aussi
(1)

les restes Ry, R}Y des séries

Pa ’.l' 2
2 2 P

pa .
e e L — 4 =
I 1.2 1

limitées aux termes en &,
Supposons-nous maintenant placé dans le premier cas, celui ou p
seul grandit indéfiniment. Le terme général du polynome est

P p —1 p—2 p—h-+1 ah
PHqp+g—tprqg—ap+qg—h+rt 1.2...h

2

et 'identite
p—i 7

prg—i pag—i

montre que ce terme général a une limite, égale i

on peut donc prendre p suffisamment grand pour que la différence
entre la somme s, des £ + 1 premiers termes du polynome et la somme
Sy des £ -+ 1 premiers termes du développement de e soit et reste plus

. € ;e A
petite que 35 en désignant par P le polynome, on a alors

¢t — P | = | S+ R — 55— 1| £

B — s = [ RP |+ [ ] <e,

ce qui démontre que P a une limite et que cette limite est ¢”.
Dans le second cas, I'identité

p—i 1
p+g—i 2
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’

montre que le terme général da polynome a une limite égale &

(5)

——
1.2...h

et le raisonnement se fait comme précédemment, en remplacant e
S, Ry par e, 8%, R, Le polynome P a alors une limite égale a e*.

72. Considérons maintenant la fraction continue réguliere (1); elle
a pour réduites les fractions rationnelles qui, dans le Tableau relatif a
¢, composent la file verticale p; il en résulte que la suite des numéra-
teurs de ces réduites tend vers une limite, lunité. La suite des déno-
minateurs se déduit de la suite des numérateurs des fractions qui com-
posent la file horizontale p par le simple changement de x en —x
(n° 64); cette suite a done aussi une limite, e=. La fraction continue

.. I .
est done convergente et a pour limite = = er.

On verrait de méme que la fraction continue (2) est convergente et
oLoet . . . .
a pour limite — = ¢7; enfin que chacune des autres fractions (3)-(10)

x
)

B .. @ i
est aussi convergente et a pour limite — = e”; done :

e 2
Toutes les fractions continues régulicres relatives a ¢ sont congergentes
el ont e¥ pour limite.
On apercoit d’un seul coup d’eeil les différentes circonstances que
" nous venons de rencontrer au moyen de la figure ci-dessus.
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Les fleches font connaitre la divection dans laquelle les réduites des
fractions continues régulivres progressent dans le Tableau, et les frac-
tions, les limites vers lesquelles tendentalors le numérateur et le déno-
minateur de ces réduites.

Nous aurions pu appliquer ici les considérations développées dans
les n° 45 et suivants; pour toutes les fractions continues régulieres
obtenues, le rayon du cercle (C) est infini, et comme le dénomina-
teur des réduites tend toujours uniformément vers une fonction con-
tinue qui n’a aucun zéro & distance finie, chaque fraction continue est
convergente dans tout le plan et a ¢ pour limite. Le Tableau qui pre-
cede montre bien comment les fractions continues régulieres se par-
tagenten groupes de fractions ayant une convergence de méme nature,
comme nous I'avons expliqué dans le n° 60.

73. Les fractions continues (g) et (10) ont les mémes réduites; ce
sont les plus convergentes des fractions continues régulieres relatives
ae”, et méme de toutes les fractions continues simples relatives i cette
fonetion; Vordre de 'approximation donnée par leurs réduites croit de
quatre unités quand on passe d’une réduite i la suivante.

SiPon suppose x == 1, les trois premieres réduites sont
o ager,

—y

- - 5
7 1001

Iy

elles sont, comme toutes les autres réduites d'atlleurs, des valeurs
approchées de e par défaut, et la troisitme représente déja e avee six
décimales exactes

—a,7182817. ...

e A Qe e




