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SUR LA

REPRÉSENTATION APPROCHÉE D'UNE FONCTION
PA.K

DES 'FRICTIONS RATIONNELLES,

PAU M. H. PADÉ,
A N C I E N K L E V ' K DE Ï/KC;01.1<: N O H M A L i ï Sl iPERIElJl lK, PUOFKSSIWK AtillEGh; DE L' ( ÎMVEI tSITE.

I N T R O D U C T I O N .

Les d i f le ren tes f o r m e s ana ly t iques que l'on a appris peu à peu à
donner aux fonct ions ont acquis une importance toujours plus grande,
à mesure qu'on les a reconnues capables de mettre en évidence des
propriétés nouvelles. C'est ainsi que les séries entières p r i m i t i v e m e n t
considérées comme de simples f o r m u l e s d 'approximation sont devenues
la hase de l'étude des points singuliers, ainsi encore qu'on a t rouvé
dans les produits de facteurs l inéaires , qui, ne semblaient propres qu'à
mettre en évidence les zéros des fonctions, un moyen de faire ressortir
la périodicité; et de même pour les séries de fractions simples, les
séries t r igonométr iques, les intégrales définies, etc.

Il est cependant une forme analy t ique qui semble être restée en de-
hors de ce progrès, celle de fraction con t inue . Il y a plus d'un siècle
qu 'Euler a donné le premier exemple du développement d 'une fonc t ion
en fraction continue, plus d'un siècle aussi que Lagrange a établ i , sur
des exemples-part iculiers, la propriété fondamentale des réduites; et
bien que la question de la convergence ait dû i n f a i l l i b l e m e n t se poser
àGauss commeàJacobi , il a fa l lu a t tendre jusqu 'à Riemann pour en
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avoir le premier exemple. Le cas de la fraction de Gauss qu' i l a traité,
comme les beaux résultats acquis récemment par Halphen, donnent les
seuls exemples obtenus jusqu ' ic i de fractions continues algébriques
représentant des fonctions uni formes affectées de coupures. On ne
saurait dire qu'ils cons t i tuent une théorie des fractions cont inues al-
gébriques comme il existe une théorie des séries entières; peut-être,
pour en apercevoir l 'origine, fallait-il prendre les choses de beaucoup
plus terre à terre que ne le pouvaient faire ces illustres maî t res .

Bien lo in , en effet, d'en être déjà à rechercher quelles sont les pro-
priétés analy t iques que peut mettre en évidence le développement en
f rac t i on cont inue d'une fonct ion, il nous parait que cette expression,
le développement en fraction continue d'une fonction, ne laisse pas que
d'être restée jusqu' ici fort obscure.

Les fractions continues, tout comme les séries, se divisent en deux
grandes catégories suivant que les éléments sont des constantes ou
qu ' i l s sont des fonctions d 'une ou de plusieurs variables; ces dernières
seules doivent être comprises sous le nom de fractions continues al-
gébriques. Parmi les séries dont les termes sont des fonctions d 'une
var iab le , les séries procédant su ivan t les puissances entières et posi-
tives de cette var iable forment un groupe très spécial, quo ique le plus
important et le premier étudié, et cette expression le développement en
série entière d'une fonction a, comme on le démontre, un sens parfaite-
ment précis. Or quand, sor tant des exemples particuliers, on se pro-
pose d'étudier en général les fractions continues algébriques, on
éprouve que lque embarras pour fixer le groupe de fractions cont inues
que l'on veut considérer; les exemples de développement que l 'on
conna î t , en nombre restreint pour chaque fonction et différent d 'une
fonction à l 'autre, présentent une telle diversi té que l'on a que lque
peine à discerner une forme générale, et rien n'apparaît alors comme
plus vague que cette expression le développement d'une fonction en
fraction continue algébrique.

L'objet de notre travail est sur tout l ' introduction de la forme de
fraction continue algébrique qui nous semble devoir jouer un rôle ana-
logue à celui que jouent les séries entières dans la théorie des séries;
nous lui avons donné le nom (h fraction continue simple. Sans nous
arrêter à détailler ici les propriétés qui just i f ient cette introduction,
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et les conséquences qu'elle comporte, nous indiquerons brièvement
l'ordre que nous avons suivi clans notre exposition.

Dans la première Partie, il n'est nul lement question de fractions
cont inues ; nous y é tudions l 'ensemble des fractions rationnelles ap-
prochées auxquelles donne naissance une série entière; cette série
peut être convergente ou divergente; c^est seulement pour facili ter le
langage et donner p lus de précision aux énoncés que nous l 'avons
supposée convergente. En réalité, comme on le reconnaîtra plus tard,
la série n'est que l 'une des tractions cont inues simples du Tableau de
tract ions rat ionnel les approchées que l'on va construire, et il serait
aussi bien défini par l 'une quelconque des autres fractions con t inues
simples qu i lui correspondent, si l 'on n'était pas encore dans l'igno-
rance de leur existence.

La seconde Part ie est consacrée à l ' i n t roduc t ion des f rac t ions conti-
nues s imples et à l 'étude de celles qu i correspondent à un Tableau
donné de fractions ra t ionne l les approchées. Nous y avons à peine
touché la ques t ion de la convergence et nous sommes l imité aux pro-
pos i t ions les p l u s générales; nous n'avons même fait q u ' i n d i q u e r l ' une
des conséquences les plus remarquables qu'el le semble comporter, à
savoir la pos s ib i l i t é de l ' i n t roduc t ion dans le calcul des séries entières
divergentes ; ce sont là , en effet, des sujets d i f f i c i l e s qui demandent à
être encore approfondis et nous aura ient entraîné hors des limites à
donner à ce premier t ravai l .

Nous voudrions avoir réussi à ind iquer la véri table voie à suivre
pour l 'étude des fractions con t inues algébriques; nous avons été
amené à nous occuper de cette question par une parole de M. Hermite ,
recue i l l i e dans une de ses leçons, et par laquel le i l laissait entrevoir
les richesses que cachait sans doute encore cette théorie. Puissent ces
modestes pages être le pr incipe de la réal isa t ion de la profonde pensée
de notre i l lustre maître.
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PREMIÈRE PARTIE.
LES FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHÉES D'UNE FONCTION.

I. — Préliminaires.

1. Dans les applications du calcul, il est ord ina i rement i n u t i l e ,
sinon impossible, d'obtenir Je résultat avec une complète exactitude.
Le plus souvent, i l su f f i t seulement d'en connaî t re une valeur appro-
chée telle que l 'erreur commise en adoptant cette va leur au l i eu du
résultat exact soit inférieure à u n e l im i t e donnée a priori. De là ré-
sultent des s impl i f ica t ions souvent considérables, pu i sque l'on peut
négliger, dans le cours des calculs, tout ce qu i n 'al térerai t le résul ta t
f inal que d'une q u a n t i t é infér ieure à la l imite de l 'erreur avec l aque l l e
l 'approximation doit être obtenue.

On conçoit a insi combien il est impor tan t de savoir ob ten i r des va-
leurs approchées d'un nombre qu i satisfassent a des condi t ions d'ap-
prox imat ion imposées a l'avance. En A r i t h m é t i q u e , c'est le but même
do la théorie des f rac t ions décimales. Ces d e u x proposit ions sont fonda-
mentales dans cette théorie :

I. Il y a u n e fraction, décimale ayant an plus n, chif ï res décimaux,
et u n e seu le , qui soit approchée d 'un nombre donné, par défaut , à
— près;
î 0 -

II . Les approximat ions obtenues avec les fractions décimales appro-
chées par défaut q u i correspondent à des valeurs croissantes de n ne
sauraient d i m i n u e r ; elles conservent la même valeur ou bien elles
von t en croissant.

Il est n a t u r e l l e m e n t aussi impor tan t de savoir obteni r u n e fonction
qui représente une fonct ion donnée avec une approximat ion d'ordre
fixé à l'avance. Le développement des fonctions en séries entières offre
l'exemple d 'une telle recherche; une série entière, quand elle ,est
convergente, est une expression analyt ique qui met en évidence une
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suite de polynômes de plus en plus approchés de la fonct ion qu 'el le
déf ini t . C'est sous cet un ique point de vue que les séries ent ières ont
été considérées par les premiers inventeurs . Newton, dans son Livre
Ancdysis per œqualiones numerorurn termmorum infiniïas, vo i t dans une
telle série l'anal-ogne, pour la représentat ion des fonct ions , des frac-
tions décimales employées pour la représentation des nombres. On
retrouve ici ces deux proposi t ions semblables à celles déjà rencontrées
dans la théorie des fractions décimales:

I. I l y a un polynôme de degré n au plus , et un seul, qu i , dans le
voisinage de la valeur zéro de x, puisse représenter une fonct ion avec
une erreur i n f i n i m e n t pe t i t e d 'ordre an moins égal à n •+-1;

I I . Les a p p r o x i m a t i o n s obtenues avec les po lynômes approchés q u i
correspondent à des valeurs croissantes de n ne s a u r a i e n t d i m i n u e r ;
elles conservent la même v a l e u r ou bien elles von t en croissant .

2. La représentat ion d ' u n e fonction donnée par un po lynôme n'est
é v i d e m m e n t q u ' u n cas p a r t i c u l i e r de la représentation d 'une fonction
par une fonc t ion algébrique.

Soit y une fonction de x- déf in ie , pour les valeurs de x voisines de
/éro, par une série entière. Soient , d 'aut re part, P, Q, ..., S, T, a -+- i
polynômes en x dont les degrés ne dépassent pas respect ivement les
nombres^, y, ..., .y, /, et dont les coefficients sont indé te rminés . Dé-
veloppons la fonc t ion

pya ̂  Q^a-i ̂ . _ . 4. g y ^_ T

su ivan t les puissances croissantes de.r; les coefficients du développe-
m e n t sont des f o n c t i o n s l inéa i res homogènes des coefficients des po ly-
nômes P, Q, ..., T. Le nombre de ces derniers coefficients est

p 4. j ^. q ̂  i -(-. . . 4- f -+-1 =: p +• q -4-. . . •+- t 4- a -+" l.

Si, l'on égale à zéro les
p 4- q 4- . . . -4- t 4- y,

premiers coefficients du développement , on obt ient un système d'é-
quat ions q u i déterminent , en général, les rapports des coeff ic ients des
polynômes P, Q, ..., ï, et l 'on a

Pya^ Qya-l + . . . ̂  S^ + T =: (^-^/+-- ̂ a),
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oîi Cj^-^--1-^) représente un i n f i n i m e n t pe t i t dont l 'ordre est au
moins égal à p -+- q •+-. • . -4-1 4- a.

Considérons maintenant la fonction a lgébr ique Y définie par l'équa-
tion

pya+ OY^-t-... + SY -4- T == o;

retranchant membre à membre cette égalité de la précédente, on obtient
une égalité de la forme

(^y .-_ Y) A == (,y/^7+--^a),

où A est une fonction de x qu i , en général, ne s 'annule pas pour
x === o. Quand il en est a insi , on a donc

y -= Y + ̂ fH^...+t^^

et l'on voit que la fonction algébrique Y représente la fonct ion y avec
une approximation d'ordre au ni oins égal à

p j^. q 4- _ . 4- /• •+- a.

3. 11 ne semble pas que jusqu ' i c i la dé te rmina t ion et l 'étude des
polynômes P, Q. . ...T a ient été faites dans aucun cas p a r t i c u l i e r ; une
question tout à fa i t analogue a cependant été traitée par M. Hermi te ,
à savoir : la détermination des systèmes de polynômes entiers en x

U, V, W

tels que le développement de l'expression

U sin x 4- V cos x -i~ W

commence par la plus haute puissance possible de la variable (r).
I/objet de cette première Partie de notre t ravai l est l 'étude du cas
simple où la fonction algébrique Y est une fraction rationnelle, où, par
suite, a=== i ; nous avons surtout en vue de rechercher quelles sont,
dans ce cas, les deux propositions analogues à celles que nous avons
énoncées pour les fractions décimales et pour les polynômes.

( 1 ) Extrait d'une Lettre de M. Ch. Hônnite à M. Paul Gordan (Journal de Crelle, t. 7(>,
p.3o3).
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II. — Le théorème fondamental.

4. Soit y une fonction développable, dans le voisinage de la valeur
zéro de la variable .2?, en une série procédant suivant les puissances
ent ières positives et croissantes de cette variable, et ne s ' annu lan t pas
pour x == o :

y r= CÏQ -4-- ai .T + a.^ ,:r2 -S-. . ., OQ ̂  o.

Soit (p, q) un couple de nombres, égaux ou inégaux, pris dans la
suite o, :r, 2, 3, .... Considérons l 'ensemble des fractions rationnelles
i r réduct ib les dont le numéra teur est au. plus de degré/? et le dénomi-
nateur au, plus de degré <y. Nous nous proposons de déterminer, parmi
les (raclions de cet eï'îsei'ïible, celles qui représentent le mieux la fonc-
t ion dans le voisinage de la valeur zéro de x\ c'est-à-dire celles qui,
x étant inf in iment petit , d i f fèrent de la fonction d'une quantité dont
l'ordre i n f i n i t é s i m a l soit supér ieur ou au moins égal, à celui que l'on
ob t ien t en employant une quelconque des autres fractions.

5. Supposons d'abord q d i f férent de zéro;» et soit

S -=. /o-+- / i<r-+-. . .•+- ly^

un polynôme de degré q, à coefficients indéterminés. Effectuons le pro-
d u i t de ce polynôme par la série qui représentey; on obtient

S y = V (a, /o + a^ ̂  -h.. . -h a/^y /y) x 1 ,
—"—i

0

en regardant les lettres a affectées d'indices négatifs comme représen-
tant zéro* Égalons à zéro les coefficients des termes de degrés p +i ,
p -h 2, . . , , p + y,

a^ ly •+- a^i /i -4-.. . + a^r/ Iq = o ( l =: p -4-1, .. ., /.?•+•' q ) ;

on a ainsi un système de q équations linéaires homogènes entre les
/74- ï coefficients indéterminés l^ ..., ^. II est toujours possible de
satisfaire à ces équations par un système de valeurs des inconnues
tel qu'elles ne soient pas toutes nulles. Si l'un au moins des y déter-

Ân'ït. ile l*Éc. Normciîe. 3" Sér'ic, Tome 1X,« &»'2
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m i n a n t s dédui ts de la matrice
ap-lr\ a? ' ' • ap—q•\-t

^p4-2 ^jo-M • ' • a p—q

par la suppression d'une colonne quelconque, est différent de zéro,
toutes les inconnues sont déterminées à un même facteur constant près;
si tous les déterminants sont nuls, plusieurs d'entre elles peuvent, au
contraire, être prises arbitrairement. Nous ne considérerons jamais
comme distinctes, dans tout ce qui suivra, deux solut ions où les va-
leurs des inconnues seraient proportionnelles, et ainsi nous d i rons ,
dans le cas où l 'un des déterminants est différent de zéro, que le sys-
tème admet une seule solution.

Parmi toutes les solutions, adoptons l 'une de celles pour lesquel les
la suite lo, l^ . . . , lq commence par un plus grand nombre de zéros que
pour toute autre. Le polynôme S est alors divisible par une puissance
de x d'exposant au. moins égal à celui que l'on obtiendrait en, adoptant
toute autre solution. Nous appellerons ^pq cet exposant, qui peut évi-
demment être zéro. Les coefficients 4, ^, ..., ^ étant ainsi détermi-
nés, on a

SJ=R4-(^/)-("'7+1),
où R est le polynôme

p
V ( a; IQ -î- a,-i l^ 4-... -4- a^y lq) x1,
^asass^

0

dont le degré est au plus égal à p , et (^•K/i-l) un infiniment petit dont
l'ordre est au moins égal àjo 4- q 4- ,i.

Si q était égal à zéro, S serait une constante l^ ; nous prendrons alors
pour R i e polynôme qui, dans la série Sy, précède le terme en x^. Dans
tous les cas l'égalité précédente subsiste donc.

Les polynômes K et S ne sont pas nécessairement premiers entre eux ;
en particulier, si <o^ n'est pas zéro, le polynôme R doit être d i v i s i b l e
par x^n. Le premier membre de l 'équationprécédente eat, en e f f e t , un
inf in iment petit d'ordre au moins égal à co^, et il doit ,en être de même
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du. second. Or, co^ étant au plus égal ay, et par suite étant plus petit
que p + q -+" ï, .z^ doit se trouver en facteur dans le polynôme R. Ce
fa i t se vérifie d'ailleurs immédiatement à l'inspection des coefficients
de ce polynôme.

Soient U, V les quotients des polynômes R, S divisés par leur plus
grand commun diviseur, on a

Vj == U 4- (.^-^-<-l-a)^)

ou, comme il y a sûrement dansV un terme constant différent de zéro,

y=^-h-(^-^1-^,).

Nous avons ainsi formé une fraction rationnelle irréductible y? dont
les termes ont des degrés au plus égaux respectivement à p — o ) ^ ,
y — o^ et qui diffère de la fonction y d'un infiniment petit dont l'ordre
est; au moins égal àjo 4- q -+- ï —- œ^, assurément supérieur à la somme
des degrés des termes de la fraction.

Soit main tenant .̂ 7 une fraction rationnelle irréductible dont les
termes sont des polynômes de degrés respectivement égaux, au plus,

•rj/
à p et y; supposons que la différence y — ^ soit un infiniment petit
d'ordre au moins égal àj? "+- q +• ï. — ^py, en sorte que l'on ait

r== .̂  ^-^-^-^V/);

retranchées membre à membre, les deux dernières égalités d o n n e n t
.̂

.lj u ==(^^1-^)w ^ u

V V
ou

[yy—V^ = VVf{^)•^•hï'~tûp'l).

Cette égalité fait voir que le premier membre est identiquement nu l ;
car, s'il n'en était pas ainsi, il serait ou une constante, ou un polynôme
de degré au plus égal àp + q — œ^, et ne serait dans aucun cas intl-
niment petit d'ordre au moins égal à p •+" q +1 '- ^pg comme le second
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membre. On a donc

et, par suite,
U'V-V^U^o

u/ — ll

y7 — y '

Ces deux fractions, étant i rréductibles, sont ident iques , et nous pou-
vons énoncer la proposition suivcïnte qu i est fondamenta le dans cette
théorie :

I. Parmi toutes les fractions rationnelles irréductibles dont les termes
ont des degrés égaux auplus à p pour le numérateur, à q pour le dénomi-
nateur, p et q éteint deux nombres, égaux ou inégaux, pris dans la suite

o, i, 2, 3, ..., il y en a une, ^5 qui fournit une approximation dont

F ordre est supérieur à celui de l'approximation fournie par une quel-
conque des autres fractions.

6. Cette proposit ion est la première de celles que nous avons a n n o n -
cées dans le n0 3, et elle résout complètement la quest ion du n° 4 ;
mais on peut compléter en quelque sorte l 'énoncé précédent au moyen
des simples remarques qui suivent.

Le nombre o^ est au plus égal à y; i l est aisé de voir qu / i l est aussi
an plus é^al à p. Si, en effet, co^ était plus grand que p , comme le
polynôme B,-ainsi que nous l'avons établ i , doit être divisible par ^r'i
et que ce polynôme est au plus de degré p , il serait i den t iquemen t
nul. Or ceci ne peut avoir l ieu, car alors on aurait

y=(^/^^-i-^)

et la fonction y s 'annulerait avec x\ tandis que l'hypothèse contraire a
été fai te . On voit encore que R ne peut être divisible par une puis-
sance de x d'exposant plus grand que co^, car on en conclurai t encore
la nulli té de la fonction y pour x == o; ainsi :

Les polynômes Vêt V ont l'un et l'autre un terme constant différent de
zéro; œ^ désignant zéro ou un entier positif au plus égal au plus petit
des nombres p et q, les degrés des termes U, V ont respectiçement pour
limite supérieure p - co^, q-^^ F ordre de F approximation a pour
limite inférieure p -j- q + i — QJ ^.
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7. A chaque couple (p, y) de nombres de la suite o, i, 2, 3, . . .
correspond une fraction rationnelle approchée pour la fonction y; ces
fractions forment donc un ensemble (E) complètement défini et se
présentent comme les termes d'une suite à double entrée; nous les
écrirons dans les cases d'un Tableau analogue à celui de la mult ipl ica-
t ion, i l l imité à droite et en bas; les tractions d'une même file horizon-
tale correspondront à une même valeur de q, celles d'une même file
verticale à une même valeur de p . Dans la première file horizontale
figurent ainsi les polynômes approchés successifs dédui ts de la série
qui représente y .

Nous donnons ici. trois exemples de tels Tableaux présentant chacun
des particularités diverses. Chaque case renferme, outre la fraction
qui l a i correspond, deux nombres dont le premier est la l imite infé-
rieure p 4- q 4- ï — co,^ de l 'ordre de l 'approximation, et l 'autre cet
ordre l u i - m ê m e .
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8. Voici quelques expressions que nous emploierons quelquefois,
dans ce qui suit, pour abréger le langage.

Etant donné un couple (yo, y), nous appellerons rectangle relatif au
couple ( p , y) le rectangle qui a pour cases aux sommets (o, o), (o, p),
('o, y), (/?, y). Si l'on prolonge les files p et q au delà de ce rectangle,
la f rac t ion (p, y), les fractions de ces prolongements et celles du
champ illimité qu'ils comprennent, constituent les fractions du champ
complémentaire relatif au couple (/?, y). Deux cases ou deux carrés se-
ront dits contigus dès que leurs contours ont au inoins un point
commun.

III. — La solution principale.

9. La seconde des propositions annoncées dans le n° 3, celle qui fait
connaître comment varie l 'ordre de l 'approximation quand on consi-
dère les différents couples de nombres {p,q}^ est d'une nature plus
cachée que la première; pour y parvenir, nous devons tout d'abord
établ i r quelques propriétés de la solut ion des équations en l que nous
avons fai t in tervenir dans la démonstration de cette première propo-
si t ion.

On démontre aisément que, étant donné un système de q équations
linéaires, homogènes, à q -h i inconnues, il n'y a qu'une solution
jouissant de cette propriété de comporter autant de zéros que possible
au début de la suite des inconnues rangées dans un ordre arbitraire-
ment déterminé. Or, parmi toutes les solutions du système d'équations
en /, nous avons adopté l 'une de celles pour lesquelles la suite 4,
l^ ..., /y commence par un plus grand nombre de zéros que pour toute
aut re ; c'est donc une solution parfaitement déterminée du système
que nous avons adoptée; nous la nommerons la solution principale de
ce système.

10. Elle peut être obtenue de plusieurs manières; nous en indique-
rons deux.

D'abord, et cette méthode est applicable pour des équations quel-
conques, on l'obtient en adjoignant au système proposé autant des
équations

4 == o, li ==o, 4 == o, ..,,
c ï

Ami» de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome IX. i:•'•'•)
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à partir de la première, qu'il est nécessaire pour que le système ainsi
obtenu admette une seule solution; cette solution est la solution prin-
cipale du système proposé. On voit que, si ce système laisse h -+-1 in-
connues arbitraires, il y a au moins, quand on adopte la solution
principale, h inconnues nulles au début de la suite 4» ^» • • • » ^q ^Qs

inconnues; le nombre <^pq est ainsi au moins égal à À.
Une seconde méthode, applicable seulement aux équations linéaires

qui ont la forme spéciale que possède le système d'équations en /, re-
pose sur les considérations suivantes ; de ces considérations vont même
résulter la démonstration de l'existence de la solution principale et
l'une de ses propriétés caractéristiques les plus importantes.

H. Soient l^ l\, ..., F une solution quelconque du système d'é-
quations en /, et œ , le nombre de zéros qui figurent au début de cette
suite; on a nécessairement co^ $ co^ et par suite,

p -+- q + l —]û)^/ ? p 4- q -1- ï — û),,y.

A cette solution correspondent des polynômes R/, S' analogues aux po-
lynômes R, S, et une fraction rationnelle irréductible ^7 pour laquelle
on a

U'y := ̂  -+- ç^p+^i^^y

De cette égalité et de l'inégalité qui précède résulte l 'identité des
r j / TJ

fractions ^p et ,r? et, par suite, celle des polynômes (Y et U d'une part,
V et V d'autre part. Ainsi les polynômes R' et S' qui correspondent à
une solution quelconque des équations en / sont les produits des po-
lynômes premiers entre eux U et V, par un même polynôme P. Réci-
proquement, si en multipliant U et V par un même polynôme P, tel
toutefois que les degrés des produits PU, PV ne dépassent pas respec-
tivement les nombres p et y, on a

P^^PU^-^^1);

ceci montre que les coefficients du polynôme PV constituent une so-
lution du système d'équations en /; autrement dit , les polynômes
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B/==PU, S'=PV s'obtiennent pour une certaine solution de ce sys-
tème.

On obtiendra donc une solution/o, ^, ..., lq comportant à son début
un plus grand nombre de zéros que toute autre, si l'on prend pour le
polynôme P la plus haute puissance de œ possible. Il est ainsi établi
d'abord qu^il n'y a qu'une solution de cette nature; ensuite qu'elle
s'obtient en adoptant une solution quelconque des équations en /, for-
mant les polynômes R\ S" correspondants, les quotients U, V de ces
polynômes par leur plus grand commun diviseur, et enfin mul t ip l iant
U, V par la plus haute puissance possible, x^n, de x telle que les de-
grés des produits œ^pyV, oc^pq'N soient au plus égaux respectivement
aux nombres p , y; les coefficients du polynôme x^n'\ constituent la
solution pr incipale .

On voit ainsi que :
Les polynômes K = x^n\], S == «r^yV, qui correspondent à la solution

principale, ne pewent avoir de facteur commun autre qu'une certaine
puissance de oc, et le degré de l'un d'eux est assurément égal à celui des
deux nombres p et q qui lui correspond. Réciproquement, si les polynômes
IV, S^ qui correspondent à une solution l\^ l\, ..., /. des équations en l
jouissent de ces propriétés, cette solution est la solution principale.

12. Nous avons appelé /,, /',, ..., ^ une solution quelconque des
équations en /, etœ.. le nombre de zéros qui figurent au début de cette
suite de valeurs; les degrés des polynômes U et V, quotients des poly-
nômes B/ et S' par leur plus grand commun diviseur, ayant respective-
ment pour limites supérieures les nombres? — CD^, q — co^, seront
représentés par

p — û)f pff — '^p/p q — ^pq — "/-"p

en sorte que x^, X, sont des entiers positifs ou xéro. L'ordre de l'ap-
proximation fournie par la fraction y? qui a pour l imite inférieure la
quanti té p + q + i: — ^p^ sera représenté par

p •+• q + 4^/ — ^W

en sorte que ^nyes t un entier positif qui peut être infini.
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Ces quatre nombres
^{î(p ^ P , 9 ^/iqî "pq

sont ce que nous appellerons les singularités relatives à la solution f[^
/,...^.

Pour la solation principale 4, l^ ..., l^ ces singularités seront re-
présentées respectivement par œ^,'^, x^,X^; en outre, pour abréger,
nous poserons ordinairement

p -+- q -M — w^q •= 'E,pq^ p -4- q •+• ' ^ p y — Wpq == YI^ ;

ces nombres ^y, y]^ sont ceux qui figurent, au-dessous de chaque
fraction, dans les cases des Tableaux précédemment donnés comme
exemples.

13. Il résulte de la proposition du n° 11 que l 'un au moins des
nombres x^, \y est nu l ; d'ailleurs les équations en /présentent dans
leurs coefficients un ordre tel que l'on doit se demander s'il n'y a pas
encore quelque autre des quatre singularités co^y, ̂ , Xpy, À^y, qu i soit
toujours nulle, ou si quelque relation ne l ie pas ces quanti tés entre
elles; il n'en est rien comme on va voir.

Donnons-nous, arbitrairement, deux suites de quanti tés
// /' r u /./ yQy •i » • * • ? "(p " o ? i ' • • * ? ' ^ p î

avec cette seule condition qu'elles comportent autant de zéros l ' une
que l'autre à leurs débuts. Soit OD^ ce nombre de zéros communs, au
plus égal à la fois à p et à q\ on a

IQ == /^ =S; ... == /(,)py^.i ^= /fy == Â^ = = . . . = = ; /C(^_i r=: 0.

Considérons alors les équations en a

aji^ 4- aj^l\ -+-... +a^y^==/c;, (y =o, i,'2, ...,//),

a,7o+a,-i ̂ 4-.. . -+-a^y^=:o, (i=p^i, p + 2, . . ., /> 4" ^/),,

ou les lettres a affectées d'indices négatifs* sont regardées comme re-
présentant zéro. Les équations qui correspondent aux valeurs o, r ,
2, .... co^-—i dey sont identiquement satisfaites; il est faci le de dé-
terminer les quantités a de telle sorte que les autres le soient égair1-
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ment. La quantité 4- étant différente de zéro ainsi que À-^ , la pre-
mière équation donne pour ÛQ une valeur différente de zéro, la seconde
détermine ensuite a^ puis la troisième a^ etc., enfin la dernière
aP•+q-w^'

Ceci posé, considérons une série convergente quelconque ordonnée
suivant les puissances entières positives et croissantes de x et dont
les^p+y -ht— œ. premiers coefficients soientao, a,, . . . , a^+y..^. Les
polynômes IV et S'

•I:V=: k\ •+- k\ x 4- . . . -1- k ' p X P , S' = l^ +- l\ x -h . . . 4- l'q^

s'obtiennent quand, cherchant la fraction rat ionnelle approchée de la
fonction qui correspond au couple (p, y), on adopte l'^ l\, ..., /. pour
solution des équations en /. On voit que co', , x' , \' ont déjà telles
valeurs qu'il nous a plu leur donner. Développons maintenant — en
série entière; il suffît de prendre pour le Çp + q—œ^-+-i)1111116, le
çp ^_ q _ o o ^ s)"'1"1®, etc. coefficient de la série, les coefficients
de même rang dans le développement de -^ pour que '̂  prenne égale-
ment tel le valeur qu'il nous plaira.

Si l 'un des deux nombres x', , X' est pris égal à zéro, la solut ion
l\^ l\, ..., /. étant alors la solution principale du système d'équations
en /, la proposition que nous avions en vue est établie.

14. Supposons l'ordre p + q -h 4'ny — a)/^ d^ l'approximation fourn ie
par la fraction "̂  fini et retranchons-en la somme des degrés des termes
de cette fraction, on obtient

(P + (] + ̂ pq — ^pq ) — ( ? — ̂  — ̂  )

— ((! — ̂  — ^r/ ) ==' ^'pq -4- ̂  -4- K^/+ ̂ pr

Ainsi la somme des quatre singularités qui sont relatives à une solution
des équations en l ne dépend pas du choix de cette solution ; en o atre, i 1 est
évident que, si la f r ac t ion—cor re spond dans le Tableau à plusieurs
couples Çp, y), ce qui donne autant de systèmes d'équations en / dif-
férents les uns des autres, celle somme des singularités est la même yuel
que soit le système considéré et la solution que l'on adopte de ce système.
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Nous allons bientôt retrouver ce nombre remarquable, avec une signi-
fication importante, en étudiant la distribution, dans le Tableau, des
fractions de l'ensemble (E) égales à la fraction ^ '

15. Il ne nous reste plus à établir que deux propriétés simples et
de même nature de la solution principale.

Les équations en / relatives à deux cases voisines d'une même file
horizontale sont

aik -4- ^-i^i -+-. . . 4" a^lq ==o,
a^l^a.k +...+a^,^o, (^P^...,P-^).

Supposons que, dans la solution principale du premier système, on ait
4/== o» et soi tWo, m^ ..., m^^ o cette solution principale; elle donne
lieu aux identités

a^o-h- Oi^rn^ ... "+- a^^m^-z^o, ( ^ ==/.»-{-j., .. .,p+ q),

et il est évident que les valeurs m^ m^ ..., m,̂  constituent la solu-
tion principale du système d'équations déduit du premier quand on y
supprime tous les termes en ^; les identités précédentes établissent
dès lors que les valeurs o, m^ m,, ..., m^, constituent la solution
principale du second système d'équations. Ainsi :

Quand, dans une solution principale, la dernière inconnue a la valeur
zéro, il suffit de faire passer ce zéro en tête de la suite des valeurs des in-
connues pour obtenir la solution principale relative à la case contiguë de
droite.

Il est de toute évidence que les fractions approchées qui corres-
pondent à ces deux cases sont les mêmes et que par suite les approxi-
mations qu'elles fournissent sont de même ordre; par conséquent

On a, en outre,

d'où

ou

"^P-M,^— ^p»y

^/J-M,^^ ^pq"^" ï y

(p + î) + q + x — ù)p^^=p + q -+- î — œpy

^/H-l^^ Epr/'
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16. Considérons, en second lieu, deux cases contiguès d'une même
file verticale; les systèmes d'équations correspondants sont

^^o •+-^--i ^1 + . . .-1-ûî;_y ̂  ==0, (i= p 4- i, . . . ^ p 4-y)

^•-+1^0 + <^i-4- Œ^4-l-"... -h ai.qlq^-=i o, (^==jp,jy ~l-i, .. .,j? -4-<7).

Soit Wo, m ^ , ..., m^ la solution principale du premier système, et sup-
posons que, pour cette solution principale, le coefficient kp du terme
en XP dans le numérateur soit nul ; alors on a le système d'identités

aiïn^^r a^m^-+- ... -+- a^qm.q=io, Çi=p,p 4- i, .. .,^ 4- q^

dont la première exprime que kp est nul, et ces identités montrent que
le système de valeurs o, ?n^ m,, ..., rriq est la solution principale du
second système d'équations.

Le coefficient de rang j dans le premier numérateur et celui de
rangy+ i dans le second sont respectivement

dj WQ -+- a/_i Wi 4- ... 4- a^ym^
aj^ o 4- ajm^ .4- a^^ m^ + ... 4- a^^m^

et sont égaux; si donc /CQ, /^, ..., kp^, o est la première suite de
coefficients, la seconde est Oy /^, /c^ , ..., kp^.^ Ainsi :

Quand, pour une solution principale, la suite k^, k^ ..., kp des coeffi-
cients du numérateur comporte un zéro en dernier lieu, il suffit de le faire
casser en tête pour obtenir la suite relative au numérateur qui figure dans
la case inférieure.

Les fractions correspondantes aux deux cases sont évidemment les
mêmes et l'on a encore

"^Pl'y-H ̂  Y^<7» S/?,<7-M ̂ =: ̂ pq*

IV, •— La distribution des fractionô.

17. Nous sommes maintenant en mesure de rechercher quelle dis-
position prennent dans le Tableau les différentes fractions de l'ensemble
(E). Cette recherche aura pour point de départ le théorème suivant :

Dès qu une fraction rationnelle irréductible diffère de la fonction y d9 un
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infiniment petit dont l'ordre est supérieur à la somme des degrés de ses
termes, elle fait partie de l'ensemble (E).

Soient, en effet, -, cette fraction irréductible e1 m -|- i l'ordre de
l'approximation qu'elle fourni t , et qui, par hypothèse, est supérieur
a la somme des degrés de ses termes, m pouvant d'ailleurs être in f in i .
Supposons qu'il y ait deux nombres p et q qui soient au moins égaux
respectivement à chacun de ces degrés et tels, en outre, que la limite
inférieure de l'ordre de l 'approximation fournie par la fraction-^- de
l'ensemble (E) qui correspond au couple (/?, y), c'est-à-dire S^y, ne
dépasse pas m •+• i; on a alors, d 'une part,

•n
J-=. -^ + (^)

et, d'autre part,
r-ï+c-^^-S+^H).

,̂
et l'on déduit de là l'identité des fractions ^ et y

L'hypothèse de l'énoncé assure l'existence des nombres p et y.
Soient, en effet, vs, ç les degrés des polynômes IL ^î l 'hypothèse s'ex-
prime par l'inégalité

vs +" y ̂  m ;
nous poserons

^j 4-. y 4- m< :̂  m,

m' étant ainsi un nombre de la suite o, i, 2, .... Les nombres p et q
doivent satisfaire aux trois inégalités

p ̂  CT, q ̂  9, p -+- q + î — c.)̂  ^ m 4- i.

Si l'on désigne par p\ q ' deux nombres de la suite o, r , 2, ... et que
l'on pose

p^rs-^rp^ ^==94-^,

les deux premières inégalités étant satisfaites, il ne reste à remplir que
la troisième qui devient

//-h^G)^ -^m',

et il est manifeste qu'il est toujours possible d'y satisfaire.
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18. Le résultat de cette démonstration peut encore être énoncé
comme il su i t :

Pour que Ici fraction -j corresponde, dans l'ensemble (E), au couple
( p, y), il faut et il suffit :

i ° Que chacun des nombres p, q soit au moins égal à celui des degrés
ÎTÏ, o qui lui correspond;

2° Que la quantité ̂  =p -h q 4- i — ^pq ne dépasse pas l'ordre de

l9 approximation fournie par la fraction .

19. La fraction j correspond, en particulier, à tous les couples
(îrr 4-//, ç 4- y') où//, q ' satisfont à l ' inégalité

p ' - ^ - q ^ m ' .

Supposons, ,en premier l ieu, m' ==o. Cette inégalité n'est vérifiée
alors que pour/.?' = q1 = o, et l'on obt ient ainsi, le couple (r^, 9). Il est
aisé d'établir que la fraction ne correspond à aucun autre couple; on
a, en effet (n0 14), pour un couple (/?, q) auquel cette traction corres-
pond,

^pq 4- ^pq -h- ^pq 4- \q = (^ -+- Ï ) "-- CT — C? ---= ̂  + I;

m' é tant ici égal. à zéro, et ^y étant au. moins égal à un, on voit que
l 'égali té en t ra îne les suivantes :

^ =: I , Wpq = Kpq == ^py == 0,

et l'on en dédui t
p ::= TS 4- ^pq 4- œ^y .-==- CT, <y = 9 4- ïpq 4- î»)py == 9,

en sorte que (îrr, 9) est bien le seul couple auquel corresponde la frac-

tion |.
Supposons, en second lieu, m, et par suite m\ i n f in i . Alors p ' et r/1

peuvent prendre des valeurs quelconques de la sui te o, i, 2, . , . . Il en
résulte que la fraction ^ figure dans toutes les cases du champ com-
plémentaire relatif au couple (^, 9), et ne figure dans aucune autre,,

Ânn. de rÉc. Normale. 3e Série. Tome ÏX. a - ^
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la première des deux conditions auxquelles doit satisfaire le couple
(/?T ^) P01111 q116 ^ fraction ..- lui corresponde n'étant satisfaite pour
aucune de ces antres cases.

20. Il reste à examiner le cas où m a une valeur finie di f férente de
zéro. Il y a alors nécessairement des valeurs dejo', cf' autres que zéro,
pour lesquelles l'inégalité est vérifiée, et, par sui te , la fraction corres-
pond sûrement à plusieurs couples. On voit bien aisément qu'elle
fimire dans toutes les cases du Tableau, au nombre de •m"——l—m—^Q '2

qui sont contenues dans un triangle rectangle isosceleA ayant pour tiles
limites la file verticale TS, la file horizontale y et une file en d iagona le
allant de droite à gauche en descendant. Nous savons d 'autre part que
la fraction ne peut figurer que dans le champ complémentaire re la t i f à
la case (u, ç); mais il peut encore y avoir d'autres cases où la fraction
^ figure, à cause de l'existence du nombre co^; pour celles-là on aura

p ' + q ' > m ' , p ' -|- c / ' i m' +• r^y ;

il s'agit de les déterminer; les propriétés de la solution principale nous
en donnent le moyen.

21. Considérons les cases qui figurent dans la première colonne ver-
ticale du triangle dont il vient d'être quest ion. Pour celles-ci, on a

7/=o, q'^m',

il y en a ainsi m'4- i, correspondant aux couples

(zn, 9), (CT-, 9-+- ï ) , . . . , (ro-, 9-+•/?,), . . . , (^y+^—iQy (ny, 9-t-w/).

Considérons, en particulier, le couple ( ^ , cp 4- A). Le numérateur de la
fraction , qui lui correspond est de degré ^. II résulte de là, d'abord
que œ^ç+Â est nul, et que, en outre, les coefficients l^l^ ..., l^ du
polynôme <ï> constituent la solution principale qui correspond au couple
considéré; c'est là, en effet, une solution des équations en / q u i donne
deux polynômes 11, <&, sans facteurs communs et dont l 'un d'eux, 11,
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atteint celui TS des deux nombres m, cp + h qui lui correspond, pro-
priétés qui (n° 11) caractérisent la solution principale. Maintenant,
puisque le dénominateur $ est seulement de degré ©, on voit que dans
la solution principale on a

/y ?c 0, ^ç-+-i '^ ^cQ-i-î ~=:=• • • • '==- ^ip+A—i ̂ ^ ^y-t-À :::::: ^y

et par suite
^CT,Ç-t-A :::::: ̂ -

Quant à la l imite inférieure de l'ordre de l'approximation, elle est

^ ̂  ( rp 4- h) -4- i — ÛOCT,Ç-)-A "̂  ̂  4- o -4- r. -+- h,

supérieure de h unités à celle qui correspond au couple Ç^, y).
Ceci posé, il résulte des propriétés de la solution principale (n° 15)

que, pour les couples (nï, 9 "+- À), (^ 4- i, cp -4- A), (^ + 2, ç> 4- À), ...
(0 -+•" A, <p 4- A), les solutions principales sont respectivement

Z(), l^j l^, . . . 5 . . . ., . . , . . . , t;p-^•/^!-»

^-h/lî " Q î " i f * * • î . . . . 5 ... ... 7 6cp»)./^_i,

/y4«/(—.l5 ^ip-(-/0 "O? • • • • » ...... »., ..., tç-4-^—2,

. . . . . 5 • . . . , « 5 . . . » . . . « , • • y . . . , .......

"®-H 5 ^®4"2> * ? • • ' 5 v(y+/l» " O ? . . • y ' ^Ç ;

à tous ces couples correspondent la fraction , et la même limite in-
férieure de l'approximation; les suites OD, x, À correspondantes sont
d'ailleurs

o, i, 2, . . ., h — i, h,
o, o, o, . . . , o, o,
//, h — î , h — 2, ..., ï , ô.

Quant au nombre 'sp, il peut s'obtenir par cette condition que la somme
y, 4- \ ̂  (o 4-. '̂  est constante et égale à m + ï — 'car — ïp.

En donnant au nombre À les valeurs ï , ^, ..., m', on voit que la
fraction u- figure dans toutes les cases d'un triangle rectangle isosceIeB
ayant pour cases aux sommets (1 ,̂ ç)y (©', q> •+• m'), (CT' -{-w7, cp +-7n'),
et nous connaissons complètement pour chacune de ces cases la valeur
des nombres o>, ^, x, À. Kemarquons enfin que, pour chacune des cases
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de la file inférieure du triangle, la l imite inférieure de l'ordre de l'ap-
proximation est

ro 4- q -(- i 4" /^~=; m -4- i,

el égale à l'ordre même de l 'approximation.

22. Considérons maintenant les cases qui figurent dans la première
file horizontale du triangle A; pour celles-ci, on a

^=:o, p'^m^

et elles correspondent, par suite, aux m''4~ i couples

(?ï7,9), ( O T - + - Î , ® ) , . . . , ( T O - 4 - ^ , 9 ) , . . . , ( z ï y 4 - w / — ï , y ) , (^^-m^çi) .

Considérons, en particulier, le couple (^ +/ /", ç); comme dans le
cas précédent, on établit que o^/r^ est nul, que x^,.,/^ est égal a k, et
que la l i m i t e infér ieure de l'ordre de l ' approximat ion esttîT4-ç-4-.i-+-^.
Si l'on se reporte aux propriétés de la so lu t ion pr inc ipale (n° 16), on
en conclut que la fraction .. se trouve dans les cases

(m 4- A", y), (CT -h /", y -h i), (î.7 4- À", 9 4- 2), .. ., (CT 4" A', 9 4"" ^),

et que les nombres oj, x, À, correspondant à ces cases, forment les
suites

o, i, 9., . . . , A - . — r , /*-,
À-, / » - — I , À ' — 2 , . . . , î , 0,

0, 0, 0, . . . , 0, 0.

La fraction , figure alors dans toutes les cases d'un tr iangle rec-
tangle isoscèle B' ayant pour cases aux sommets (vs, o), (c-r + m\ ep11),
(0 +w /, y 4- w'); la nature des singularités est connue pour chacune
des cases de ce triangle, et la l imi te infér ieure de l'ordre de l'approxi-
mation pour les cases de sa dernière file verticale est m-4" i, ordre
même de l 'approximation.

23. La réunion des triangles B et B' consti tue un carré, dans toutes
les cases duquel figure ainsi la fraction y; le coté de ce carré com-
porte m'+i == (m 4-1) — ^ — © cases, c'est-à-dire un nombre de
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cases égala la différence entre l'ordre de l 'approximation f o u r n i e par
la f rac t ion y et la somme des degrés de ses termes (n° 14"). Les cases
extrêmes d 'une file diagonale sont (î3î,ç), (ns + m\ ^ - ^ m ' y , si l'on
considère une case de cette file, aux cases du carré q u i appar t iennent
aux files vert icale et horizontale l imitées à cette case, correspond une
même l i m i t e infér ieure de l'ordre de l ' approximat ion ; cette l i m i t e in-
férieure croît d^une unité quand on passe d'une case de la diagonale à
la suivante , et varie a insi de ^4-^-4-1 à CT -+- o -+- r + 772'== m -h- ï .

24. Il nous reste à établir que la fraction -,. ne figure pas dans d'an-
tres cases du Tableau que celles de ce carré ; nous avons déjà remarqué
qu'elle ne peut se trouver que dans les cases du champ complémen-
taire relatif à la case (^, y); la démonstration va résulter de cette
propos i t ion a u x i l i a i r e importante :

Si la fraction j- figure dans une case (pa, q^) du champ complémen-

/aire relatif au couple (îï^, o), elle figure dans toutes les cases qui appar-
tiennent à la fois à ce champ complémentaire et au rectangle relatif au
couple {p^, y^)-

Soil (/^, <7,) l ' une de ces cases, on a

^=Pi^P^ p^i ̂ a-

Puisque , par hypothèse, . figure dans la case (^3, y^) , le nombre S^^
est au p lus égal à m -4~ ï. = T]^, et, par suite, l 'une au moins des iné-
galités

^CT,y =^/7,//|î ^pi^i =. ^p-if/i

est assurément vérifiée. Que l 'une ou l'autre de ces inégal i tés soit vé-
rifiée, il résulte i m m é d i a t e m e n t du théorème du n° 18 que , corres-
pond au couple (/^, y/).

25. Cette proposition nous eut évidemment permis de supprimer la
démonstra t ion du n° 22 et partant celle du n° 16; nous ne les avons
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conservées que pour la symétrie de la méthode et pour étudier com-
plètement les singularités. Voici comment on en d é d u i t l 'impossibi-
l i t é pour la fraction y de se retrouver dans des cases du Tableau autres
que celles du carré déterminé précédemment.

Supposons qu'elle figure dans une case autre que celles du carré;
comme la fraction figure alors nécessairement dans toutes les cases du
rectangle commun au rectangle relatif à la case considérée et au
champ complémentaire re la t i f au couple (cï,y), cette f ract ion figure
dans la file horizontale o ou dans la file verticale nr, et cela dans des
cases autres que celles du carré. Or, il n'en peut être a i n s i , car, quand
on passe sur ces files d 'une case on figure « à la case suivante où
figure aussi cette fraction, la l i m i t e in fé r ieure de l'ordre de l 'approxi-
mation croît d'une uni té ; mais, pour les dernières cases de ces files qui.
appar t i ennen t au carré, cette l imite inférieure est égale à l'ordre même
de l 'approximation, et, par suite, y ne peut figurer n i dans l'une ni
dans l 'autre des cases suivantes.

26. Nous pouvons maintenant énoncer cette proposition, qui résume
les résultats de notre étude sur la d i s t r ibu t ion , dans le Tableau, des
fractions de l'ensemble (E) :

Chacune des fractions distinctes qui font partie de F ensemble ( E )
figure dans toutes les cases d'un carré dont le côté comporte un nombre de
cases égal à la différence entre l'ordre de l f cwproxirnation fournie par la
fraction et la somme des degrés de'ses termes ; elle nefî^ure dans aucune
autre case du Tableau.

27. Cette proposition est au fond la seconde de celles que nous
avons annoncées au n0 3, mais nous parviendrons à une forme qui
montre mieux, que nous sommes bien en possession de la généralisa-
tion cherchée, au moyen de la conception géométrique fort s imple
suivante, dont la grande importance apparaîtra d 'ai l leurs dans la se-
conde Partie de notre travail.

Imaginons un second Tableau, calqué sur le premier, mais où ne
soient tracés que les côtés du premier Tableau communs aux cases où
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f igurent deux fractions distinctes. Au centre de chacun des carrés de
différentes grandeurs ainsi obtenus sera écrite la fraction correspon-
dante, en sorte qu ' i l n'y a, dans le nouveau Tableau, que des tractions
dist inctes.

Les centres des différents carrés sont tous situés sur des ensembles
de droites parallèles équidistantes. Considérons celui de ces ensembles
dont les droites sont perpendiculaires à la d iagona le pr inc ipa le du Ta-
bleau. Si deux centres figurent sur une même droite, nous dirons des
fractions correspondantes qu'elles sont également avancées dans le Ta-
b leau ; si deux centres sont sur deux droites différentes, nous dirons
de la fraction qu i correspond au centre situé sur celle des deux
droites qui est la plus éloignée du sommet du Tableau, qu 'el le est
plus avancée dans le Tableau que l 'autre f rac t ion .

A cette déf ini t ion géométrique correspond cette propriété analy-
t ique que, si, partant de celle des droites de l 'ensemble qui est la plus
vois ine du sommet du Tableau avec le n° i , on numérote les droites
successives 2, 3, 4» • -» le numéro de chaque droite est l'ordre de
l'approximation de toutes les fractions du Tableau correspondant à des
centres si tués sur elle. L'ordre de l 'approximation fournie par la frac-
lion . est, en effet, égal à m -+-1, ou, suivant nos notations,

w -I- © 4- m' -h r.

Or pour obtenir le numéro de l 'une des droites, il suffît de considérer
l ' une que lconque des cases ( p , y) qu'elle traverse dans le Tableau pri-
mi t i f et de former le nombre p -+• q -4- i ; la droite sur laquel le se
trouve la fraction » traversant, par déf in i t ion, les cases (î^-i-m', ©)»
(far, îp-4-m') du carré ou figure cette f ract ion, le numéro de cette
droite est bien ^ +• 9 -4- m'+ i.

28. Avec ces conventions, notre proposition peut alors être énoncée
ains i :

II. Si deux /raclions de l'ensemble (E) sont également avancées clans
le Tableau des fractions distinctes, elles donnent la même approximation;
quand on passe d'une fraction du Tableau à une autre plus avancée,
l'approximation va en croissant.
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29. Cette proposition donne lieu à une remarque intéressante, et
dont on verra plus loin l ' importance.

Soit — l 'une quelconque des fractions q u i , dans le Tableau des
fractions d i s t inc te s relatif à la fonct ion y, sont au plus aussi avancées
que la fraction . Désignons par T]^^ l'ordre de l 'approximation qu'elle
fourni t ; on a

'^OTi Ci = "^CTÇlî

et, par suite, des égalités

y == ^ + (.r^?), y= ^1 -4- (^nr.ç,),

on conclut celle-ci
""i^^^
<1> <l>i v /

Elle montre que, au cas où .- est moins avancée que y? c'est-à-dire

au cas ou T]^^ est plus petit que T]^ la fraction .1 est l 'une des frac-

tions du Tableau, des fractions distinctes r e l a t i f à la fonction "p et elle
ligure dans ce Tableau exactement comme dans le Tableau relatif à la
fonct ion j; si T]^^ est égal à r^ç, la f r a c t i o n — e s t encore sûrement

une fraction du. Tableau relatif à la fonction -,, mais il peut alors ar-
river qu'elle soit dans ce Tableau plus avancée que dans le Tableau,
relatif à la fonction y, tout en restant sur la même parallèle à la diago-
nale principale du Tableau.

Ainsi , ta connaissance de la fraction .. du Tableau relatif à la fonc-
tion y entraîne la connaissance de toutes les fract ions de ce Tableau
qui sont moins avancées que - ? et l'on en conclut que :

Un Tableau de fractions rationnelles approchées est entièrement défini
par la connaissance d'une suite illimitée de fractions de plus en plus avan-
cées de ce Tableau.
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V- — Les singularités.

30. Nous d i rons d ' u n e fraction de l'ensemble (E) qu'elle est nor-
male si elle ne fa i t part ie qu 'une seule fois de cet ensemble; dans le
cas con t ra i re , elle sera dite anormale.

\\ résu l te de l 'étude faite an té r i eurement que, si p , q sont respecti-
vement les degrés du numéra teur et du dénominateur d'une fraction
n o r m a l e , le seul couple auquel cette fraction corresponde est le
couple ( p , y), et l'ordre de l 'approximation qu'elle fourn i t est égal à
p 4-. q 4-. ^ ^ Q^ a alors

^ p q '=:=: r •> f^ / / q '=- ° y z pq '=::z 0 ? Â p q :=:- O •

i î é c i p r o q u e m e n t , ces cond i t i ons nécessaires sont aussi suffisantes
pour q u e la fract ion qui correspond au couple (/?, q ) soit nonnale.
Nous a l lons rechercher à que l l e s relat ions entre les coefficients de la
série (j'ai représentey elles correspondent .

3 1. Désignons par A^ le déteriilinant d'ordre q +• T ,
fp..{-i Up • • . M^+.i—y

f'p^r^ C<Y;-)-.I . . . n p^.^^.q

Cip^,^^ Clp.^ej . . . ^/;-+-1

les coeff ic ients q u i f igu ren t dans les q premières lignes sont ceux. des
é q u a t i o n s en / r e l a t i ve s au couple (/?, y).

Si le norribre ̂  est plus grand, que un , c'est que la so lu t ion prin-
c ipa l e s a t i s f a i t à l ' équa t ion

ap+^,.^ /o -+- ctp^q li + . . . -t- c / p ^ i /y == o,

et alors le d é t e r m i n a n t A^y est nul . Réciproquement , si A^== o, toute
so lu t ion des équa t ions en / s a t i s f a i t aussi à l 'équation précédente, et,
par s u i t e , ^y est p l u s grand que u n .

Si le nombre co^ est p lus grand que jxéro, c'est que, dans la solu-
t ion p r i nc ipa l e , /o est n u l l e ; il f a u t pour cela que le dé te rminan t
A^|^,| soit n u l . Réc iproquement , si ce dé t e rminan t est nu l , les équa-
tions admet t en t une so lu t ion où /o est n u l l e ; la première au moins des

Â i t i i . eîel'Kc. Nor/naîe. 3° Sérîc. Tome IX. ^ ")
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inconnues dans la solution principale a la valeur zéro, et par suite o^y
est plus grand que zéro.

Si le nombre x^ est plus grand que zéro, c'est que, pour la solution
principale des équa t ions en /, on a aussi

a. y IQ 4- ^p-i <?i 4-. . - 4- ̂ -r/ Iq -^ <S

et l'on voit qu'alors le dé te rminan t A^,y est nul . Réc iproquement , si
ce déterminant est nul , toute solut ion des équations en / sat isfai t à
l'équation précédente, et par sui te x^y est plus grand que zéro.

Il reste à examiner le nombre À^y. S'il est plus grand que zéro, on a
f = o dans la solut ion principale, et, par suite, le dé te rminan t A^,..,
est nu l ; mais ici la réciproque n'est pas vraie ; ce dé te rminan t peut
être nul sans que , dans la solution principale, lq soit nul le , sans que
par conséquent \q soit plus grand que zéro. Il n'en reste pas m o i n s
vrai que la fraction est encore anormale, puisqu' i l y a une s o l u t i o n
des équations en / où lq est nul le et que, par suite, le dénomina t eu r
de la fraction n'est pas de degré ç; si, dans la solution pr inc ipa le ,
4 est différente de zéro» c'est que l ' u n e des trois autres singulari tés so
présente.

La f rac t ion qui correspond au couple (/?, ( j ) condui t a ins i à la con-
sidération des quat re déterminants A^p A^,.,,^, A^^, A^.,..,,,.(^; pour une
fraction située dans la première file horizontale ou verticale du Ta-
hleau, deux seulement de ces symboles ont un sens; un seul a un sens
si l'on considère la fraction qui est au sommet du Tableau. On s'assure
immédia tement que ces symboles dénués de sens peuvent être consi-
dérés comme des quant i tés différentes de zéro quelconques, les s ingu-
larités auxquelles ils correspondent ne pouvant alors sûrement se
présenter. On peut donc, en toute généralité, dire que, si la fraction
qui correspond au couple (j?, q) est anormale, l 'un au moins des
quatre déterminants considérés est n u l , et réciproquement, si l ' un
des quatre déterminants est nul , la fraction est anormale; donc :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fraction qui corres-
pond au couple (yp, (j)soit normale est que chacun des déterminants

•~-pyî '"-7.Î--1 ,//-"• l? —^,<y—l» ^//"-l^y

soit diffèrent de zéro.
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De cette proposition se conclut immédiatement cette autre :
Pour que le Tableau soit uniquement composé de fractions normales^

il faut et il suffit que tous les déterminants
A;^» (/J»,<7==o, i, 2, 3, , . . )

soient différents de zéro.

32. Un même déterminant se retrouve dans l'étude des singularités
de quatre couples différents; ainsi A^sera à considérer pour les quatre
couples

( p , q ) , ( p 4 - i , < 7 - 4 - i ) , ( / ? , < 7 + i ) » (^-i-^7)-

Supposons nul ce déterminant A^y et voyons quels caractères pré-
sentent les quatre fractions correspondant à ces quatre couples.

Nous écrirons a ins i les équations en l qui correspondent à chacun
d'eux:
( I ) ^o 4-a^i/i-4-. . .-4-a^^ := o, t = p - } - i , . . . . , p-^-q;
( S B ) a^M /o 4" a, li 4-. . . + cti-ci ly+i == o, i = p -4- i , , . .. p -+- q -h i ;

( I II : ) ai lo -1- a^i /, ~h. . . + a^y.^i ^4-1 ̂  o, / = ̂  -h i , . . ., p -4- ^7 4-i ;

(S:V) a,/o -4- cii^ ̂ + . . . -4- a^^^ == o, /: =p 4~ îî, . . ., p 4- ^ -4- f .

Soit m^m^ . . . ,m^ la solution principale du système (I); elle
donne l ieu au système d ' identi tés

(A) a,mo"l- a,-imi4-.. .-+• a^ymy=:o, i =p - ^ r i , ..., /?-4-//•+• i,

dont la dernière est une conséquence de l'hypothèse A^== o.
Si, dans le groupe (II), on subst i tue aux inconnues les valeurs o,

m^ m^ . . . » m^ on obtient les identités (A); on les obtient encore
en substituant, dans le groupe (III), aux inconnues les valeurs m^
m,, . . . 5 m^ o, et encore, sauf la première, en substituant, dans le
groupe (IV), aux inconnues, m^ w,, . . . , W y ; on conclut de là que les
tractions qui correspondent aux quatre couples sont égales.

33. C'est là évidemment un cas particulier du théorème du p° 26;
lors même qu'on a reconnu que pour les couples (p, y), (p 4-1, y +1)
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les f rac t ions sont les mêmes, on peu t affirme*?, en raison du théorème
du n0 24, que cette même fract ion correspond aussi aux couples
( p , q + î) et (/? •+• i, q\ Mais i l est possible d'aller p lus lo in et d'ob-
t e n i r à nouveau le théorème du n° 26. De ce que o, m^, ???,, . . . » m. est
la solution principale du système II, on conclut en effet

c 'J^•+-l,'7-+•l '==- ^/v/'"^ [ f
et, par su i t e ,

^/;'-+-1 ,<7+-1 — '^-pqi r.p^.\ ,(y")-l'"^ "f),(p

et enfin, en app l iquan t la propos i t ion du n0 14,

V/;+i,y+i =: v/^/ — ^ •

Cette égalité montre que, si ̂  est au moins égal à trois, '̂ 4.1, y . , est
plus grand que un , et, par suite, la même fraction qui f igure dans les
cases (p, y) et (p4- :i, q -4- î ) se retrouve dans la case Çp -h 2, y -+- 2 ) ;
si ^^ est au moins égal à qua t re , la fraction se retrouve (in outre dans
la case (p -+- 3, q -+- 3), et a ins i de su i t e . Si donc, revenant aux nota-
t ions déjà employées (n° !7), on a une fract ion y pour l aque l le

^ ̂  Q ,-.j._ /n,' ̂  /)^

comme alors
^TTT, ç == //^ + ï ,

la fraction figurera dans les cases

(7.7,9), (OT 4- 1,0+1), ( T O r + a , 9-^-2), . . . , (W4"-^9 4-//z. ' ) ,

et, par la proposition du n^î, la démonstrat ion du théorème s'achève
aisément. Cette méthode est, comme on voit, peut-être un peu. plus
simple que celle-là même que nous avons employée; elle ne fa i t pas
connaître aussi complètement la var ia t ion des singularités.

34. Des différentes propositions qui précèdent, on conclut aisément
que la. condition 'nécessaire et suff isante pour qu 'une même f rac t ion
corresponde: aux couples (^, y) et ( p "4- î , q -+- î) est que le détermi-
nant A^,y soit nul.
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Pour qu'une même fraction figure dans toutes les cases d'un carré
donné, a priori, et ayant pour cases aux sommets les cases

(ï>7, (p), (CT 4- ni'\ o), (CT, o 4" m'), (c7 4- rn1, o 4- ̂ /),

il faut et il suffit , en ver tu (lu théorème du n° 24, qu'elle f îgure dans
toutes les cases en diagonale

(7î7,9), (?î7 4"i, 3-4-1) , (^4-2,04- ^), ..., ( m - r / n 1 , ^ - r - m 1 } ;

et, pour cela, il faut et i l suffit que tous les d é t e r m i n a n t s

^OT,:?"» ^TTT-t-l, Ç4-1 • • • î ACT+/// '— 1, ;p-l" ///,'--• 1

soient n u l s .
De cet te proposi t ion résulte la possibilité de former u n e fonction y

(e l l e que les fractions rat ionnel les approchées a ien t , dans le Tableau
correspondant , telle disposi t ion donnée, a priori, que l'on voudra, dès
qu'el le satisfait an théorème général du. n° 26; nous ne d i scu te rons
pas davantage ici cette ques t ion .

35. Le d é t e r m i n a n t A^ appa r t i en t à une classe de dé te rminants q u i
s(1 r encont ren t f réquemment : ce sont des déterminants où. tou tes les
files d ^ é l é m e n t s parallèles à l ' u n e des d iagonales sont formées chacune
d'éléments é^aux. M. K.ronecker( 1) , en quelques pages où l'on trouvera
aussi les poin ts les p l u s i m p o r t a n t s de la Bibl iographie ( 2 ) relative
a ces d é t e r m i n a n t s , a montré à que l le ques t ion générale se ratta-
chent toutes celles où de semblables d é t e r m i n a n t s ont été rencontrés.

( 1) Âiis'zu^ fins eutcrn Briefe de^ Herra Kro/iedwr an E, Sclierifîg (Gôtt. 'Nficii ric/i t c i i y
p. •>.7i-9.79; i 8Ki ) .

(r) JACOBÎ, Journal de Crclle, t. 1^; i835; t. 30; r845. — CAYLIÎY, Journal de Lieu-
cille, L XI; iK46.—,)o.vcinMSTilAL, Journal de Crellc, t . 48; i854.
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SECONDE PARTIE.
LES FRACTIONS CONTINUES SIMPLES.

I. — Préliminaires.

36. Cette seconde Partie est consacrée à l 'é tude des rapports qu i
exis tent entre la théorie de l 'approximation par des fract ions ration-
nelles et la théorie des fractions continues, rapports qu i ont été, en
premier l ieu, remarqués par Lagrange.

La première tentative faite pour représenter par une f rac t ion con-
t inue une fonct ion d'une variable est due à Euler ( 1 ) ; jusqu 'à lu i , les
fractions cont inues étaient en t iè rement demeurées dans le domaine de
la Théorie des nombres. Le problème qu ' i l se propose et résout est
d'obtenir une fraction cont inue telle que ses rédui tes successives
soient respectivement les polynômes obtenus en l imi tant une série à
ses différents termes successifs. Il considère, en part icul ier , le cas
d'une série procédant suivant les puissances entières .positives et
croissantes d'une variable oc", la fraction cont inue qu ' i l obtient a alors
la forme

a -h jl>

où a désigne une constante, et Jl, une fraction con t inue où tous les
numérateurs partiels sont des monômes du premier degré, et tous les
dénominateurs des binômes du premier degré. Il n'y avait évidemment
pas lieu de rechercher l'ordre de l'approximation fournie par les di-
verses réduites, et la nature même du problème qu'il s'était proposé
conduisait Euler à la seule des fractions continues correspondant à la
fonction qui pût lui cacher la véritable nature de ces expressions.

Apres Euler, Lambert (2) doit être cité comme ayant donné un déve-

( 1 ) EUIJËR, Introductio in Analysm Infinitorum., t. ï, §§368-373.
(2) LAMBERT, Beïtr'à^ezum Gebrauche der Mctthcrnauk uncL deren Anwendwg^ t. II,

(i-e parLie {Terwandiun^ der K ruche} \ 1770. On trouve encore (§ â2) dans ce Mémoire
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loppement en fraction con t inue de quelques fonctions. On sait la
belle application qu'il en a faite pour démontrer l ' incommensurabi l i té
de e et de T:; mais, restant é trol tement attaché à la Théorie des nom-
bres, i l ne fait a b s o l u m e n t aucune remarque sur la nature des rédui tes
de ses fractions. Celles-ci, obtenues d 'a i l leurs par la méthode fort pé-
n i b l e des d iv i s ions successives, se présentent avec des é léments frac-
t ionna i r e s ; Lagrang'e les devait b ien tô t retrouver sous la forme la plus
convenable pour nous.

L 'éminent géomètre a consacré à la théorie des fractions con t inues
d e u x Mémoires . Le premier, ajouté en Note à l'Algèbre d'Euler, a t r a i t
aux fract ions cont inues simples q u i se sont offertes tout d'abord en
A r i t h m é t i q u e ; c'est assurément une de ses plus belles œuvres didac-
t iques . Le second Mémoire (1) seul se rapporte à ce q u i nous occupe
ici . Il y est exposé une méthode générale qui permet d 'obtenir u n
développement en fraction cont inue de l ' intégrale d ' une équat ion d i f -
férentiel le que lconque à une seule variable indépendante , puis la mé-
ihode est app l iquée à quelques exemples par t icul iers . La forme des
développements obtenus doit par t icu l iè rement être remarquée. Le
premier d 'entre eux est relatif à (i + xY\ d'ou ceux de l o g ( ï - h - r )
et (^ se d é d u i s e n t comme cas l imi tes , et l'on a

|<T/ i -4— y \ T y
îàl^:l = _.___, e- == i 4- —.m x loû'f i -(- x}

( i + x ) m = i -1" -7T- ' -,-..ïl.v-:̂ --̂
X X Itt)

^I+ _
'uî), 'ijî/, ^i/' désignant des fractions continues où tous les numéra teurs
partiels sont des monômes du premier degré, et tous les dénominateurs
partiels l 'un i té . Appl iquan t ensui te à ces différents développements
une transformation fort simple, ils s 'obtiennent chacun sous deux

cello remarque que la série au moyen de laquelle la fraction continue a été obtenue peut
être divergente et la fraction convergente; elle est énoncée sous cette forme : « Wir haben
deinnach hierdurch eîn Mittel den Werth unendiicher Reihen auch fur diûjenigen F'cille zu
finden, wo die Keihen seibst divergirend werdcn. »

( l) Sur l'amie dG^f fractions contilUtes dans le Calcul intégral ( Noia'caïu.' Me/noire.1;
de l^cadênue royale clés Sciences et Bcllcf:'Lettres de Berlin, année 1776. — OElwrcs cîe
Lagrûngey t. ÎV, p. 3oï-33*A).
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formes nouvelles :

m ( m , - ~ - ï ) , ^ _^

o.^,)//^,+,,,+Zl4l̂ , l̂ î ^ l̂;, ,̂ ,+..+ ,̂
/M.P l o f f f f + . r ) i „ , • ' • » " .(, - .,,.. _-,., + ̂  , -' -^——, = ——————^- , .- = i 4- ̂  ,

,r î . r?
l 4- - 4- ^-r

^ <.!

8, 3^ , 3', ©p ^ et [3] dés ignent des f ract ions cont inaes ou tous
les nuinérate l i rs par t ie ls sont des monômes du second degré; les dé-
nomina t eu r s par t ie l s sont des binômes du premier degré, sauf pour [£J
où i ls sont tous é^'aux à un .

Après avoirencore donné les déve loppements de tani^r, de arc tau^-r
et quelques autres, q u i , pour la forme générale, ne di i ïèrent pas des
précédents, l ' i l l u s t r e géomètre cherche (n0 19') à réduire ces frac"

' t i e n s en fractions ord ina i res , a ce qui donnera l i e u , d i t - i l , a des
conséquences impor tan tes sur la n a t u r e de ces mêmes fract ions )?. Ces
conséquences sont que le déve loppement en série e n t i è r e de chacune
des réduites comcide avec celui de la fonct ion , « j u squ ' à la puissance
de x i n c l u s i v e m e n t qui est la somme des deux p lus l iantes puissances
de x d a n s le numérateur et dans le dénomina teur ) » . C'est sur cette con-
c lus ion , qui é t a b l i t complè tement le lien e n t r e les deux théories, que
se te rmine le Mémoire.

Depuis Lagrange, d'autres développements de f o n c t i o n s particu-
lières ont été obtenus, parmi lesquels il f au t citer le développement
célèbre de Gauss, relatif au, quo t i en t de deux séries hypergéométri-
ques; mais aucun type de fraction, d i f fé ren t de ceux que nous avons
cités, n'a été présenté. Tous les développements auxquels on a eu
affaire, dans le cas, q u i seul nous occupe, de x in f in iment peti t , ap-
part iennent à l 'un des types précédents, ou s'y ramènent de suite en
prenant pour variable une puissance ent ière de ' x .

37. Quelle est donc leur na tu re?
On observe tou t d'abord que chacun d'eux of f re de singulières irré-

gular i tés à son début.
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Si l'on s'en tient à la partie régulière, on trouve quatre formes
différentes que nous avons désignées respectivement par Jlo, i^, a et,
| 3J, à savoir :
^ - = . ^ a x - } ~ — — — — — ° ^ — — — ^ ^i4__-^L

, p ̂  (3 .yi -+- b x • \- ————l————— i 4- .——r-———
y ̂ ' y j"

i -(- c.r 4- —'—— i -h —'-——••-
I -h. . X -4-. .

^ := . 4~ a^- —————^————— rs-1 - i 4- __^_-, p^3 L -J- t^ p^,
1-4-^4-———— r-——————- i4-——•-————,

y.z" y œ"
i 4- c;r •h ———— i 4- —'——— 'i4-.. 1 4 - - . ^

" • î " • î

a, p, -y» ..., a, A, c, ... désignant des constantes.
Sont-ce donc là ef Ïec t ivement les seules formes qu'il y ait l ieu de

considérer , et, pour une fonction que lconque , peuvent-elles toutes
quatre être obtenues? Peut-on, par exemple, trouver pour -^^+^-)

un déve loppement a y a n t la forme [s]? Aujourd 'hu i encore, la forme
zU (FEuler n'est pas considérée comme pouvant donner des fonctions
r a t i o n n e l l e s véritables approchées d 'une fonction; dans son exposi t ion
de la théorie des fractions cont inues , Heine ne la men t ionne pas : i l ne
considère comme générale que la forme ^ ( ') , et les formes e et [c]
ne s'y rencontrent q u e dans des cas part iculiers .

En second l i e u , pour une fonc t ion donnée , combien y a-t-il de frac-
t ions ayant une forme donnée; pour - o r ^ ^ — ^ / - , par exemple , nous
avons m e n t i o n n é deux fract ions ayant la forme 3; en existe-t-il encore
d'autres ayan t la même forme?

Telles sont les p lus importantes des quest ions qui se posent immé-
d i a t e m e n t .

38, Dans ce qui su i t , nous a l lons mont re r :
Que les i r régular i tés qui s'observent aux débuts des développe-

ments donnés sont, en réalité, soumises à une loi fort s imple;

(1 ) HEINE, ï-letiidbuch dcr Ku^elfuncUoncii, L. I, p. %66 et suiv.; 1878. — A vrai dire, dans
l'unique forme que Fauteur considère comme générale, les numérateurs partiels sont des
fonctions entières et les dénominateurs partiels sont égaux à l'unité (§ 66); mais, le cits
spécial où cette forme so réduit à la forme i)̂  mis à part, il serait peut-être fort difficile
de citer un seul exemple d'une fraction continue de cette forme.

Anit. clé l'Kc. Norînfth'. 3e Série. Tornc IX. ? .0
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Que, dans le cas général, trois types de fractions régulières, ^», ̂ , e,
et trois seulement, sont à considérer;

Que la forme [a] n'est qu 'un cas d'exception et doi t être regardée
comme rentrant dans le type général ©, un développement de cette
forme [a] étant ainsi, en général, impossible à obteni r ; c'est l 'exemple
le plus simple de fractions continues régulières exceptionnelles, en
nombre i l l imi té , offrant des types ent ièrement nouveaux.;

Que, dans le cas général, il existe une infini té de développements
de chacune des formes JL, oib, ©, et aucun des autres formes, la forme
^ d'Euler donnant comme les autres des fractions ra t ionnel les appro-
chées véritables, et non pas seulement de simples polynômes.

Enfin, tous ces résultats seront obtenus comme cas particuliers de la
méthode générale à employer pour obtenir, pour une fonction en-
tièrement quelconque, tous les développements en fraction cont inue,
non plus régul ière , mais assujettie seulement à être ce que nous
appellerons simple. Nous entendons par là une fraction où les numé-
rateurs partiels sont des monômes de degré entier positif, et les déno-
minateurs partiels des polynômes également de degré quelconque,
ayant un terme constant différent de zéro. L'étude de la convergence
de ces fractions nous conduira à quelques résultats intéressants.

II. — Sur la définition des fractions continues ; fractions continues
simples et régulières.

39. A l'exemple de quelques auteurs, nous in t rodui rons pour l'écri-
ture d'une fraction continue, les nouveaux symboles -4- e t — définis
par les formules

a - _ a a a
"y" i C "— "";——~—~ î "f ""-— C •—- " 7 " 1 " *
b b -h c b b — c

Pour la régularité des notations et du langage, nous devons distin-
guer deux formes de fractions continues, à savoir :

(1)

• ( I ï )

,a2 • as • a,r^ •^ ^- — 4- -J -4- —-+- . . . ,
a^ a^ a^

"i-t-0^0^,,..
ûi Cfi (S(,i
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Nous les dirons être respectivement de la première et de la deuxième
forme. Nous nous exprimerons, quand il n'y aura pas lieu de distin-
guer celle des deux formes dont il s'agit, comme si nous ne parlions
que de l 'une d'entre elles; mais les formules, si elles ne sont pas
iden t iques pour l 'un et l'autre cas, seront écrites pour chacun d'eux ;
celles qui se rapportent à la première forme é tant désignées par ( I ) ,
celles qui se rappor tent à la deuxième forme par (11).

Nous appellerons fractions continues partielles de la fraction conti-
nue les fractions cont inues l imi tées

, » , GC.) <%9 • ff.'ïi l ) ai, <-?, -4--—? a^ 4 " — - 4 - — , ...,
aï 03 a^

ai ai • a^ ff.i • a<2 • a.-î
(11) —î — 4- —•> — 4- — 4~ — •> • • • •ai a^ a 2 a^ a^ a^

Si, par un calcul purement formel, nous réduisons chacune d'elles
à la forme d ' un quo t i en t de deux polynômes ent iers relativement aux
lettres a et a, elles deviennent respect ivement les fract ions

Oi II a IL,^, ...,

que l'on n o m m e les réduites de la fraction cont inue . La réduite — cor-
respond à la fraction cont inue part ie l le terminée par le quotient in-
complet a^

La règle dite loi de formation des réduites s 'exprime par les for-
mules

a, U^s -+- ^1 U,-i := U,, ) . _ -
_ ,. „, ' { t — u ) 4» ^ — • ;»

a,V^2+^V/.-i==V,, )

qu i permet tent de former successivement les polynômes des suites U i ,
LL, U3, ..., V\, ¥3, ¥3, ..., en par tan t des deux premiers de chacune
d'elles,

^ Ui=,ûr.i, U^a^a^+y^
( V^i, \^=a^( I )

( I I )
^ (Ji=='ai, \]^'=.<x\€t^
\ Vi=rai, Vii= ai 02+«2.
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De ces formules se déduit la suivante :

(I) U.V^-U^iV^C"-"^ ^^...a^i,

(II) ÏJ,V^ - U,^V, = (-1)^ a, a,. .. a,̂ ,

applicable pour toutes les valeurs entières positives de i, et celle-ci :

/n ^ ^P — . ( '—O^1^^.--^^ (—iV^2^^...^,^ (--ry/asa,...^(1 ) ^- — — _. + ————.———————— 4- — — — — — — . . — — +...+ — — — . — — ,
' 7 ' p r p T / î -41 T p-i-i T /»-+â ' y - l • 'y

nn 1^ —, Ej0 —_ (—i)7'4"1^!^5?" '^/^i __ Izil}̂ !̂̂ 3:: •J^t2.-^ _("'~'I)la1aâ• " "a<7
v • ' V v — ' v v v v — ~ " ' * " --•l-l•---y-l--•vl— — •>• y ' p ' p ' / j t - i ' / ^ +-1 '• //+-2 T y • i • <i

applicable pour toutes les valeurs entières positives de p et y, q é tant
plus grand que p.

40. Une fraction continue l imitée est une expression algébrique
élémentaire; pour un système de valeurs des le t t res a et a, elle a une
valeur numérique ou est dénuée de sens suivant que les opérations
indiquées sont possibles ou ne le sont pas. Si elle a une valeur n u m é -
rique, la dernière réduite calculée par la loi de formation des rédui tes
a aussi une valeur numér ique , et ces deux valeurs numériques sont
égales; mais la réciproque n'est pas vraie. Par exemple, la dernière
réduite de la fraction

i • i i
r i ï

est égale à zéro, tandis que cette fraction est dénuée de sens.
C'est donc faire une convention arbitraire que de compléter la dé-

finition de la valeur d'une fract ion cont inue l imitée, en la considérant
comme toujours égale à la valeur de sa dernière réduite. Ce complé-
ment de définition se justifie par la considération de fractions où les
quantités a et a sont des fonctions de variables x , y , z, ..., Soit .r^,
Yo, ZQ, ... un système de valeurs de ces variables pour lequel la frac-
tion n'ait pas de sens, mais tel que pour chacun des points d 'un cer-
tain champ de ^o»Jo» ^o» • - • elle en ait un. Pour ces points, la frac-
tion continue est égale à sa dernière réduite. Si, dans ce champ, cette
réduite est continue, sa valeur au point x^ y^ s^ ... est la limite de
ses valeurs successives quand x, y, s, ... tendent respectivement vers
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.TO» Yo» ^o' • • • sans sortir du champ considéré. A t t r i b u e r , par consé-
quent , en ;TO, jo, ^o, ..., à la fract ion c o n t i n u e , la valeur que prend en
ce p o i n t la rédui te , c'est compléter la d é f i n i t i o n de man iè re a o b t e n i r
une fonction con t inue .

De même, si l'on s'en t ient à l 'analogie avec les séries, on doi t dé-
f in i r la valeur d ' u n e fraction cont inue i l l i m i t é e comme la l imi t e , sup-
posée d ' a i l l eu r s exister, de la su i t e formée par les valeurs de ses f rac-
t ions par t ie l les successives. Si cette suite a une l i m i t e , la sui te formée
par les rédui tes en a une également , et les deux l imi tes sont égales.
Mais la sui te des réduites peut être convergente sans que l'autre le
soit. Par exemple, la suite des fract ions part iel les de la fract ion con-
t inue

ï • r i • ï i -ï „- ^ _^ _ _ - 4- - __ .-. „-}-...
1 I I ï T

est divergente pu i sque celles de ces fractions qui sont terminées par
les quo t i en t s incomple t s de rang 4» ^î» 3, ... n 'ont aucun sens. La su i te
des réduites, au contraire, est convergente.

Des formules

U^i, U^o, (--i)^U^+U^=[J, ) ,,
V^ r, V^ ï, (- i)-\W.h V^= V, \ [ l^ 6Ï -b V Ï T > • • ) ï

on dédui t , en effet, pour i impa i r ,

U ̂ 2 ̂ - U ̂ {-i -, \ t'-î ~'=- ̂  i+1 »

en sorte que, pour établir la convergence, i l suffit de le faire pour la
suite formée par les réduites de rang impair . Or, pour i impai r , on a,
en vertu des formules précédentes,

IL^--U^=U,, ( .
V^V^vJ (-3,7,9....).

Ces réduites de rang impair sont donc celles de la fraction cont i inif î

Ï • I • I • I •l ̂ . ^ ^_ ..... -+- - 4- - -4-. . .,
2 ï I I

et forment, comme on sait, une suite convergente»
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Ici encore, il est facile de montrer , en supposant les éléments de la
fraction cont inue fonctions de variables oc, y, z, ..., l'avantage qu' i l
y a à compléter la déf ini t ion en considérant la fraction continue
comme toujours égale à la l imi te , supposée exister, de la suite des
réduites. Supposons que, pour les valeurs ;z*n,j(p - S o , . . . des variables,
une inf in i té de fract ions par t ie l les soient dénuées de sens, tandis que ,
au contraire, pour tous les autres po in ts d 'un certain champ de «T(),
y<i, So, ... toutes celles d'entre elles dont le rang surpasse un nombre
déterminé en aient u n ; si, dans ce d o m a i n e , la sui te des rédui tes est
uniformément convergente, et si toutes les rédui tes , à par t i r d'un
rang déterminé, sont des fonctions con t inues de x, y , s, ..., la l i m i t e
de cette suite est également une fonct ion c o n t i n u e de ces variables.
Donc, a t t r ibuer en x ^ , y ^ , ^o, ... à la fraction c o n t i n u e , pour valeur
numérique, la l i m i t e de la sui te des rédui tes , c'est encore compléter
la déf ini t ion de manière à obtenir une fonc t ion c o n t i n u e .

Nous avons affaire , dans ce qu i sui t , à des fractions cont inues où
les quantités a et a sont des fonct ions d 'une variable «r; nous adopte-
rons donc, comme déf in i t ion de la valeur de la f r ac t ion , celle q u i ré-
sulte de la considération de la suite des réduites. Les fract ions conti-
nues partielles ne jouen t plus des lors aucun rôle, et une fraction
cont inue n'est plus à considérer que comme un algorithme commode
pour figurer une loi de formation de, deux suites de polynômes.

41. Si les éléments d 'une fraction con t inue sont des polynômes
entiers en x , ses réduites sont des fractions ra t ionnel les , irréduc-
tibles ou égales à certaines fractions ra t ionne l les irréductibles.

Réciproquement, étant donnée une sui te de fractions rationnelles
irréductibles

u, 14 u,
v^ v7 v7 • " " '

telles que les expressions

Ui, Vi, U/V^-U^V,, ( /= i ,^3, ...),

soient différentes clé zéro, on peut toujours former une fraction con-
t inue ayant pour éléments des polynômes entiers en x et don t les ré-
duites successives soient respectivement égales à ces fractions. I l
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résulte, en effet, des formules du n0 39 que, é t a n t données les deux
suites de quan t i t é s

Ui, U,, "U,, . . . ; V,, ¥„ V,, ...,

il y a, si V^ est égale à i, une f rac t ion con t inue de la première forme,
et une seule, telle que ces suites soient celles formées respectivement
par les numérateurs e tpar lesdénomina teursdes rédu i tes - success ives ;
les éléments de cette fraction sont donnés par les formules suivantes,
où Vi doit être supposé égal à l ' u n i t é :

, , Uf U,V,-U,Vi IJ,,,V/-U/V,.., )<2i =--; ^ , a^ — — - - . _ ^ ^ , a, :::-: — F-——„———j-,——^— , l
1 V i \ i l.!/.. 2 ^ / - l — L / - i ^-.2 ( ,. ,, / .

( . - V .- ^-^ ( ( ( = " • 1 "> '^ (:/.2—.- ^ 2 , ( l i — ,,„- - .,. — - , ^
U/-2 V /„! —Li^ i V /.-s

De même, les deux suites données dé terminent une fraction con t inue
de la seconde forme et une seule; ses éléments sont donnés par les
f o r m u l e s

[^....u ^-EI^-J^J, „.--. ^-L^r^^- i„ l^1^ ^-~ u, ï c î /- - Tî.-^.-.-i^v1,:^ f , . ,^
( II ) < • ( / :::::.. o, .<, ;»,• / ; ,, u, ij,^v,-[j/v^, r-

f f i=V^ a.^^ , ^,= ,,—.7———.-,—.•F-—? 1
l SJl U/-2 V t~l "~ ^ / - l v /•-2 •

On voi t que, en général, les é léments de ces f r ac t ions cont inues
sont des fract ions ra t ionne l l e s . Mais on peut é v i d e m m e n t , sans altérer
la valeur des rédui tes , m u l t i p l i e r les é léments de la fract ion cont 'miKï
par des polynômes tels qu 'on la transforme en une a u t r e où t o u s les
éléments soient des polynômes ent iers en x. Le numéra teur et le dé-
nomina teur d 'une rédui te q u e l c o n q u e sont encore des polynômes en-
tiers en x^ mais qui ne sont plus nécessairement premiers entre eux .
Les réduites de cette nouve l l e fraction c o n t i n u e sont respectivemeni
égales aux fractions ra t ionnel les i r r éduc t ib l e s données.

Le problème de la recherche d 'une f rac t ion c o n t i n u e , ( lon t les élé-
ments soient des polynômes entiers en x et dont les rédui tes soient
égales à des fractions rat ionnel les i r réduct ibles données, admet ainsi
une i n f i n i t é de solut ions . Mais, parmi ces fractions cont inues , nous
allons ne considérer qu 'un groupe impor tan t formé par celles que
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nous nommerons 1 es /'raclions continues simples, et pour lesquelles le
problème ne peu t p lus adme t t r e qu ' une seule solution.

42. Une fraction con t inue sera d'île simple si les numérateurs par-
tiels sont des monômes entiers en x dont le coefficient et le degré
sont dif férents de zéro, sauf pour a, q u i doi t être une constante diffé-
rente de zéro, et si, en outre, les dénominateurs par t ie ls sont des po-
lynômes ent iers en x avan t un terme constant d i f fé ren t de zéro.m «•

De cette dé f in i t i on découlent i m m é d i a t e m e n t deux conséquences
qu i sont le f o n d e m e n t de tou tes les propriétés des fractions con t inues
simples.

La première est que tous les numéra teu r s et dénomina teurs des
rédui tes d 'une f rac t ion c o n t i n u e s i m p l e ont un terme constant diffé-
rent de zéro. Les q u a n t i t é s o^ s ' a n n u l e n t , en effet, s a u f a ^ pour.y== o,
tandis que les q u a n t i t é s a^ se réduisent chacune à une cons tan te d i f fé -
rente de zéro; on voi t alors, par les fo rmules qu i expr imen t la loi de
formation des rédu i t es (n° 39), que, si U/_i et V^ ont chacun un
terme cons tan t différent de zéro, U^ et V/ en ont également un . Or les
polynômes U » , V,, IL, V^ en ont c h a c u n u n , donc auss i les polynômes
U / e t V , . ' " ^

La seconde conséquence est que, pour une fract ion cont inue s imple ,
les quan t i t é s U^-V^ i ~ U/ .+ ,Y^ se r édu i sen t chacune à un monôme en-
tier en x, ayant un coefficient d i f f é ren t de zéro, et un degré q u i croît
quand i augmente.

43. De ces proprié tés se d é d u i t d'abord l ' i r r éduc t i b i l i t é des réduites
d 'une f rac t ion c o n t i n u e s imp le ; d 'un côté, en effet, les polynômes U/
et V^ ne sont n i l ' un , ni l ' aut re d i v i s i b l e s par x\ de l 'autre, i ls ne peu-
vent avoir d'autre facteur commun q u ' u n e certaine puissance de x :
donc ils sont premiers entre eux .

En second l i eu , les rédui tes d 'une fraction c o n t i n u e simple sont
toutes différentes entre elles. Cela résulte des deux dernières forrnule&
du n° 39; si, en effet, les rédui tes — e t— 7 é ta ient iden t iques , le pré-

v P ' < 7
rnier membre de l 'une ou de l 'autre de ces formules serait iden t ique-
ment nul. Or, en raison de la nature des quan t i t é s U/V^, — U^V/,
le second membre est évidemment le p rodu i t d 'une certaine puissance
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de ;r par une quant i té qui , pour x= o, est cont inue et différente de
zéro; pour une valeur de x très voisine de zéro, ce second membre est
donc d i f férent de zéro; il n'est pas i d e n t i q u e m e n t nu l , et l'impossi-
bi l i té est manifeste. Ainsi :

Les réduites (V une fraction continue simple sont des fractions ration-
nelles irréductibles toutes différentes entre elles.

Remarquons encore que la différence —/ — — est i n f i n i m e n t petite
' f ' //

en même temps que x, et que son ordre in f in i tés imal croît en même
temps que l ' en t i e r posit if /? plus petit que q.

44. I l résulte du théorème précédent qu'il ne peut y avoir qu 'une
seule f rac t ion c o n t i n u e s i m p l e , telle que ses rédui tes successives
soient respectivement égales à des fractions ra t ionnel les i rréductibles
données

Ui Ua II,
—— -, -_— î Y — ï
\ 1 \ 2 V a

les suites
Ui, •I]',, [Ja, ...; Y^ V,, ¥3,

sont, en effet , celles que doivent alors former respectivement les nu-
mérateurs e l les dénomina teurs des rédui tes successives. Mais il est
évident qu 'une fraction con t inue simple, soit de la première forme,
soit de la seconde forme, ne correspondra à ces deux suites que si les
polynômes qui les composent satisfont à certaines condi t ions . Ces con-
d i t ions sont faciles a déterminer.

D'après ce qu i précède, les polynômes U et V devront avoir chacun
un terme constant différent de zéro, et chacune des q u a n t i t é s

u.v^-u^v,
devra se réduire à un monôme entier en .r, ayant u n coeff icient diffé-
rent de zéro, et un exposant qui croît quand i augmente- De plus,
év idemment , les polynômes U i , Us, V,, V^ devront être tels que les
q n a n t i tés

( ï ) a\-> ^y ^2».

(t!) <%i, (^i, a^, ^2
An.n. de l'Èc. Normale. 39 Série. Tome IX. S - 7
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p r e n n e n t respect ivement les formes qu'el les son t a s su je t t i e s à avoir
dans une fraction c o n t i n u e simple.

Ces cond i t ions nécessaires sont suff isantes . Si elles sont rempl ies ,
o^ se rédui t , en ef fe t /quand /' est p lus grand q u e i , à un monôme
ent ier en x dont le coefficient et le degré sont d i f férents de zéro; mais,
en outre , a^ est b ien un polynôme entier en x a y a n t un terme c o n s t a n t
d i f fé ren t de zéro, car c'est le q u o t i e n t du p o l y n ô m e IJ/^Y/--l-^V/.--.2
par le monôme U/^V^i — U/^ V/_^, et, en ver tu de la re la t ion

a/U^-t- o/ll^i = IJ/,

i l ne s ' annule n i ne dev ien t i n f i n i pour x -=. o.

45. Nous sommes convenus de regarder u n e f r a c t i o n con t inue
comme convergente, quand la sui te de ses r é d u i t e s est convergente; la
l i m i t e de cette s u i t e ^ e s t alors la va leu r de la f ract ion c o n t i n u e (n° 40).
Dans le cas ou l'on a a f f a i r e à une fraction c o n t i n u e s i m p l e , i l est aisé
de pénétrer davantage la n a t u r e de cette l i m i t e .

Remarquons d'abord que l 'on peut tou jours supposer , dans les poly-
nômes

( i )
(11,1

a.^ o;,, a,, . . . »

r/i, a^ a.^ ...,

le terme cons tant rendu égal à l ' un i té ; dans une f r a c t i o n c o n t i n u e de
la première forme, on rendra aussi le terme constant de ^ égal à
l ' u n i t é , en d i v i s a n t la f ract ion par une q u a n t i t é constante convenable .
Quand tous les termes constants des polynômes a ont a i n s i été r endus
égaux à l ' u n i t é , ceux des polynômes U et V sont aussi égaux à l ' u n i t é ;
dansée qui suit , nous supposerons q u ' i l en est a i n s i .

Par la fo rmule

/ r . !^-^ v? ^ (-O^a,,^...;^ (-\Y^^^..^^ f-î)^a,...^,{ l ) ; _ .̂ ^^———_ ̂  _——————_ .̂ ^ ——__.___.„„„/,

(! ' P ' P ' P+l T fH-i v P-+Î \ y,.-.i V ,,

( il ) !L? ̂  ̂  _ [=JLl̂ i?ĵ :_f̂  _ LriL^JîL :̂ ̂ ^i _ LL̂ Î  • " " ̂ /
V<7 ^p V/^Vp+i V^-nV'/;-+-2 " * * ^,^-^^——-...,

l 'étude de la convergence de la su i te des rédu i tes est ramenée a celle
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de la série i l l i m i t é e :

/ , . (— iV^g^a;}. . .a;,-M ( — 1 )p+"2 a. a;,... a^o (— i )^4-3 a, a;;. . .0^.3^.lj ——————————4-——————^^——————-4-.————_——^——————-
' P ' /-'•+• 1 ' P-t-i ' ^+-2 T ^•+-"2 T P+-3

^ /m ( ' — i V ^ a ï a a - • -^-M (--iV^a, as. . . a^+o (— i)^^, a.. . . a^
f ^lj^ """———vr-iT————~~——v—v————~——v—v————"

P P-+-Ï- ' P-+-i • /•'+-2 • p-^-î ' />'^ 3

Les nuinéra teurs des termes de cette série sont des monômes entiers
dont les exposants vont en croissant q u a n d on passe d 'une fraction à
la su ivan te ; ce sont des termes consécutifs de la série ent ière :

j ( I ) oCâ— ^y^~}-y^y^y^— . . . • + • ( — 1)^203. . .a/,,-t-. ..,
i ( I I ) — a i aa-t- c e ^ a ^ y . ' ^ — a i 0 ^ 0 3 0 ^ 4 - . . . — ( — 1 ) ^ 0 1 ^ 2 . .. a/;+....

Soit ( C) le cercle de convergence de cette série.
Cons idé rons un ensemble (H) de po in t s du plan tels q u e , pour

chacun d'eux et pour toutes les valeurs de l ' en t i e r / supér ieures à un
nombre pos i t i f fixe A, on a i t

n < | V/ [ < N,
//, et N dé s ignan t deux nombres posit ifs fixes. Pour chacun des po in t s
de l 'ensemble (H), la série (S), ou l 'on suppose p plus grand que A,
et la série^S') sont convergentes et divergentes en même temps. La
fraction c o n t i n u e converge donc en tous les po in t s de l ' ensemble (H)
qu i sont in t é r i eu r s an cercle (C), elle diverge en tous les points de
cet ensemble qui sont extérieurs au cercle ( C ) . En raison de cette
proprié té , nous nommerons le cercle (G) cercle de convergence de la
fï action continue simple.

4(3. D'après cela, une fraction c o n t i n u e s imp le ne converge pas
nécessairement en tous les p o i n t s intér ieurs à son cercle de conver-
gence; toutefois elle ne saurait être divergente en un tel po in t que
s'il donne l ieu à la circonstance s u i v a n t e : on doi t pouvoir , avec des
termes de la sui te i l l i m i t é e
( î ) |V i (^ ) | . \^^)\. 1^(^)|, .
former une seconde sui te , i l l i m i t é e également,

(2 ) | VK^) |. V^y(^) , 1 Vl^fcW ,

i\j, k, ... étant des entiers positifs, qui a i t zéro pour l i roi te .
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D'abord, cette circonstance se présente si la sui te (i) renferme un
nombre i l l i m i t é de termes nu ls ; i l est évident qu'alors la fraction con-
t i n u e est divergente, p u i s q u e ses rédui tes sont I r réduc t ib les . Suppo-
sons donc ce cas exclu.

Suppr imons de la sui te (i) tous les ternies nuls , et soit

( C ) ^ l î ^25 S:}? • • •

une su i t e i l l i m i t é e de nombres posi t i fs décroissants , q u i a i t zéro pour
l imi te . S'il n'y a pas un seul des termes de la suite (i) qui soit p lus
pet i t que £ , , la f r ac t ion con t i n u e est év idemment convergente; s inon
soit | V<(^) | le premier des termes de la suite ( r ) p lus pe t i t que £ < .
Soit £^ un terme de la suite (e) qu i soit p lus pet i t q u e |V/(a?) | ; s 'il
n'y a pas un seul des termes qui , dans la su i te (i) , v i e n n e n t après
|V/(.r)|, qui soit plus peti t que s^, la fraction cont inue est conver-
gente; s inon soit V^_y(.r)[ le premier des termes venant après] V^( / r ) |
plus petit que cl. Soit e.^ un terme de la sui te (s) qu i soit plus avancé,
dans cet te sui te , que le terme £^, et qu i soit p lus petit que [ V^y(,'r) [ ;
on verra de même que la fraction cont inue est convergente ou bien
qu'il existe un terme | V/.^+/r(^) [ de la suite ( i ) , plus avancé que
[V^^a:')! et plus peti t que £^. .En c o n t i n u a n t a ins i , on vo i t que l ' une
ou l 'autre de ces deux conclus ions s'impose : ou bien kl fraction con-
t i n u e est convergente, ou bien l'on peut former avec des termes de la
suite ( r ) une seconde suite i l l i m i t é e (2) dont les termes soient p lus
peti ts respectivement que des termes £ , , e^ £^, ... de plus en p lus
éloignés de la su i t e (£), et ayant , par conséquent , zéro pour l i m i t e ;
c'est ce que nous voul ions démontrer.

La fract ion cont inue n'est pas non p lus nécessairement divergente
en tous les points extérieurs au cercle de convergence; un raisonne-
ment semblable à celui que nous venons de f a i r e montre toutefois
qu'elle ne saurait être convergente en un tel po in t que si, avec des
termes de la su i t e ( r ) , on peut former une suite (2) ayant l ' i n f i n i
pour l imite .

On a ainsi cette proposit ion :

Une fraction continue simple est convergente à l'intérieur de son cercle
de convergence, sciuf, peut-être, en chaque point x tel que. en supprimant
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de Ici suite formée par les valeurs absolues en ce point des dénominateurs
des réduites successives un nombre limité ou illimité de termes, on puisse
obtenir une suite illimitée ayant ^'éro pour limite.

Une fraction continue simple est divergente à l'extérieur de son cercle
de convergence, sauf, peut-être, en chaque point x tel que, en procédant
comme il ment d'être dit, on puisse obtenir une suite illimitée ayant l'in-
fini pour limite.

47. Supposons que tous les points d 'une partie (^) du plan inté-
r ieure au cercle (C) a p p a r t i e n n e n t à l 'ensemble de points (H); dans
ce champ (y^) la f rac t ion c o n t i n u e déf in i t une fonction y de x :

U. f~- ï V14-1 a. 03. . . ̂ -M (— rV^2 03 03. . . a^,
( 1 ) y -=. —- 4- ——————————————— 4- ————,7——</=—————— -+-...,

V,, V;, V/,+-i ^ p-t-ï V ^-4-2

, _ U/, ( — r )^-1 a, a.2. . . ̂ ..M _ (—i)^2 a, a,... ̂ ^ _
( ,s ï ) r — --ï- — •———^^ - v v ' ' ' *

V/, V/ , V^4- î V //+.1 Vp+2

Le polynôme V/, ne s ' annu le en aucun point du champ (y), car /? est
supposé p lus grand que A; la série qu ' i l faut ajouter au premier terme
du second membre pour avoir y, et que nous avons appelée S, est uni-
formément convergente, car ses termes sont , en valeur absolue, p lus
petits que ceux d 'une série convergente à termes posit ifs, facile a
former; en outre, les termes de la série sont des fonctions continues
de x. On conclut de là que y est une fonct ion con t inue de oc dans le
c 11 a m p ( y ), c o n to u r c o m p r i s.

Soit x un point q u e l c o n q u e in t é r i eu r au champ (7); considérons
un cercle ayant ce po in t pour centre et un rayon assez petit pour qu' i l
soit tout entier i n t é r i e u r au champ. Dans ce cercle, chacun des termes
de la série (S) est développable en une série entière convergente, et i l
s'ensuit que l'on peut obtenir , en prenant pour i n t e rméd ia i r e une série
a doub le entrée absolument convergente, la fonct ion y sous la forme
d 'une somme ayant pour premier terme la fraction ra t ionnel le ̂  et
pour second terme une série entière convergente. On en conclut que
la fonction y a une dérivée au points; ainsi :

Dans toute partie du plan intérieure au cercle de convergence et dont
tous les points appartiennent à l'ensemble de points (H), la fraction con-
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/ww simple définit une fonction analytique continue uniforme de x.
L'existence de la dérivée n'est toutefois pas établie pour les points du
contour de la partie considérée du plan.

48. La p r i n c i p a l e d i f f i cu l t é de l 'étude de la convergence d 'une frac-
l ion c o n t i n u e s imple se trouve dans la d é t e r m i n a t i o n de l 'ensemble de
p o i n t s ( H ) ; cette d é t e r m i n a t i o n résul te de l ' é tude du polynôme V/,(^)
q u a n d n g r a n d i t i n d é f i n i m e n t .

Un cas ou i l est p a r t i c u l i è r e m e n t facile de déterminer quels sont
ceux des po in t s d ' une par t ie (P ) d u p lan qu i appa r t i ennen t à l'en-
semble (II) est celui où, dans cette partie (P), le polynôme V^(^)
tend u n i f o r m é m e n t vers u n e fonct ion connue; toute partie du p l an ,
a p p a r t e n a n t à (P) , où le module de cette fonction reste supér ieur à un
nombre pos i t i f fixe, ( a i t alors p a r t i e de l ' ensemble (H) . Si, en par t i -
c u l i e r , la fonct ion l i m i t e est c o n t i n u e , son m o d u l e restera s u p é r i e u r
a un nombre pos i t i f fixe dans t o u t e partie du p l a n q u i ne cont ient
aucun zéro de la f o n c t i o n ; dans ce cas, tous les po in ts de (P), sauf
ceux qu i correspondent à des racines de la fonc t ion l i m i t e , sont des
points de l 'ensemble (H). Ces r emarques t rouve ron t p lu s tard l eu r
a p p l i c a t i o n .

49. Au po in t de vue de l ' é tude de la convergence, on voi t combien
i l y a intérêt à ce que la l o i de succession des po lynômes V^V^,V;p ...
soit s imple ; et comme cette loi de succession dépend é v i d e m m e n t de
colles des éléments de la f ract ion c o n t i n u e el le-même, on est c o n d u i t
a d i s t i ngue r , parmi les fractions cont inues s imples , celles où cette loi
de succession offre quelque r é g u l a r i t é ; u n e classe q u i j oue un rôle
cons idérab le est formée par celles que nous appellerons/mc^om" con-
tinues régulières et que nous déf in i rons i i n m é d i a t e m e n t .

Une f rac t ion con t inue régulière est u n e fract ion cont inue simple
dans laquel le , avec exception permise pour les éléments

(1) <^1, ^2;

(.11) û:i, ai, as;

lous les numérateurs partiels ont le même degré» ainsi que tous les
dénominateurs partiels.
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Nous serons d 'a i l leurs amenés , dans ce r t a in s cas except ionnels qu i
seront complè tement précisés, à nous écarter un peu de cette défini-
t i o n .

III. — Les fractions continues de l'ensemble (E).

50. Les f rac t ions c o n t i n u e s d \Eu le r et de Lagrange, que nous avons
citées dans le n° 36 sont des fract ions cont inues régul iè res , et , par
conséquent , des fract ions con t inues s imples . Comme l'a remarqué
Lagrange, les rédui tes de ces f rac t ions fon t part ie de l ' ensemble CE')
re la t i f à la fonc t ion qui leur a d o n n é naissance; on est a ins i amené a
rechercher commen t on do i t choisir dans l ' ensemble (E) des f rac-
t ions — » —7 —^ ' ' • » pour qu 'e l les so ien t les r édu i t e s successives d 'une

V i V g V 3

f rac t ion c o n t i n u e régulière, et plus généra lement , d ' u n e f rac t ion con-
t i n u e s imple .

Les rédu i t e s d 'une fraction c o n t i n u e s imple é tant toutes d i t î e r en t e s
entre elles, nous pouvons nous borner à la cons idé ra t ion des f r a c t i o n s
d i s t i nc t e s de l ' ensemble (R) , et l 'on est a ins i r amené a la concept ion
géométr ique du Tableau des fractions distinctes t e l l e q u e nous l 'avons
exposée dans le n° 27. C'est sur ce Tab leau seul que voul porter m a i n -
t enan t nos ra i sonnements , et comme sa n o t i o n repose e s s e n t i e l l e m e n t
sur le théorème de la d i s t r i b u t i o n des f r ac t ions de l ' ensemble ( E ) ,
l ' impor t ance de ce théorème et l ' u n i t é de notre é tude von t se t r o u v e r
en t i è r emen t mises en évidence.

51. Pour a r r ive r à c o n n a î t r e comment do iven t être choisies , dans le
Tableau des fractions d is t inc tes , des f rac t ions p o u r qu 'e l les so ient les
réduites d'une fraction continue simple, nous examinerons d'abord la^ .,
nature des expressions de la forme U/V/,-- U/V,, o ù — et ^ dés ignent' (' /»"
deux fract ions quelconques de ce Tableau.

Cherchons d'abord quel est le degré de ce po lynôme . So ien t ̂ , îîï/,,
o^ ̂  les degrés respectifs des polynômes U^ liy,, V/, V^. Le degré de
U^V^ est ^4- o/,, ce lui de U^V/ est ̂  4- ç/.

Si les q u a n t i t é s ^4- ç^ ^ ^4- o/ sont inégales , le degré du poly-
nôme U / V ^ — U ^ V ^ est égal a la p l u s g rande des deux. Or, de la
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relation
ny/--h o/,-=:^.4- o/,

on dédui t
OT/—Oi=.^f,— O/,.

Dans le Tableau, toutes les fractions pour lesquelles CT — 9 a u n e
même valeur sont situées sur une même droite parallèle à la diagonale
principale du Tableau. Cette droite est d'autant plusbasse que la valeur
de ̂  -- o est plus peti te , en sorte que si celle de ces l ignes à laquel le
correspond la fraction — est plus élevée que celle à laquel le corres-

pond la fraction —? on a
TSJf— 0/> CT/,— O/,.,

et, par sui te ,
7.7/-+- Ç/,> OT/,+ 9/;

on en conclut que le degré du po lynôme U/V/ ,— U/,V/ est alors égal
îl Ï7T,+-0/,.

Si les quant i tés ^-4- o/,, ̂ + ?/ s^nt égales, le degré du polynôme
' l ] ^ ^ ^ V ^ , e s , [ , en général, égal à cette q u a n t i t é . Mais , exception-
nel lement, il peut être p lus pet i t . Dans le Tableau relat if à la fonction
y ̂  L±JÎLl^, par exemple, ce cas excep t ionne l s'offre pour les frac-*'' i "~~~ iX' ,
t i ons qui correspondent aux couples (o, r ) y (2 ,3 ) . Dans le Tableau
relatif à ^, deux fractions quelconques de la fi le p r inc ipa l e qu i ne
sont séparées que par une seule t roisième fraction de cette tile offrent
la même circonstance.

On peut ainsi énoncer cette règle :
Si la l igne parallèle à la diagonale pr inc ipa le sur laquelle est la

f r a c t i o n — e s t au-dessus de celle sur laquel le est la fraction —y le
V i ' A-"

degré du polynôme U,V/,— U^Y/ est ^+- ç^. La même règle est géné-
ralement encore applicable q u a n d les deux l ignes coïncident, mais,
exceptionnellement, le degré peut alors être plus petit .

Gbercbons ma in t enan t le degré du terme de moindre degré dans le
polynôme U/VA -— UAV/-

Supposons d'abord la fraction — moins avancée dans le Tableau que
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la f r ac t i on — on a alorsV A -
Tl CT; y,<^ Y) c"̂ . o^. 5

mais des relat ions

y= ̂  -H^-^), J = ̂  4-(.:r^.^),

on dédui t
U/V^U^==(^^),

ce qui montre que le terme de moindre degré du polynôme est de
degré T]^.

Si les fract ions sont également avancées, Y]^.^. est égal à;^^.; le
degré est alors encore, en général, égal à cette quantité; mais il. peut
être aussi, except ionnel lement , plus grand, comme on en a un exemple
avec les f ract ions qui correspondent aux couples (2, o) et (o, 2) dans
le Tableau relatif à e".

On arrive ainsi à cette règle :
Si la l igne perpendicu la i re à la diagonale pr incipale sur laquelle est

la fraction — est avan t celle sur laquelle est la fract ion — ? le degré
du terme de moindre degré dans le polynôme IJ/V/,-- U^V^est égal. à
Y]^^. La même règle est généralement encore applicable quand les
deux lignes coïncident , mais , exceptionnellement, le degré peut alors
être plus grand.

Ceci posé, supposons que la fraction — ne soit sur aucun des pro-

longements des diagonales du carré relatif à —? et qu 'el le soit la plus
avancée des deux. f rac t ions . Si la droite parallèle à la diagonale pr in-
cipale sur laquel le elle se trouve est au-dessus de celle qui est relative à

— 5 les degrés extrêmes du polynôme U/V/c— V/^i sont ^-4- ^4-m^4-i
et îïï/,4- 9/; si elle est au-dessous, ils sont în^+ ç^ +• m^ 4- î et ̂ 4- ÇA.;
on a donc nécessairement suivant le cas

TCT/, 4~ û)/^ '^i -h ©/ •4- rïZi 4- î., ^i -+- 9^ ̂ i 4- œ/ 4- m/ "4- î .

Le polynôme U/V/r— U/fV/ a, en, général, plusieurs termes; pour qu'il
^/i/i. fîe î'Éc. Normale. 3e Série. Tome ÎX. S.8
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soit un monôme, il faut et i l suffît que l'on ai t , suivant le cas,

rsf, =-- CT^ -h- mi -4- r , ! • y/c = 9^- -h m.i 4- ï ,

ce qui montre qu 'un des côtés du carré relatif à — doi t avoir au
v k

moins une partie commune soit avec le côté vertical de droi te , soit
avec le côté hor izonta l inférieur du carré re l a t i f à —-> c'est-à-dire que
le second carré doit être contigu au premier (n° 8).

Reste a examiner le cas où la fraction — est sur le prolongement de

l 'une ou l 'autre des diagonales du carré relatif à — •
Supposons-la d'abord sur le prolongement de la diagonale qui est

parallèle à la diagonale p r inc ipa le ; le degré du terme de degré infé-
rieur du polynôme U,V/,—U//V, est ^+^.+m,~h r , celui du terme
de degré supérieur est au plus égal à c^-}- ç/,. On a donc

^i + cp/c^-h y,-h mi + i.

Si o^. est égal à y /4 -m,4- i , le polynôme se rédui t sûrement à un
monôme, et le carré relatif à — est encore cont igu au carré relatif

à y1; mais, si o^ est plus grand que 9,4~m,-+ x , l 'expression peut être
un polynôme ou un monôme, le degré du terme de degré infé r ieur du
polynôme, ou le degré du monôme étant égal à 0, + ç,+ m,+ i .

Si la fraction est sur le prolongement de l'autre diagonale, on voit ,
par la même méthode , que le polynôme se rédui t à un monôme si le
carré relatif à y est contigu à celui qui est relatif à u/. Si les carrés
ne sont pas contigus, Impression se r édu i t à un polynôme ou à un
monôme; le degré du po lynôme ou du monôme est nécessairement
plus grand que .^4"- y,+ m, 4- i; il est ^-+-ç, ou ^-+-9^ s u i v a n t
que ̂  est sur le prolongement vers le hau t , ou sur le prolongement
vers le bas de la diagonale.

Nous obtenons ainsi ce théorème, où, par première diagonale d'un
carré, nous entendons celle des diagonales de ce carré qui est paral-
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lèle à la diagonale principïde, et par seconde diagonale du carré, l'autre
diagonale :

Soient — et — deux fractions du Tableau, et supposons que la pré-
v i ' fi-

miêre n'y soit pas plus avancée que la seconde,
Si les carrés relatifs aux deux fractions sont conligus, l'expression

U/V/c — U^V^ se réduit à un monôme clé degré égal à uj, +- 9; -i- m^ -4- î .
Si les carrés ne sont pas contigus, l'expression est, en générale un poly-

nôme dont le terme de degré inférieur est de degré ̂  -4- ç/ -4- 77^4- i, et
celui de degré supérieur de degré çr/c-i- fi ou n^4-- ®A- suivant que l'on a
^A-+- ç/^^-i- ^k ou ^/î-^~ ^t<^TSi•J^- ç/c Deux cas d'exception seulement
peuvent se présenter : 1° Quand les premières diagonales des carrés sont
sur une même droite; il peut alors arriver qu'une réduction s'opère entre
les termes de degrés supérieurs de l'expression qui les fasse disparaître;
cette réduction peut aller jusqu'à ramener l'expression à un monôme
dont le degré sera égal à Tîï, -h ̂  4- mi -+- i ; 2° Quand les secondes diago-
nales des carrés sont sur une même droite; il peut alors arriver qu une
réduction s opère entre les termes de degrés inférieurs de l'expression qui
les fasse disparaître; cette réduction peut aller jusqu'à ramener l'expres-
sion à un monôme dont le degré sera égal à la plus grande des deux
quantités ̂ + ÇA-, Tî"?/f"+- ç/.

52. Supposons m a i n t e n a n t que, dans notre Tableau, aucune des
deux réductions exceptionnelles ment ionnées à la fin du théorème ne
se présente, et imaginons que les réduites d 'une fract ion continue
simple de la première ou de la deuxième forme soient des fractions de
ce Tableau. Soient ^S vlz1^ -^ trois réduites consécutives; nous

V;:.-2 V/-i V /

connaissons les condit ions auxquelles satisfont les quan t i t é s (n°44)

(i) U^,V,^-U,-.iY^,

(a) U^iV, -U, V^.

D'abord, de ce que la première se réduit à un monôme, on conclut
que les carrés relatifs aux fractions —2 et —1 sont contigus. ,

" l . . U-.
En second lieu, on voit immédiatement que la fraction y1-2 est
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nioins avancée que la fraction —1^ car, s'il n'en était pas a i n s i , lev t'—i
degré du monôme ( 2 ) ne serait pas plus grand que celui du mo-
nôme (i).

Enfin, si la fraction continue est de la première forme, la première
réduite est une fraction telle que le carré correspondant a un côté sur
le bord supérieur du Tableau; si elle est de la seconde forme, la pre-
mière réduite est une fraction telle que le carré correspondant a un
côté sur le bord latéral du Tableau.

Telles sont les condi t ions qui règlent la s i t ua t ion dans le Tableau
des réduites de la fraction continue.

Réciproquement, soient—? ~> —•> • • • une suite de fractions prises
V 1 V $ V .'{

dans le Tableau et satisfaisant à ces condit ions, on peut s'assurer im-
médiatement que la fraction continue correspondante est simple, si tou-
tefois on prend une fraction con t inue de la première forme ou de la
seconde forme suivant que — est une fraction du bord supérieur ou du,
bord latéral du Tableau.

Nous avons ainsi .ce théorème :

Pour obtenir une suite de fractions du Tableau, ( l î ) supposé sarifs cas
exceptionnels, telles au elles soient les réduites successives d'une fraction
continue simple, il faut et il suffit quelles soient choisies de la façon sui-
vante :

T° La première fraction de la suite devra être une. fraction du bord du
Tableau ;

2° Les carrés correspondants à deux fractions consécutives quelconques
devront toujours être contigus ;

3° Une fraction quelconque devra toujours être plus avancée dans le
Tableau que celle qui la précède.

I I résulte de ce théorème que si les réduites successives d 'une frac-
tion continue simple appartiennent toutes au Tableau (E), elles forment
nécessairement une suite de fractions ra t ionnel les de plus en plus
approchées de la fonction.

53. Considérons maintenant le cas plus particulier où le Tableau (E)
ne se compose que de fractions normales; nous supposons encore,
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comme dans ce qui précède, qu'aucun des cas exceptionnels mention-
nés à la fin du théorème du n0 51 ne se présente.

Trois fractions consécutives A, B, C, faisant partie d'une sui te de
fractions correspondant à une fraction continue simple, peuvent offrir
neuf disposit ions différentes que voici :

(l) (2)

A B

C
10

C
n
C
n

A

B

C
n

C
10

C
n

(3)

A

B

C
21

C
21

C
21

Le Tableau (2) est simplement le symétrique du Tableau (1) par
rapport à u n e parallèle à la diagonale principale menée par A. Au-des-
sous de chaque fract ion C f igurent deux nombres; ce sont les degrés
des éléments a et a de la fraction con t inue qui correspondent à cette
fract ion C; on les ob t i en t a isément au moyen des règles que nous
avons é tabl ies an té r ieurement , et il est alors immédiat de voir quelles
sont les d isposi t ions qui peuvent conduire à des fractions con t inues
régulières (n° 49).

Pour ob ten i r une telle f rac t ion , il faut, en effet, choisir dans le Ta-
bleau les fractions de te l l e sorte que tous les éléments a aient le même
de^ré, a ins i que tous les é léments a. On voit tout d'abord que trois
types régul iers seuls sont possibles, puisque, dans les disposi t ions pré-
cédentes des fractions A, B, C, on ne trouve que trois couples de
nombres , à savoir les couples

( ï , ï ) , ( 1 , 0 ) , ( 2 . 1 ) .

Il est main tenan t aisé de voir que tous sont possibles. Considérons
d'abord le couple (2 , î ) ; il ne se présente que dans le Tableau (3); si
donc l'on a une fraction continue régulière où tous les numérateurs
partiels soient du second degré et tous les dénominateurs partiels du
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premier degré, trois réduites consécutives quelconques A, B, C off r i -
ront Fune des trois d isposi t ions ind iquées dans ce Tableau; mais B^ G
et la fraction suivante devront aussi présenter l 'une de ces disposi-
t i ons ; donc la fraction G ne peut être que la fraction du Tableau (3)
qui est située sur une même dro i te avec A et B. Ains i les rédui tes de
la f r ac t ion c o n t i n u e sont les f rac t ions successives d 'une droite paral-
lè le à la diagonale p r inc ipa le . La réc iproque est év iden te . Ge type de
fraction con t inue régulière est celui que nous avons appelé antérieure-
ment ©, la seconde forme de Las'range.

On é tabl i t absolument de même que au couple (1,0) correspond la
première forme de Lagrangc, que nous avons nommée lili. Ge couple so
présente dans les Tableaux (1) et (2). Si l 'on considère trois fractions
A, B, G de l 'un de ces Tableaux, les deux fract ions B, G devront avoir

^ 10

l 'une des disposi t ions affectées par A et B dans l 'un quelconque des
mêmes Tableaux. Il est fac i le d 'en conclure que la suite de fractions à
adopter pour avoir une fraction con t inue régulière ou tons les numé-
rateurs partiels soient du premier degré et tous les d é n o m i n a t e u r s par-
tiels du degré zéro doit être te l le que , quand on passe d 'une f rac t ion
à la suivante, on se déplace para l lè lement à l 'un des bords du Tableau ,
si l'on passe encore à la, su ivan te , on se déplace para l lè lement a l 'autre
bord, et ainsi de s u i t e ; la forme générale d u chemin est a i n s i celle;
d'un escalier à degrés égaux ayant pour direction générale cel le de la
diagonale principale; les deux premières fractions de la sui te doivent
appartenir à la première file horizontale ou à la première file verticale.
Réciproquement, à une suite de fractions a ins i choisies correspond
une fraction régulière de la forme ijl.

La considération (lu couple ( i , î ) montre de même que , pour obteni r
une fraction cont inue régulière ayant tous ses numérateurs partiels et
tous ses dénominateurs part iels du premier degré, on doit prendre
toutes les fractions d 'une droite parallèle à l 'un que lconque des bords
du Tableau» On a ainsi la forme de fraction cont inue que nous avons
désignée par ju. La fraction d'Euler est le cas où l'on prend les frac-
tions de1 la première file horizontale du Tableau.

Nous pouvons résumer tout ceci en disant' :

Dans un Tableau sans cas exceptionnels et composé uniquement de
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fractions normales, on peut choisir de trois manières différentes des frac-
tions de façon à obtenir les réduites successives d'une fraction continue
régulière; ce sont les seules manières possibles.

A l'une quelconque de ces manières correspondent une infinité de frac-
tions continues régulières pour toutes lesquelles les éléments a de la partie
régulière ont le même degré, ainsi que les éléments a. La différence, au
point de vue de la forme, entre deux quelconques de ces fractions, se
trouve dans leurs parties irrégidiêres qui dépendent de la première fraction
de chacune des suites, cette première fraction pouvant être, en effets une
fraction quelconque du bord du Tableau.

54. Revenant main tenan t à un Tableau entièrement quelconque,
voyons quelles modif ica t ions il y a à apporter aux résultats précé-
dents.

Reprenons le raisonnement qui nous a servi à obtenir la s i tua t ion ,
dans le Tableau, des réduites d^une fraction continue simple. Il repose
sur la considération des deux quantités

(0
W

u^v^-u^v^,
u^v,-u,v^.

La quantité (i) étant un monôme, on en conclut que les frac-
tions —^ et —=1 offrent, dans le Tableau, l 'une des trois dispositionsv ^_2 v /-i
suivantes :

Ou elles sont contiguës;
Ou bien elles ne sont pas contiguès, mais les premières diagonales

des carrés correspondants sont sur une même droite et, par une réduc-
tion except ionnel le des termes de degrés supérieurs, l'expression
U^-sV^i — U/...1 V/.,2 est ramenée à un monôme;

Ou bien enfin elles ne sont pas contiguès, mais les secondes diago-
nales des carrés correspondants sont sur une même droite et, par une
réduction exceptionnelle des termes de degrés infér ieurs , l'expression
IJ/^V^i — U^ V^-2 est ramenée à un monôme.

Ceci posé, nous distinguerons trois cas, suivant que la fraction y^2
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est moins avancée, plus avancée, ou aussi avancée, dans le Tableau
cme la fraction —^- :1 v/-i

ï0 La fraction —:2 est moins avancée que la fraction —1- C'est la
V^-2 y l'-i

si tuation de cette fraction —^ qui règle alors le degré du monôme (i);
y i~î

pour que le degré du monôme (2) soit plus grand que lui , i l faut et il
suffît que la fraction — soit plus avancée que —^2.

2° La fraction —^ est plus avancée que la fraction —— C'est alors
' t—'l V f—l

la situation de la f ract ion —^ qui règle le degré du monôme (ï:); pour\ t^.<[
que le monôme (2) soit de degré plus grand, il faut et il suffit que —T /
soit avancée dans le Tableau comme —J-? et ne lui. soit pas cont igué ,
mais donne lieu, avec elle, à, la réduction exceptionnelle par laquel le
l 'expression (2) est ramenée à un monôme*

3° Les fractions —^ et .—î sont également avancées. Pour que le
\ /'_2 T i—l

degré d u monôme (2) soit plus grand que ce lu i du monôme (ï) , i l
faut alors et il suffit que la fraction — soit avancée dans le TableauT i
comme chacune des deux, autres; de plus, elle doit être plus éloignée
de la fraction —=1 que cette f rac t ion n'est éloignée de—^; enfin ellov /.....ï • , - v /.^a
doit donner lieu, avec —^, à la réduction exceptionnelle par l a q u e l l ev /•„. ï
l'expression (2) est ramenée à un monôme. Le second poin t s'établit
aisément en comparant, dans chacune des six dispositions que peuvent
offrir les trois fractions également avancées, les degrés des monômes (ï:)
e t (2) .

55. Ces résultats nous permettraient d'énoncer ma in tenan t un théo-
rème entièrement analogue à ce lu i du n° 52, mais beaucoup p lus
compliqué, et dont l'énoncé ne différerait guère de ce qui vient d'être
dit. Nous ne le feroas pas et nous nous restreindrons au cas plus parti-
culier auquel on est ramené par la remarque suivante.
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"['.
Dès que la fraction ^ir-2 n'est pas moins avancée, dans le Tableau,

v /~2

que —'/les fractions —^ et — y sont également avancées et donnent
v i—î y i-l T i

l ieu à la rédaction exceptionnelle par laquel le l'expression (2) est
ramenée à un monôme. Alors cette même circonstance se présente né-
cessairement pour deux réduites consécutives quelconques de la frac-
t ion cont inue , don î l e rang est au moins égal à i —- r . Mais nous avons
établi que toutes les réduites d 'une fraction con t inue simple illimitée
sont différentes entre elles, et, d'autre part, le nombre des fractions
qui , dans le Tableau, sont également avancées, n'est pas indéf in i :
donc la fraction cont inue est nécessairement limitée. Ainsi , si les
réduites d 'une fraction continue simple i l l imi tée sont des fractions du
Tableau, chaque rédui te est sûrement plus avancée, dans ce Tableau,
que celle qui la précède. C'est ce cas qui va nous occuper maintenant.

Voici alors c o m m e n t doit être modifié le théorème du n° 52.
Pour obtenir une suite de fractions du Tableau (E) telles quelles soient

les réduites successives d'une fraction continue simple illimitée, il faut et il
suffit quelles soient choisies de la façon suivante :

ï° La première fraction de la suite devra être une fraction du bord du
Tableau ;

^ Les carrés correspondants à deux fractions consécutives quelconques

^ll, ̂ tl devront toujours être contigus; ou bien nôtre pas contigus mais
» i V/+i

avoir leurs premières diagonales sur une même droite, les fractions étant,
en outre, telles que U/V^ — U,-M V, se réduise à un monôme;

3° Une fraction quelconque devra toujours être plus avancée dans le
Tableau que celle qui la précède.

56. De cette proposition se dédui t celle-ci dont nous n'avons encore
établi q u ' u n cas par t i cu l ie r :

Si les réduites successives cl'une fraction continue simple illimitée sont
toutes des fractions rationnelles approchées d'une fonction, elles forment
nécessairement une suite de fractions rationnelles de plus en plus approchées
de la fonction.

En admettant qu'il y ait des fractions continues simples dont toutes
Ânn. de VÉc. Normale. 3* Série. Tome IX. —9
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les réduites soient des fractions ra t ionnel les approchées d ' une fonc t ion
donnée, cette proposit ion peut a i sémen t s 'é tabl ir en rapprochant la
remarque qui termine le n° 43 de celle dun° 29. Elle met entièrement
en évidence la nature des fract ions cont inues simples en tant que for-
mules d'approximation.

57. Occupons-nous main tenant de la recherche des fract ions cont i -
nues régulières i l l im i t ée s , en supposant le Tableau composé u n i q u e -
ment de fractions normales .

Trois fractions consécutives A, B, G fa isant partie d'une s u i t e de
fractions correspondant à une fraction cont inue simple i l l imi tée peu-
vent offrir u n e inf in i té de d ispos i t ions différentes Çmir ci-contre).

Nous avons encore écrit au-dessous de chaque fract ion C les degrés
des éléments a et a de la f r ac t i on c o n t i n u e qui correspondent à cette
fraction G ; cependant , à cause des réduct ions exceptionnelles qui peu-
vent se produire entre les fractions de notre Tableau, on ne peut fixer.
pour certaines s i tua t ions de la t ract ion C, que le degré qu'a l ' é l émen t :
a quand il ne se p rodu i t pas de r é d u c t i o n ; dans ces cas, nous avons
écrit ce degré, mais en le fa i san t suivre d 'un signe moins, pour i n d i -
quer que le degré de a peut être p l u s pe t i t .

Les degrés des éléments a sont tous égaux à. un dans le premier et le
deuxième Tableau, puis à deux, à qua t re , à six, à l'mit, etc., respecti-
vement dans le troisième, le quatr ième, le cinquième, le sixième, etc.

I l n'y a main tenant qu'à reprendre le raisonnement déjà fait anté-
r ieurement pour obteni r les fractions continues régulières q u a n d , dans
le Tableau, ne s 'offrait aucune réduct ion exceptionnelle.

On retrouve d'abord immédia tement ; pour les fractions cont inues
régulières où l 'élément a est du premier degré, les formes que nous
avons appelées A) et i(i), suivant que les degrés des éléments ci sont tous
égaux à un ou tous égaux à zéro. Les dispositions des fractions, dans
chacun de ces deux cas, sont celles qui, ont déjà été décrites.

Pour les fract ions continues où tous les éléments a sont du second
degré, les choses se modif ient . La considérat ion des disposit ions figu-
rées dans le Tableau (3) montre d'abord que si les réduites d 'une
fraction continue régulière i l l i m i t é e , où tous les éléments a sont du
second degré, sont des fract ions de rcnsernblc (E), ce sont sûrement
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les fractions successives d'une droite parallèle à la diagonale principale.
Mais la réciproque n'est pas vraie. Pour une telle suite de fractions,
tous les éléments a seront bien du second degré, mais, à cause de ré-
ductions éventuelles possibles, on ne peut affirmer que tous les éléments
a seront du premier degré; si quelques-uns é ta ien t des constantes, la
fraction ne serait pas régulière. Mais elle se retrouverait régulière, et
d'un type que nous n'avons pas encore rencontré, s ' i l arrivait que tous les
éléments a fussent des constantes. Nous sommes a ins i en présence de
deux types de fractions cont inues régulières à numérateurs partiels du
second degré; dans le premier 3, déjà obtenu, les dénomina teurs par-
tiels sont tous du premier degré; dans le second [ej, i ls sont tous des
constantes, au moins à partir du d é n o m i n a t e u r ^3, et c'est là la légère
extension de la dé f in i t ion des fractions c o n t i n u e s régulières dont nous
avons déjà parlé (n°49) . Les fractions de la diagonale p r i n c i p a l e du
Tableau relatif à e" donnent naissance à une fraction cont inue régu-
lière de ce type [ a ] ; c'est l ' une des f r a c t i o n s de Lagrange que nous
avons citées.

Passons aux f rac t ions con t inues régul ières ou l ' é lément a est du qini-
trième degré. Les disposi t ions figurées dans le Tableau (4) mont ren t
que les réduites d 'une fraction con t inue régul ière i l l imi tée de celle
nature sont des f r a c t i o n s prises de deux en deux sur une pa ra l l è l e à la
diagonale principale du Tableau (E). A une te l le sui te de fractions ne
correspondra pas, en général, une f rac t ion c o n t i n u e régulière; pour
qu'i l lui en corresponde une , i l faudra tout d'abord que deux fract ions
consécutives quelconques —9 —tl de la suite soient telles que la1 l \i v/4.i A

quantité U/V^ —U/.(.,,iV^ se réduise à un monôme; cela é tan t , tous les
éléments a seront du quatrième degré; il f a u d r a , en second lieu, que
tous les éléments a, dont chacun peut être des degrés 2, i, o, a ien t le
même degré. Ainsi se présentent trois types de fractions régulières à
numérateurs partiels du quatrième degré. Comme exemple, on peut
citer les fractions de rang impair de la diagonale principale du Tableau
relatif à e^; la fraction continue correspondante à tous ses numéra teurs
partiels du quatrième degré, et tous ses dénomina teurs partiels du
second degré.

Des considérations analogues sont applicables aux fractions régu-
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lières ou les éléments a sont du sixième degré. Elles correspondent à
des fractions du Tableau (E) prises de trois en trois sur une parallèle
à la diagonale principale, et conduisent à quatre types nouveaux de
fractions continues régulières. On passe ensuite aux fractions conti-
nues régulières où les éléments a sont du huit ième degré, etc.

58. En résumant ce qui précède, on voit que le nombre des frac-
tions cont inues régulières illimitées qui peuvent être obtenues au
moyen des fractions d 'un Tableau (E), un iquemen t composé de frac-
tions normales, ne peut être fixé en général, et dépend de la nature des
fractions du Tableau.

Ces fractions continues peuvent être distinguées en deux classes :
ï ° Dans la première nous rangerons les fractions continues régulières

ou tous les numérateurs partiels sont du premier degré. Elle renferme
deux types, celui ou les dénominateurs partiels sont du premier degré
et celui où ils sont des constantes. Le premier est engendré par les
fractions d'une file quelconque, soit horizontale , soit verticale du Ta-
b l e a u , le second par une suite de fractions en escalier- Ce sont les
seules fractions continues régulières dont l'existence puisse être affir-
mée a priori; on peut, avec les fractions du Tableau (E), obtenir une
i n f i n i t é de fractions con t inues de chacun des deux types.

2° La deuxième classe renferme les autres fractions cont inues régu-
lières possibles. Elles se divisent en familles d'après les degrés des
numérateurs partiels. Dans la première famil le , les numérateurs par-
tiels sont du second degré; elle renferme deux typps caractérisés par
les degrés des dénominateurs partiels, qu i sont égaux à un dans le
premier type, à zéro dans le second. Dans la deuxième famille , les nu-
mérateurs partiels sont du quatrième degré; elle renferme trois types
caractérisés par les degrés des dénomina teurs partiels qui sont égaux
à deux dans le premier type, à un dans le second, à zéro dans le troi-
sième. Dans la troisième famille, les n u m é r a t e u r s partiels sont du
sixième degré, etc. L'une quelconque de ces fractions continues ne peut
être engendrée que par une suite de fractions situées sur une parallèle
à la diagonale principale; dans une telle file, elles doivent être prises
contigués pour une fraction de la première f a m i l l e , de deux en deux
pour une fraction de la deuxième famille, de trois en trois pour une
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fraction de la troisième famille, etc. On ne peut affirmer, a priori,
l'existence d'aucune de ces fractions continues régulières. Au moyen
des fractions du Tableau, on peut obtenir un nombre i l l im i t é de frac-
tions d'un type déterminé, ou un nombre fini , ou enfin on n'en peut
obtenir aucune. Le nombre des conditions qui doivent être remplies
pour que l'on puisse obtenir une fraction d 'un type déterminé croît
quand on passe d'une famille à la suivante, et, dans une même famille,
quand on passe d'un type au suivant. Le premier type de la première
famille se trouve réalisé sans conditions, c'est-à-dire dans le cas général.

59. Nous avons vu (n° 43) que les réduites successives d'une
fraction continue simple représentent, avec une approximation de
plus en plus grande, une réduite quelconque de rang plus élevé; i l
n'en résulte pas qu'elles soient des fractions rationnelles approchées
d'une même fonction au sens que nous avons donné jusqu'ici à cette
locution; on peut même se convaincre, sur îes exemples les plus
simples, qu'en général elles ne sont pas de telles fractions.

Considérons une fraction continue simple dont toutes les réduites
soient des fractions rationnelles approchées d'un même Tableau. Que
cette fraction continue soit convergente ou divergente, comme les
réduites sont des fractions de plus en plus avancées du Tableau,
celui-ci est entièrement défini par la connaissance de la fraction con-
tinue (n° 29). On ne sait rien, apriori^ sur la convergence ou la diver-
gence des fractions continues simples, en nombre illimité, auxquelles
donne naissance ce Tableau; ainsi se conçoit, dans toute sa généralité,
un fait dont Laguerre et Halphen (*) ont signalé un cas particulier, à
savoir le cas où, à une même fonction, correspondent une série entière
divergente et une fraction continue convergente, ou inversement; une
série entière n'est, en effet, comme nous l'avons vu, qu'une autre
forme de là fraction continue d'Euler.

Supposons que l'une des fractions continues du Tableau converge
dans le voisinage de l'origine et définis&e une fonction de x holo-
morphe dans ce voisinage, le Tableau de fractions rationnelles appro-

( 1 ) ÏAGUEBRE) Bulletin de la Société mathématique clé France, t. VÏI^ 1879.— ÏÏAJLpHENy
Comptes rendos de V'Académie des Sciences, t. C, i885.
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chées qui correspond à cette fonction, n'est autre que le Tableau consi-
déré. II. ne semble pas aussi aisé de conclure quand la fraction
continue ne converge pas dans le voisinage de l 'origine, mais dans
une autre partie du plan à l'intérieur de laquelle ne se trouve pas
l'origine. Quoi qu'il en soit, ce fait si remarquable qu'une fraction con-
t i nue divergente, en part icul ier une série entière divergente peuvent
fort bien définir une fonction analyt ique, semble comporter d ' impor-
tantes conséquences; on en pourrait tirer, en effet, une just i f icat ion
de l 'application des règles ordinaires du calcul des séries entières,
dans le cas ou celles-ci sont divergentes ; mais c'est là un fait que nous
ne faisons qu ' indiquer et sur lequel nous aurons l'occasion de revenir
ai l leurs .

60. Les fractions continues régulières sont, parmi les fractions
continues simples auxquelles donne naissance un Tableau de fractions
rationnelles approchées, celles dont il sera, en général, le plus f ac i l e
d'étudier la convergence.

Considérons, en particulier, la fraction continue d'Euler, celle q u i
est engendrée par la première file horizontale de fractions du Tableau;
tous les polynômes V se réduisent à l ' u n i t é , en sorte que l 'ensemble
(II) se compose de tous les points du plan. La fraction cont inue con-
verge donc en tous les points intérieurs au cercle de convergence ( G )
et diverge en tous les poin ts extérieurs ; ceci est conforme au théorème
d'Abel sur les séries entières, car le cercle (C) n'est autre que h1

cercle de convergence de la série même qui représente la fonct ion
dans le voisinage de l 'origine.

Si l'on connaît l'expression générale des fractions cont inues régu-
lières du Tableau qui composent l'un des types de fractions c o n t i n u e s
régulières, et rexpression générale des dénominateurs de leurs réduites,
l 'étude de la convergence pour toutes ces fractions continues revient a
celle d'une seule série entière et d'un seul polynôme dont les coefti-
cienfcs sont des fonctions de grands nombres. On voit a i n s i que, en
général, ces fractions doivent se d iv iser en groupes de f ract ions toutes
convergentes ou divergentes en même temps. L'étude de la fonct ion (VK

nous donnera1 bientôt un. exemple très simple de ce f a i t ; n o u s en
signalerons ici même un second.
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Considérons la fonction

ï , ï ~{- V^ .y x9 x^——=log———,===!+ - + — 4- — 4- . . . .
2 \/.r i — y ••2' 'J ^ 7

Le Tableau relatif à cette fonction ne comprend que des fractions
normales; considérons les fractions continues régulières de la seconde
forme engendrées par les files horizontales de fractions du Tableau.
Pour la file de rang q -+" i, on a, dès que n dépasse q -+- i ,

_ __ ______(2/1 —3)2______ __ a n — 2 q — 3
(2^ -^2^—3) (a / ^ -+ .2y - I ) < z > î a,^i+^^^^

on en conclut d'abord que le rayon du cercle de convergence (C) est
égal à l'unité. D'autre part, l'expression générale du terme de la suite
V\, Va, ... est, dès quep est au moins égal à q — i,

v, == i — ï —^-±-L_^ 4- Ï^Liill --—J^ ĵiLitî̂ ^ .2
p I 3^p+2^-4-I 1 . 2 ('2/^ 4 - 2 Ç - + - l ) ( Â ^ 4-â<y • — l ) ^ 4"'"

-ï- (— ï )<? ̂ (y^jl-_-_L (^±LIKi'îL^^^ ..r/
1 . 2 . . . ^ (2/?+ 2^ 4-î)(i^~ï^^^ ï

et, dans tou t le plan, ce terme tend uniformément vers la fonct ion
continue (ï — x^ quand p grandit indéfiniment. La seule racine de
cette fonction est x= ï , donc l'ensemble (H) se compose de tous les
points du plan hormis le point r . Toutes les fractions continues régu-
lières considérées convergent donc pour tous les points intérieurs au
cercle de rayon égal à l'unité ayant son centre à l'origine, et divergent
pour tous les points extérieurs; sur le cercle lui-même, l 'indécision
subsiste.

L'une quelconque de ces fractions continues définissant dans le
cercle de convergence une fonction holomorphe (n° 47), cette fonc-
tion ne peut différer de

I , ï^r\/'X
-Tf^——T- ,/— - '- o , /—
Ï\/X I — ^ J X

Nous ne connaissons pas l'expression générale des termes de la suite
U\, Ua, Us, ... des numérateurs des réduites; on voit que ce polynôme
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tend, quand p grandit indéf iniment , vers la fonction

(ï, ~ ,vY/ - i 4-v'ï^——.=-log——^
2 ̂ /.z* ï — v,'r

si .r est in té r i eu r au cercle de convergence, et n'a a u c u n e l i m i t e si ,.r
est extérieur à ce cercle.

61. Apres avoir étudié avec détail les fractions continues simples
auxquelles donnent naissance les fractions du Tableau (E), nous mon-
trerons combien les choses se compliquent des que l 'on tente l'étude
de fractions continues un peu plus générales.

Considérons l 'ensemble des fractions con t inues don t les numérateurs
partiels sont des monômes entiers en x, à coefficients d i f férents de
zéro, et les dénominateurs partiels des polynômes entiers en x, ayant
un terme constant différent de zéro. Elles ne différent des fractions
continues simples qu'en ce que l 'exposant des numérateurs partiels
n'y est pas supposé différent de zéro; mais cette simple extension a
cependant pour conséquence une modificat ion profonde des propriétés
de la fraction cont inue.

Les quantités U/V^, — U^/V/- se réduisent encore chacune à. un
monôme ayant un coefficient différent de zéro, mais le degré de ce
monôme ne croît plus nécessairement quand i augmente, on sait seu-
lement qu'il ne décroît pas.

On ne peut plus affirmer que les polynômes U; et V, aient chacun
un terme constant différent de zéro; ils peuvent être divisibles par une
même puissance de x, et, par suite, les rédui tes de la fraction con-
t inue ne sont pas nécessairement des fractions rationnelles irréduc-
tibles... Cependant le problème de la recherche d 'une fraction cont inue
de cette nature, dont les réduites soient égales à des. fractions ration-
nelles irréductibles données, ne saurait encore admettre qu 'une so-
lu t ion .

Parmi toutes ces fractions continues, nous al lons ne considérer que
celles dont les réduites sont irréductibles; elles forment un groupe
que, pour abréger, nous représenterons par G. Les fractions continues
simples en font évidemment partie ; en font aussi partie les fractions
continues dont tous les numérateurs partiels sont des constantes : les

Afin. clé i'Éc. Normale. 3e Série. Tome IX. S . 10
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réduites d 'une telle fraction sont, en effet, i r réduct ibles , pu i sque les
quantités lL-V/-n — U^-iV^ se réduisent à des constantes.

Nous nous bornerons au cas où, dans notre Tableau, a u c u n des
deux cas exceptionnels men t ionnés à la fin du théorème dii n° 51 ne
se présente, et, avec toutes ces hypothèses, nous a l lons rechercher
quelles sont les disposi t ions de fractions du Tableau (E) q u i condui-
sent à des fractions continues du groupe G.

Pour que des fractions rationnelles irréductibles données

Ui IL U,- ' 1 ^2 'U;î

T^ V;' V;3
^, ....

dont deux consécutives quelconques sont inégales soient les rédui tes
successives d'une fraction cont inue du. groupe G, il. faut et i l suffi t :

i° Que toutes les quanti tés U/V/..M — U^,V, se réduisent à un mo-
nôme dont le degré croisse ou reste constant quand, ? augmente.

2° Que chacune des expressions U^V— U/V^ se réduise à un
polynôme ayant pour terme de moindre degré un terme dont le degré
soit ég-al à celui du monôme U^V^-i — U^V^a.

3° Que U , , U^, Vi , Va soient tels que les quant i tés

( s ) ^l, ^2» ^â»

(H) Ûîi, Ûi, Oa, ^

prennent respectivement les formes qu'el les sont. assujet t ies a avoir
dans une fraction du groupe G.

Supposons m a i n t e n a n t que les réduites d'une fract ion du groupe G
soient des fractions du Tableau (E). Soient

U/^ U^ II/
. V;̂  V,...,1 Y;

(rois réduites consécutives et considérons les trois quantités

(0 U.^V.^-U^iV^,
^) : . , U^tV, -ÏJ, V,̂
(3) 1 . . u^v, -u, v^,.

D'abord, les deux premières se réduisent chacune à un monôme;
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donc les carrésNreIatifs à -1 et —1 sont contiens, a ins i que ceux re-
V (-2 V /--i - . •I

latifs à c^1 et ] J l '
^ i-i Y /

Supposons maintenant que —zl ne soit pas plus avancée que L-/—l;
le degré du monôme (2) devant être au moins égal à celui du monôme
(i), ,̂  doi t nécessairement être aussi avancée que -12; alors (3) est

v t. V f—^

sûrement un polynôme où le degré du terme de moindre degré est
égal à celui du monôme (x).

Si, au contraire, —zï est plus avancée que —~1-, on voi t , par la con-
V /—a V /.„-!

sidération de l'expression (3), que — d o i t être r igoureusement aussi

avancée que —^? et qu'alors (2) est un monôme don t le degré est égal
à celui de (ï).

Nous avons ainsi ce théorème :
Pour obtenir une suite de fractions du Tableau ("E) telle que la. frac f ion

continue correspondante appartienne au groupe Ci, il faut et il suffit
(fil elles soient choisies de la façon suivante :

1° La première fraction de la suite devra être une fraction du boni du
Tableau ;

2° Trou fractions consécutives quelconques devront toujours être dif-
férentes entre elles ;

3° Les carrés correspondants à deux fractions consécutives quelconques
devront toujours être co'ntigus ;

4° Si, en passant d'une fraction A à la suivante B, on ne recule pas
dans le Tableau, la fraction suivante C devra être au moins aussi avancée
que A, tandis que, si V oiz recule, B et C devront être également avancées.

Il résulte de ce théorème que si les réduites successives d 'une frac-
tion continue du groupe G" appartiennent toutes au Tableau (E), elles
ne forment pas nécessairement une suite de fractions de plus en p lus
avancées dans ce Tableau, et, par conséquent, une suite de fract ions
rationnelles de plus en plus approchées de la fonction. La seule chose
que l'on puisse affirmer, c'est qu'une réduite quelconque C est tou-
jours au moins aussi avancée que la moins avancée des deux réduites
précédentes A, B- La droite perpendiculaire à la diagonale principîile
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qui correspond à la moins avancée de ces deux fractions est a insi une
droite telle qu'aucune fraction, à partir de A, ne peut, par rapport à
el le , se trouver du même côté que le sommet du Tableau.

Cette seule condition n'empêche pas d 'obtenir , dans le Tableau, une
suite i l l i m i t é e de fractions satisfaisant à toutes les condi t ions imposées
par l 'énoncé du théorème, et dans laquelle figure plusieurs fois une
même fraction. Mais il y a plus; cette suite peut ne renfermer qu'un
nombre l imi té de fractions distinctes.

Soient A, B, . . . , I, J, . . . , F, Q des fractions successives, au nombre
de m, d 'une droite perpendiculaire à la diagonale principale ; suppo-
sons que les fractions A, B soient corîtiguës, ainsi que les fractions
P, Q. Si deux autres fractions consécutives I, J, de la sui te , sont con-
f igues , il y a une t ro i s ième fraction, plus avancée que chacune d'elles,
qui leur est à la fois contiguê ; si les fractions I, J ne sont pas con-
tiguès, cette cond i t ion peut ne pas être réalisée ; supposons que, pour
la suite de fractions considérée, elle soit tou jours réalisée. On peut
alors adjoindre à cette suite une autre formée de m — ï fractions A\
B', ..., V, F, . . . , N^ P', la fract ion A' étant la fraction continué à la
fols à A. et à B, et plus avancée q u e chacune d'elles; B", la fraction
analogue pour B, C, ... * II est alors aisé de démontrer que l'on peut ,
avec les seules fractions A, B, . . . , P, Q et A', P' d 'une part , et, éven-
tue l lement quelques-unes des fractions B', . . . , N' d 'autre part, former
une suite illimitée de fractions satisfaisant aux trois dernières condi-
t i o n s de l'énoncé du théorème; comme il, est tou jours aisé de raccorder
cette suite à une fract ion du bord du Tableau, au moyen d'un nombre
limité de fract ions, le fait' énoncé se trouve mis en évidence.

Réciproquement, supposons que la suite i l l imi tée des réduites d 'une'
fraction cont inue du groupe G ne comporte qu'un nombre l imité de
fractions distinctes du Tableau, ces fractions distinctes affectent la
disposition que nous venons de décrire.

En particulier, on peut obtenir a ins i des fractions con t inues dont
les réduites, à partir d'un certain ran^, forment une sui te périodique
la fraction continue elle-même est d'ailleurs aussi périodique, mais, si.
A, B, G, ... dés ignent les premières fractions de la partie périodique
de la suite, des réduites, la partie périodique de la fraction continue
elle-même ne commencera qu'avec les éléments qui correspondent à G.
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Ces fractions continues offrent des exemples bien propres à justifier
les considérations développées à propos de la déf ini t ion des fractions
c o n t i n u e s , en général (n°40). On peut, en effet, établir que si deux
réduites d ' u n e fract ion cont inue sont égales, la fract ion part iel le qu i
correspond à la seconde est dénuée de sens; si donc la suite des ré-
dui tes est périodique, ou même, sans être périodique, si elle ne se
compose que d'un certain nombre f ini de quantités distinctes qui se
reproduisent dans un ordre quelconque, toutes les fractions partielles,
a partir d'un certain rang, sont dénuées de sens ; c'est le cas des frac-
t ions que nous venons d'obtenir.

62. Passons maintenant à la recherche des fractions régulières dans
u n Tableau u n i q u e m e n t composé de fractions normales .

Trois fractions consécutives A, B, C faisant partie d 'une suite de
fract ions correspondant à une fraction con t inue du groupe G peuvent
offrir 3i, disposit ions différentes que voici :

Cl) ,(s) <5)

£ Aoo A

B

C
00

C
01

G
01

G
01

A

G
10

G
00

B

G
10

G
n
G11
G
n

(2) (40 (6)

"G '"
01

B

G
00

A

G
01

B

G
01

A

G
00

G
01

C
<H>

G
ii

A

B

G
n

G
10

G
10

G
n

W

A

G
10

G
21

~c"""1
10

B

G
21

~c "
21

G
21

G
21

Les Tableaux de la seconde ligne sont les symétriques des Tableaux
correspondants de la première ligne par rapport à une parallèle à la
diagonale pr incipale menée par A. On voit que cinq types réguliers
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sont ici possibles, et correspondront respectivement aux couples de
nombres

(0 ,0) , ( o ; i ) , ( 1 , 1 ) , ( t , o ) , ( a , i ) .

Aux trois derniers couples correspondent les trois fractions cont inues
simples régulières. Il reste à examiner les couples (0,1) et (0,0) dont
il: n'a pas été donné ju squ ' i c i d 'exemples, et qui. présentent cette par-
t i cu l a r i t é que les fractions con t inues régulières correspondantes ne
donnen t chacune qu'un nombre l i m i t é de fract ions du Tableau.

On obtient une fraction con t inue régulière correspondanfc au couple
(0,1) en prenant toutes les fractions d 'une droi te perpendicula i re à la
diagonale pr inc ipa le .

Quant aux fractions cont inues régulières correspondant au couple
(o, o), elles sont périodiques et ne fournissent chacune que trois frac-
t ions du Tableau; ces fractions sont placées aux sommets d'un tr iangle
rectangle isoscèle dont l 'hypoténuse est perpendiculaire à. la d iagonale
pr incipale et le sommet de l 'angle droit placé, par rapport à' cette
hypoténuse, du côté opposé à celui, où se trouve le sommet dii Tab leau .
L'une des fractions appartient a ins i , soit à la première file hor izon ta le ,
soit à la première file verticale du Tableau, et les deux autres, alors,
à la deuxième file horizontale dans le premier cas, à la deux ième file
verticale, dans le second cas.

IV. — Etude de la fonction exponentielle.

63. Nous nous proposons maintenant d 'appliquer à la fonction ex-
ponentielle les théories qui précèdent.

Voyons d'abord quel le est la nature des fractions qui composent le
Tableau relatif à cette fonct ion. Le dé t e rminan t que nous avons appelé
A^y (n° 31) est ici égal à

i
(/? 4-1)1

ï
( /?4-2) i

1

CP-+-Ç-M)!

ï

p '
î

Cp+i.)!

ï

0+ç)î

ï

( / ? - + - i — < 7 ) !
Ï

0-h2-<7) î

ï(^•+-1)1



SUR LA REPRÉSENTATION APPROCHÉE D^UNE FONCTION, ETC. S* 79

où l'on doit supposer -^ == i et -^ === o pour a négatif. Ce déterminant
se calcule aisément au moyen des transformations usuelles, et l'on
trouve

- _„ „ _ lllL • L^l______„_. ^ _ ̂ ^-^^-^^^ ,
q u a n t i t é essent ie l lement diiïerente de zéro, quelles que soient les va-
leurs de p et de y. Ainsi :

Le Tableau relatif à e'^ est uniquement composé de fractions normales.

.A.u surplus, cette proposit ion va résulter du calcul même de l'ex-
pression générale de ces fractions.

6-i. Avant de faire ce calcul, nous ferons une remarque sur la ma-
nière d o n t se ra l tachent l 'un à l 'autre les Tableaux relatifs aux deux
fonct ions y et - •

Y
Soit y la fraction r a t ionne l l e qui , pour la fonction y, correspond au

roupie (p, q); on a
J= y -+- (^/"/),

d'où ron d é d u i t

, _ _ v _ ï^_
—— .y ^——

y+(^V/)

II VComme y. ne s 'annule pas pour x = o, on voit que p. est la fraction

q u i , pour la fonct ion ~ ? correspond au couple (y, p ) .
Cette remarque rend compte de la sorte de parallélisme que l'on à

pu remarquer entre les propositions des n0® 21 et 22, et aussi dans les
démonstrat ions des n0815 et 16.

Si l'on suppose y = € x , alors -ï- =e^\ Si - ' ^ est la fraction qu i ,
pour 6^, correspond au couple ( p y y), la fraction qui , pour e •r, corres"

, 'Y ( y\
pond au couple Ç ^ p ) est..——^ et, par suite, la fraction qu i , pour e^,



S. 80 H. PADÉ.

correspond à ce couple (y, p) est —^^- Ainsi les fractions du Ta-
bleau relatif à e3' se correspondent deux à deux : si l'on considère
l 'une quelconque des deux fractions qui correspondent aux couples
( p , q) et Çq, /?), il suffit d'y changer x en — x et d'échanger les
termes pour obtenir l'autre; on peut ainsi se borner au calcul d 'une
partie seulement des fractions du Tableau, par exemple au calcul de
celles pour lesquelles on a p^:q»

63. Cette remarque permet d'obtenir très aisément la fraction qui
correspond au couple (p, y), par la résolution directe des équations
en l\ ce procédé, appliqué par Heine ( ^ ) dans un cas fort général, né-
cessiterait une discussion spéciale plus pénible au cas où/? serait plus
petit que q.

Une seconde méthode, non moins simple, reposerait sur cette re-
marque que, la formule

V^==:U+(^V/)

donnant
(V -+. V7 ) ex = IJ7 -h" (^/<-1 ),

la fraction ——y, est la fraction qui , dans le Tableau, correspond au
couple Çp— i , < y ) î il 6st ainsi facile de déduire de la fraction qui cor-
respond au. couple (/?, cf) toutes celles du rectangle relatif à ce couple.
Or bien des méthodes différentes ont été données pour obtenir les frac-
tions de la diagonale principale du Tableau : M. Hermite, en, différentes
occasions, en a fait connaître plusieurs {voir, par exemple, le Coun
professé à la Faculté des Sciences^ elles s 'obtiennent encore en appli-
quant à ex une formule très générale donnée par M. Darboux dans son
beau Mémoire, sur le développement en série des fonctions d'une va-
riable {Journal de Liouville, 1876, p. 296). Supposant connue l'expres-
sion générale de ces fractions, on en déduirait a isément , d'après ce qui
précède, celle de la fraction qui correspond à un couple quelconque;
mais, pour obtenir tous les éléments dont nous avons besoin pour les
calculs ultérieurs, nous reprendrons la méthode employée par M. Her-
rnite dans son profond Mémoire Sur la fonction exponentielle (Gau-

(I) Ilandbuch der Ku^olfunctumen^ '2e éd., t. ï, p, 273.



Sl'n LA ÏŒPKÉSENTATTON APPUOdIKE D'L'NE FONCTION, ETC. S.8l

t h i e r - V i l l a r s ) dans une ques t ion don t celle qui nous occupe ici n'est
q u ' u n cas fort pa r t i cu l i e r ; nous nous servirons des n o t a t i o n s mêmes
de l ' i l l u s t r e géomètre.

66. Soit F(^) un po lynôme en s de degré M, et

^(^)^F,(..3.)+^i£}^ ..^E^l,
~ .r je'1 ' ' ' .z^14"1

on vér i f ie i m m é d i a t e m e n t , en p renan t les dérivées des deux membres ,
la fo rmule

( e-^ F ( z ) d^ -=. — e-^ri ( 3 ).

Prenons o et i pour l i m i t e s i n f é r i eu re et supérieure de l ' i n t ég ra l e , on
o b t i e n t

^(.yQ^—tDiC.r)^:^14-1.^. ( r.--^ F( s) <'/3,
' (i

OU
<!> ( .r ) :::r F (o) . ̂  + V (o » . ̂ Ml-1 -h- . . . -4- F^11 (o),

<Î  ( .c ) = S^ ( i ). ̂  4- F' ( i ) . .r^- ' -h . . . -t" F^11 ( i ).

Soit m a i n t e n a n t ( p , y) le couple pour l e q u e l nous voulons ob t en i r
la f rac t ion r a t i o n n e l l e approchée de e^; les polynômes <I>, (^-), <I>(.r)
seront les termes U, V de cette fract ion si nous pouvons choisir ¥ { z )
de telle façon que les degrés des polynômes <I^ (.r) et <E>(.r) soient égaux
au plus respectivement à p et à y, et qu 'en outre M soit au moins égal
à / j + y .

La première de ces cond i t ions donne les équa t ions

F ( i ) -== o, V ( i ) -=. o, . '.., F(^-/-i ) (,):=: o,

F(o)=o, F^o^o, ..., F^-^-^o^o;

pour que le polynôme F(^) y satisfasse, i l f a u t et i l su f f i t que l'on ait

F ( . s ) = = : ^ " - ^ ( 3 — l ) M • - ^ G ( ^ ) ,

G(5) désignant un polynôme en ^ d o n t le degré est m a n i f e s t e m e n t
égal à p -+- q — M. Mais M do i t être au moins égal à p -h q : donc, né~

Âurt. de V Èc. Normale. 3e Série. Tome IX. ^• I l
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cessai renient,
M-=p~\-q,

et G(s) se réduit à une constante que nous prendrons égale à l ' un i t é .
Si l'on observe que M — p == q et que M — q —/?, on a, f i n a l e m e n t , les
formules

F(5)=r:^-l)^

11= pc^) ( i ) + F(w-^(r),r4-.. .-+- F^4-1^!)^-"1-!- F1'^!)^,
Y ̂  p(/,-)-<7) (o) ^_ p(^y-i)^^ -+- . . . -4- F^-+-i)(o)^/-i _[_ p(/.) (o),ry,

r i i r 1
^-^ _ -(- _^+'7+-i ^ ^ -^^-^^^(s—i)?^ .

67. Au moyen de ces formules , nous a l lons m a i n t e n a n t calculer
toutes les fractions cont inues régulières auxquel les le Tableau donne
naissance, et d'abord nous nous occuperons des fractions c o n t i n u e s
de la première classe.

Ces fractions continues sont celles où, dans la partie régul ière , les
numérateurs partiels a sont du premier degré; elles se d iv i sen t en
deux types, selon que les dénominateurs partiels sont du premier
degré ou du degré zéro.

Considérons une fraction du premier type, et soit, pour i^> 2,

a/ -= p .y, cii :.-r cr -h <7' .y.

Pour obtenir une telle fraction, on doi t prendre toutes les fract ions
du Tableau qui sont dans une même file verticale, ou toutes celles qui
sont dans une même file horizontale; considérons, par exemple, les
fractions de la file hor izonta le y. Dans l 'une ou l 'autre des équa t ions

p;r[J,_2+ (0-4- o<r) lî^i=-= [!„ p,:rV,.,2-+- (cr-h cr\y)V^,i = V,-,

remplaçons les polynômes U/-^, U,..i, U,, ou ¥^,2» V / - ^ V^ par l eurs
expressions générales dédui tes des formules du paragraphe précédent
en donnant à p successivement les valeurs i — 3, i — 2, i — i , et iden-
t i f ions ; on obtient trois équations du premier degré en p, o-, cf, qu i
donnent

a, == p x == — ( i — 2 ) je, di r;= o- -•{- o^ x =: y -+- ( — r4- a,'.

Dans le cas actuel, la fraction est de la seconde forme; on calcule
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direc tement , au moyen des formules du n0 41 , les éléments a,, 0.,
a^, â?2 de la fraction ; on a

a i := (/ !,

o,-^! - (y - i)! 2.r+ (,y - a)! îi? ̂ JJ ̂ _ ,.4- (-,)7^

as":: (.— i)^1^^1,

â^= <y -+-1 -f-.r,

ce q u i donne, f ina lement , la fraction con t inue

_ ç^ . (— lY7.^4-1 . .r . a.r . 3,r
yl.« (y ...„ ,)! 1^ +...+ (J,)̂  ̂  ̂ Ti~^ "' y l l l+21+ï '" ̂ -y:̂  - ̂ :-y:̂  ̂  -"-

ou, en rendant égaux à l'unité tous les termes constants des dénomi-
nateurs partiels,

(—Q'7 x^ _ x ^ a,r 3,r

.- ,...„„-. ̂ .,....̂ . -^.ï,...-.,.^. „„...„...„.,. „.„,^!._^ "t.̂  07-f') (y+^i' _ ^•-^W"^3) • (yï^TtTÏ^^ ^^ . —— •^^^ ——— -^-1- ------ -.—^ - ,—_,̂ —.. ...̂  ,,....,..̂ ,,..,,. ^, „„
i .,..,^,. . . -^ ....... ^,..4. „„,..„,„... ..... i ̂  _„_.. ( ...̂  ,.„..—— ( ,̂  _._. j .,(„. „.

î i .'^ yl (/ + i . r/ 4" ^ </ "̂  3 c/ -^ ^

I I est très fac i le , en raison des propriétés é tabl ies dans le n° 64, de
dédui re de là, sans nouveau calcul, la fraction c o n t i n u e dont les ré-
du i t e s successives sont les fractions d 'une même file verticale p du
Tableau; on a alors une fraction cont inue de la première forme :

i x^ .r a.:r; 3,r

, + ̂ 4. ïl +... +xp... 4. Zl̂ ZEl + lZ±ZnZïl), ̂  Î /̂E-t3! ̂  IZEElllZ:!.!!
i t. '.< " /^! .'̂  ^ x c

1 '^ p + i J """ 7T"2 r ̂  77:̂  ' ~ ̂ "̂

Si, dans les deux dernières expressions, on donne à y et à/?, succes-
sivement , les valeurs o, i , 2, 3,.... on ob t ien t la to ta l i t é des f r ac t ions
de la première classe qui sont du premier type. Un calcul abso lument
semblable nous donnerai t les fractions de la première classe qu i sont
du second type; nous ne nous y arrêterons pas et donnerons plus lo in ,
dans le Tableau général, les résultats da calcul.

68. Avant de procéder au calcul des fractions con t inues régulières
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de la deuxième classe, nous devons d'abord rechercher quelles elles
sont ; pour cela, s u i v a n t la théorie générale, il nous faut. trouver les
couples ( p , q}, ( p 4- À, q + A), où A - e s t un ent ier positif , tels que, si
^ et.y? sont, les f rac t ions q u i leur correspondent respectivement,
l 'expression l^Y^ — U^Y, se réduise à un monôme .

Notre po in t de départ sera les fo rmules (n° 66)

r 1
\, ^-U/ l-=:x!)^l e-^-^zP^^î'^ch,

JD

Y/+i ex— (J,+i "-= ^K/4-2/<+i f ^-^-i u ^p+./ii^-- U,•+l"-=:^K/4"-/(+l / ^-^-lu^+./i/^ _ïy/4-/<^-

d'ou l'on d é d u i t

,V,.,, ~ U^Y/= ̂ ^^1 V^2^ /' ^(3-i)^^(^ „„. ,)^/< ̂  _ y^^ f\-^-^zP{z -.-1)^^ [,
L ^o Jo J

et n o u s al lons calculer les premiers termes d u développement su ivan t
les puissances croissantes de x du second membre. Le premier membre
étant, au p lus , de degré p + q 4- A, on voi t qu ' i l nous suffit d 'obteni r
le développement de la seconde intégrale, m u l t i p l i é e par Y,.,,.

Or, en développant e^'^ s u i v a n t les puissances croissantes de oc,
m u l t i p l i a n t chaque terme de la série par z^z — iy/ et en se rappe-
l a n t que

f1^ - ̂ d.= -—rJ^L2^^__,
^o (7?+i)(/>-+-i i) . . .(p,+<7+Q

on obt ient , en in tégran t terme à terme,

r^o
( e-^-^ z? {z - ïYdz

'o

=: ——r-i^JL-i'?__f, ?+' •v ( 7+1 ) (7 +2) a-'
( p + t ) { p + î ) . . . ( p + y + s } { ' p+q+ï i (p+q+•.i)[p+q+3)T~î+••\'v

tl 'autre part, on a

V^i= (y 4 ,o + 2/<)! - (q +p + ̂  - ,) 1 2-1̂  .c + (y + n + a/, _ a)) ( '7+^(9+/'-i) ̂ _ .
I 1 .2 ' ' ' ' '

on en conclut que les trois premiers coefficients du développement de
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l.L-V/.+.-i — U/+-/V< sont, à des facteurs différents de zéro près,

( i 4- // n ~\~ i , ,.,, ^__^-^-^+,/,),
(// 4_ {

( ( ] -+- // ) ( 7 -+- fl — 1 ) — '.>. ———————— ( 7 -+- ? -I- '3 // — 1 )? .4- ^ -..̂  .i

+ __,±/Jlll̂ ^^^^^^^ (^ 4,^4,- ̂  - ,) (./ +/. + ̂ ).( ^ .4-. ,/ 4_ ^ ) ̂ , 4- ,/ + 3 ̂  / / ; ̂  / ^

Le premier de ces coefficients est, comme nous le savions a prion,
ditlerent de zéro. Pour que U/V/M •— U/^,, V/ se rédaise à un monôme,
il faut donc, tout d'abord, que le second s'annule; or on le met iminé-
diaïement sous la forme

( p ,4-1) ( ^ 4 - / / ) — ( ^ + i ) (/^-^//J.
...,.,..__̂ ^̂ ^ _„. .^

ï l est nul pour h == î , quels que soient p et y; il n^est nul que pour
celte valeur tant que l'on n'a. p^s/^ == y. Ainsi, pour deux couples tels
que (^,^), Çp-^r ï , y "+~ î), l'expression U/V/.^ — U/+,iV, se réduit à
un monôme. Nous aurons ainsi à calculer les fractions continues sim-
ples dont les réduites sont des fractions consécutives prises sur une
file parallèle à la diagonale principale; celles de ces fractions qui
seront régulières constitueront les fractions de la première famil le;
el les pourront, d'ailleurs, appartenir à l'un ou à l'autre des deux types
que comprend cette famille.

Quand/? == y, le coefficient précédent s'annule quel que soit h\ faisons
alors p •== (f dans le troisième coefficient, il devient simplement

(j^j-A)^ -^}
'Àp -+• 3

et ne s ' annule que pour h ===2 . Ainsi l 'expression U/Y/^, — U/-n V^ se
réduit encore à un monôme pour tous les couples tels que (/?, /?),
( \p -î- 2, p-}- 2). Nous avons donc à calculer les deux f r a c t i o n s conti-
nues simples qui ont pour réduites les fract ions de la diagonale prin-
cipale prises de deux en deux à pa r t i r de la première; si el les sont ré-
gulières, la seconde f a m i l l e se composera de ces deux f rac t ions (^ * i
pourront d 'a i l leurs appar teni r à l ' un que lconque des trois types de
cette f ami l l e . Telles sont les f rac t ions q u i nous restent à ca l cu l e r

. 4 i t i t . de l'Ee. N'or'mcile. 3" Série. Tome IX. b. ï2
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69. Ce calcul s 'effectue sans diff icultés en s u i v a n t la m é t h o d e q u e nous

avons déjà i n d i q u é e » On trouve qu ' i l y a une i n f i n i t é de fract ions de la
première f a m i l l e ; p a r m i ces f ract ions u n e i n f i n i t é appar t iennent an
premier type, à savoir toutes celles q u i commencent par une fract ion
du bord du Tableau autre que celle qui correspond au couple (o, o):
deux seulement a p p a r t i e n n e n t au second type, celles qu i c o m m e n c e n t
par cette f ract ion. .Enfin les deux f r ac t ions con t inues s imples , q u i
seules peuvent être des fract ions con t inues régulières a p p a r t e n a n t à la
seconde f a m i l l e , sont effectivement régul ières et appa r t i ennen t l ' u n e
et l 'autre au premier type de cette fami l l e .

Nous donnons ci-dessus le Tableau comple t des résultats.

70. Quelques-unes seu lement de ces fractions c o n t i n u e s s e m b l e n t
avoir été obtenues ju squ ' i c i , et cela par des méthodes très différentes .

Si l 'on fait q •==. o dans (2), on ob t i en t la fraction c o n t i n u e d 'Eu le r
re la t ive à la fonct ion ^ (n0 36).

La t ract ion cont inue donnée par Gauss ( ^ ) pou r la série bvper^éo"
métr ique F(a ,p ,Y, . ï ) est, parmi les fractions con t inues régul ières
relatives à cette fonc t ion , celle de la p remière classe et du second type
q u i a pour réduite i n i t i a l e la fraction correspondant au couple (0,0).
Comme cas l imi te de cet te fraction cont inue , il est aisé de dédu i r e celle
re la t ive à e^ donnée par la formule (4) quand on f a i t €]•=-=. o. La for-
mu le se trouve dans le Mémoire même de Gauss; mais on v trouve en-
core ces relations

^•= lirnF ( i , k, i , '^) =r; i +. 'i. l im F ( i , A-, a, ̂  )
A-=^ \ l- ) ï k=» \ 1< )

x .r2 ,. ,,, / , „ x \= - = i 4 ^ » - ^ —— ( i t n i . i /,- 3,- =:. . .,
I 1 .2/..:.^ \ ' î / . ' /

d'où il eût pu, par la même méthode, dédu i r e i m m é d i a t e m e n t toutes
les fractions cont inues données par la fo rmule (3).

C'est à Lagrange (2) que sont dues les trois autres f rac t ions conti-
nues connues; e l les s 'obt iennent en faisant p === o dans (3), p = [

( r) Difsquiutîones ^enernhs, etc. ( OEuvres, t. ÏU, p. i%3, §§ r», 12, 13 et 1 4 ) .
( 2 ) Sur l'usage dc}{ fraction}} continuer, etc. {OEu^res, i. IV, p. Soi, §§ 7-18).
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dans (:")), et la dernière est la fraction (7) elle-même. C'est au moyen
de l ' i den t i t é

• y. • r/J • y,yj,„ 4- — 4- /. ̂  y _ — — — — 4 . /•
i ci ci -r- a

que le grand géomètre d é d u i t de la première de ces trois f ract ions les
deux autres. On aperçoit imi 'nédia îement comment cette i d e n t i t é per-
met de déduire d'une traction con t inue s imple dont un d é n o m i n a t e u r
pa r t i e l est égal à l 'uni té une autre fraction cont inue également simple,
ayant toutes les réduites de la première, sauf une qui. se trouve sup-
primée, à savoir celle qui, dans la première fraction cont inue , cor-
respond au quo t i en t incomplet qui précède ce lu i q u i est égal à l 'uni lé .

Cette s imple remarque permet de déduire toutes les f r ac t ions conti-
nues régulières de la deuxième classe (5), (6 ), (7), (<S), (r)), (10)
que nous avons obtenues des seules fractions (3) et (4) de la pre-
mière classe.

Considérons la t rac t ion (3) et par l 'applicat ion répétée de l ' i d e n t i t é
de Lagrange faisons disparaître les rédui tes de rang pair, on ob t i en t
la fraction (5); de marne de (4) se déduit (6); il suffit de supposer
p r=- o dans (3) et q •== o dans (6) pour ob ten i r les fractions (7) et (8);
les dénomina teurs par t ie l s de ces fractions é tan t égaux à l ' un i t é ,
l ' ident i té devient de nouveau applicable, et, en faisant encore dispa-
raître toutes les réduites de rang pair , on obt ien t les fractions (())
et (îo).

Sur le Tableau des fractions ra t ionne l les approchées de e/\ on aperçoit
bien à quoi reviennent ces opérations; la fraction (3), par exemple, a
pour réduites une suite de fractions en escalier, celles relatives a u x
couples
(?,0), (^4- Ï ,0) , ( p ^ - ï , ï ) , ( ^+ '2 ,1 ) , (^+"2, -2) , ( / , /4-3,2) , ...;

supprimer les réduites de rang pair au moyen, de l'identité de Lagrange,
c'est obtenir la fraction c o n t i n u e qui a pour rédui tes les fractions cor-
respondant aux couples

(p,o), ( p + 1 , 1 ) , (p~^2^)\ ( j?4-3,3), ...,

c'est-à-dire les fractions d 'une file parallèle à la diagonale principale
du Tableau; on a,ainsi une fraction con t inue de la deuxième classe et

Ann. de l'Éc. Normale. 38 Série. Tome ÎX. S, F 3
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de la première famille. On voit de môme que les fractions (9) et (10)
ont pour réduites les fractions de la diagonale principale du Tableau
prises de deux en deux à partir de la première, et qu'elles sont des
fractions de la deuxième famil le .

71. La convergence de toutes ces fractions cont inues régulières
s'établit aisément- Le numérateur de la f rac t ion rationnelle approchée
de é^, relative au couple (/?,y), est, quand on divise les deux termes
de cette fraction (n° 66) par ( p + y)!,

i -^ _^_ ï -^ .__^£Lzill__ .tiL ̂
p - ^ q î ( p - + - y ) ( y j - 4 - y ^ i ) 1.9.

p ( p — r ). . . 2 . i x^
' ( / } -+- q) (p -4- q — f ) . . . (y -+- î ) î . ;>.. . .//

et il est facile de voir ce que d e v i e n t c e polynôme dans chacun des
trois cas suivants : 1° lorsque, y restant infér ieur à un nombre posi t i f
fixe A, p grandit indéf in iment ; 2° lorsque/? et y grandissent indé f in i -
ment, mais de telle sorte que la va leur absolue de la d i f férence/? — y
reste inférieure à un nombre positif fixe A; 3° lorsque,/? restant infé-
rieur à un nombre pos i t i f fixe A, q g randi t i n d é f i n i m e n t . Le numéra-
teur des réduites successives d'une fract ion c o n t i n u e régulière quel-
conque rentre nécessairement dans l ' un ou l 'autre de ces trois cas.

Dansie troisième cas, le nombre des termes du polynôme r e s t a n f c f i n i ,
et chacun de ces termes, sauf le premier , ayan t pour l i m i t e zéro,, il. est
évident que le polynôme a une l imi te égale à ce premier terme, à l ' un i t é
par conséquent.

Dans le premier et le second cas, au contraire , le nombre des termes
du polynôme grandi t i n d é f i n i m e n t ; son é tude ne présente a u c u n e d i f -
f icul té et se fait comme celle de ( ï + - ^ F' quand m grandit i n d é f i n i -\ /// /
ment par des va leurs entières positives.

Observons d'abord que, X dés ignant un nombre posi t i f s u p é r i e u r à
\x\, les modules des termes du polynôme sont au p l u s égaux aux
termes de même rang de la série à termes positifs convergente

'X X2 X^l 4» ._.+. —— 4, — — — + . . . ;
. ' \ l I . 2 I . 2 .3 ' !
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si donc, û, é tant un nombre posi t i f donné quelconque, on choisit Pen-
c?

t i e r pos i t i f^ ' de te l le sorte que la somme de la série
Y/.H--1 X71'"1"12

______^___________ ^ 1 ______^____________ .J_

î . 2. .. ( k -+- i ) i . a. . . ( A- 4- ^}

soit p l u s pe t i te que 1^ la sommer des termes du polynôme qui s u i v e n t
•3

le terme en ^aura assurément un module infér ieur à 7,; de même aussi
les restes R^, R^ des sériesA /> /. \ .>ï (fV

.Z- .2-2 y \ 2 /
î 4- — -f- —— - { - . . . , î -{- — 4~ ———— 4-. . . ,

,i. î . 3 i l . 2

l imi tées aux termes en x 1 ' .
Supposons-nous main tenan t placé dans le premier1 cas, ce lu i où p

seul g rand i t indéf iniment . Le terme général, du polynôme est

p p — ï p — a p — h ~\-^__ _ _ xfl_.
p + ( ] p -\-~ (/ — l p + (/ — ')- ? -t- <] — ^4- î t "12 • • • //

et ridentité
_/^-:^ ̂  ^ __ __^___,
/J + (f — l ~ p -+" (/ — i

montre que ce terme général, a une l imite , égale à

on peut donc prendre p suff isamment grand pour que la (l i t ïerence
entre la somme ^ des k -+• î premiers termes du polynôme et la somme
S^ des k •+- î: premiers termes du développement de ̂  soit et reste plus
petite que |~ en désignant par P le polynôme, on a alors

,,. _ p | ̂  ] sy) +1^) - sf, - /^ | ï | S^ ~ ̂  1 4" | W] | 4- | r, | < s,

ce qui démontre que P a une l imite et que cette l imi t e est ^;.
Dans le second cas, l 'identité

1 1 1 ! ! ! ^ . ! ! .JL̂ llL — i + ^ ̂ J^^z:^
p 4" <7 — i ~" a a ( p 4- ^ -— ^ )
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montre que le terme général du polynôme a une l imi t e égale

et le raisonnement se fait comme précédemment , en r emplaçan t (^\

S^\ E^ par é?8, S'^, B^. Le po lynôme P a alors une l i m i t e égale à e2.

72. Considérons ma in t enan t la fraction cont inue régulière ( i ) ; elle
a pour réduites les fractions rat ionnelles q u i , clans le Tableau relatif à
e^, composent la fi le verticale/?; il en résulte que la su i te des numéra-
teurs de ces réduites tend vers une l i m i t e , l 'un i té . La s u i t e des déno-
minateurs se dédui t de la suite des numéra teurs des f ract ions qui com-
posent la file homonta.le p par le simple changement de .r en "— x
(n° 64); cette sui te a donc aussi une l i m i t e , e^^. La f ract ion c o n t i n u e
est donc convergente et a pour l i m i t e -^-y == ^'.

e_^__
~-^ïle- s

On verrait de même que la fract ion con t inue (2) est convergente et
( ) x

a pour l i m i t e — == <f; enf in que chacune des autres f ract ions (3)-(to)
y

' • '. . , (^
est aussi-convergente et a pour l imi te —j, == e''; donc :

^-2

Toutes les fractions continues régulières relatives à e9' sont convergentes
• e t ont (^ pour limite.

On aperçoit d'un seul coup d'œll les d i f férentes circonstances que
nous venons de rencontrer au. moyen de la figure, ci-dessus.
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Les flèches font connai t re la direction dans laquelle les rédui tes des
f rac t ions c o n t i n u e s régulières progressent dans le Tableau, et les frac-
t i o n s , les l i m i t e s vers lesquelles t e n d e n t alors le numéra t eu r el le déno-
m i n a t e u r de ces rédui tes .

Nous a u r i o n s pu a p p l i q u e r ici les considérations développées dans
les n0-' 45 et s u i v a n t s ; pour toutes les f rac t ions con t i nues régulières
ob tenues , le rayon du cercle (C) est i n f i n i , et comme le d é n o m i n a -
t eu r des rédui tes tend toujours u n i f o r m é m e n t vers une fonct ion con-
t i n u e q u i n'a a u c u n zéro à dis tance f in ie , chaque f r ac t ion con t inue est
convergente dans tout le p lan et a ^ pour l i m i t e . Le Tableau q u i pré-
cède montre b ien comment les fract ions continues régulières se par-
ta ient en groupes de fract ions ayan t une convergence de même nature ,
comme nous l 'avons e x p l i q u é dans le n° 60.

73. Les f rac t ions c o n t i n u e s (9) et (10) ont les mêmes rédui tes ; ce
sont les p lus convergentes des fractions continues régulières relatives
a ^, et même de toutes les fract ions continues simples relatives à cette
f o n c t i o n ; l 'ordre de l ' approximat ion donnée par leurs rédui tes croî t de
quat re uni tés quand on passe d 'une rédui te à la suivante.

Si l 'on suppose x === :r, les trois premières réduites sont

^P ^2H! î 7" «ou i 3

elles sont, comme toutes les autres réduites d 'ail leurs, des valeurs
approchées de e par défau t , et la, troisième représente déjà eavec six
décimales exactes

'•̂  i"7 2 î
——— ~ 2 , TI 8'2 817 . . . .
1 001


