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结构与参量不确定的网络与网络之间的混沌同步*
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进行了结构与参量不确定的网络与网络之间的混沌同步研究.通过设计适当的控制输入,不但实现了两个复杂

网络之间的混沌同步,而且网络节点状态方程中的未知参量和网络内部节点之间的耦合强度也被同时确定. 通过采

用具有调制损耗的 CO2 激光器的状态方程进行仿真实验,发现网络与网络之间的同步性能非常稳定.
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1 引 言

混沌系统在复杂网络上的同步性能是网络动

力学研究的主要内容, 近年来得到了国内外众多
学者的普遍关注, 许多有价值的研究成果已被报
道 [1−9]. 由于复杂网络的同步性能有着广泛的应用
价值, 因此, 它逐步成为复杂网络理论研究的一个
重要分支. 迄今为止,关于网络同步的报道主要集
中在网络内部各个节点之间的混沌同步研究,其节
点的状态方程可以是时间混沌系统 [10−15],也可以
是时空混沌系统 [16−18],这种同步亦被称之为内同
步 (inner synchronization). 然而, 在真实世界中, 存
在着各种拓扑结构等价或拓扑结构不等价的复杂

网络,这些网络和网络之间往往也需要进行同步控
制.例如,利用激光系统进行远程通讯时,若干个激
光系统作为中继系统构成的拓扑结构等价或拓扑

结构不等价的网络和网络之间信号的同步转换在

理论上就相当于网络和网络之间的同步问题.由此
看来,网络与网络之间的混沌同步研究有着重要的
实际意义.这种网络与网络之间的同步又被称之为
外同步 (outer synchronization) . 目前,这种研究的相
关报道还相对较少. 另外,一般情况下,实际连接的
网络结构往往是多种多样的,并且复杂网络本身含
有大量的具有相互作用的节点,在网络实际连接过

程中导致某些节点状态方程中的参量和表征节点

之间耦合强弱的耦合强度不稳定甚至不确定也是

非常容易出现的状况. 因此, 进行结构和参量不确
定的网络与网络之间的混沌同步研究对实际应用

领域更具有借鉴性.
本文进行了结构与参量不确定的网络与网络

之间的混沌同步研究. 通过设计适当的控制输入,
不但实现了两个复杂网络之间的混沌同步,而且网
络节点状态方程中的未知参量和网络内部节点之

间的耦合强度也被同时确定. 通过采用具有调制损
耗的 CO2激光器的状态方程进行仿真实验,发现网
络与网络之间的同步性能非常稳定.

2 网络与网络之间同步的机理分析

考虑由 N 个节点构成的任意结构的复杂网

络, 节点的状态方程是参量未知的 n 维混沌系统.
网络中第 i 个节点混沌系统的状态变量是 xi(t),
xi(t) ∈ Rn. 在不考虑网络耦合作用时,单个节点所
满足的状态方程为

ẋi(t) = f(xi(t)). (1)

这里 f : Rn → Rn.
将状态方程 (1)分离成下列形式:

ẋi(t) =f(xi(t)) = F (xi(t)) +G(xi(t))αi,
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(i = 1, 2, · · · , N), (2)

其中 αi是网络第 i个节点混沌系统中的未知参量.
考虑网络耦合作用时, 由 N 个参量未知的

混沌系统 (2) 作为节点构成的复杂网络具有下
列形式:

ẋi(t) =F (xi(t)) +G(xi(t))αi + σi

N∑
j=1

cijxj(t),

(i = 1, 2, · · · , N), (3)

其中 σi 是网络内部节点之间的耦合强度, cij 是表
示网络拓扑结构的耦合矩阵 C 的矩阵元.
将 (3)式所描述的复杂网络作为目标网络, 受

控的响应网络取下列形式:

ẏi(t) =F (yi(t)) +G(yi(t))αi

+ βi

N∑
j=1

cijyj(t) + ui(t),

(i = 1, 2, · · · , N) (4)

其中 βi 是响应网络内部节点之间的待定的耦合强

度, ui是控制输入.
为了使响应网络同步于目标网络,定义两个网

络节点状态变量之间的误差

ei(t) = yi(t)− xi(t), (5)

则误差随时间的演化关系为

ėi(t) =ẏi(t)− ẋi(t)

=∆F (yi, xi) + ∆G(yi, xi)αi + βi

N∑
j=1

cijyj(t)

− σi

N∑
j=1

cijxj(t) + ui(t), (6)

其中

∆F (yi, xi) = F (yi(t))− F (xi(t)),

∆G(yi, xi) = G(yi(t))−G(xi(t)).

构造网络的 Lyapunov函数

V =
1

2

N∑
i=1

ei(t)
Tei(t) +

1

2η

N∑
i=1

(α̂i−αi)
T(α̂i − αi)

+
1

2

N∑
i=1

(βi − β̂i − σi)
T(βi − β̂i − σi), (7)

上式中 α̂i 代表目标网络和响应网络节点混沌系统

中未知参量 αi 的辨识量, β̂i 表示响应网络中待定

的耦合强度 βi的辨识量, η是大于零的常量.

则 V 的导数为

V̇ =

N∑
i=1

ei(t)
T

[
∆F (yi, xi) + ∆G(yi, xi)αi

+ βi

N∑
j=1

cijyj(t)− σi

N∑
j=1

cijxj(t) + ui(t)

]

+
1

η

N∑
i=1

˙̂αT
i (α̂i − αi)

−
N∑
i=1

˙̂
βT
i (βi − β̂i − σi). (8)

定义目标网络和响应网络节点混沌系统中未知参

量 αi和响应网络中待定的耦合强度 βi的自适应律

˙̂αi =η[∆G(yi, xi)]
Tei(t). (9)

˙̂
βi =

[
(βi − β̂i − σi)

N∑
j=1

cijyj(t)

× (βi − β̂i − σi)
−1

]T
ei(t), (10)

将上述自适应律代入 (8)式中,可以得到

V̇ =

N∑
i=1

ei(t)
T

[
∆F (yi, xi) + ∆G(yi, xi)α̂i

+ β̂i

N∑
j=1

cijyj(t) + σi

N∑
j=1

cijej(t) + ui(t)

]
.

(11)

设计控制输入的结构为

ui(t) =−∆G(yi, xi)α̂i

− β̂i

N∑
j=1

cijyj(t)− εiei(t), (12)

εi 为调控参量, 并利用 Lipschitz 条件, 即对于实
数 ξi > 0,下列关系成立:

|F (yi(t))− F (xi(t))| 6 ξi |yi(t)− xi(t)| . (13)

(11)式可以简化为

V̇ 6
N∑
i=1

ei(t)
T

[
(ξi − εi)ei(t) + σi

N∑
j=1

cijej(t)

]
=e(t)TQe(t), (14)

其中 e(t) = (e1(t), e2(t), · · · , eN (t))T.
当调控参量 εi 选择适当值使 (14)式中的系数

矩阵 Q负定,则存在

V̇ < 0. (15)

根据 Lyapunov定理 [19],两个不确定复杂网络节点
之间实现了完全同步.
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3 仿真实验与讨论

采用物理中具有调制损耗的 CO2 激光器的状

态方程进行仿真实验,检验网络与网络之间的混沌
同步性能.

具有调制损耗的 CO2 激光器的状态方程具有

下列形式 [20]:

dI

dτ
=2γ′

cI(δD − 1),

dD

dτ
=− γ′

Σ(ID +D − 1),

dγ′
c

dτ
=− γ′

0mω sinωτ,

(16)

其中 I 是与光强成正比的量; D表示反转粒子数密
度; γ′

c 是调制损耗的 CO2 激光器腔内光场的损耗

系数. γ′
Σ 是原子能级上粒子数衰减速率. γ′

0 是稳态

时调制损耗的 CO2 激光器腔内光场的损耗系数; δ
是增益参量; m为调制深度; ω 为 CO2 激光器的弛

豫振荡频率.

为计算方便, 作标度变换 γc =
γ′
c

ω
, γΣ =

γ′
Σ

ω
,

γ0 =
γ′
0

ω
, t = ωτ , (16)式可以变换为

dI

dt
=2γcI(δD − 1),

dD

dt
=− γΣ(ID +D − 1),

dγc
dt

=− γ0m sin t.

(17)

具有调制损耗的 CO2 激光器参量 δ = 2, f =

2π/ω = 78.8 kHz, γ′
Σ = 103 s−1, γ′

0 = 7 × 107 s−1

时, 作出 CO2 激光器的状态方程的最大 Lyapunov
指数随参量m的演化关系如图 1所示. 图 1显示的
最大 Lyapunov 指数存在大于零的区域, 表明参量
在该区域时系统处于混沌态. 我们在 Lyapunov指
数大于零的区域取参量值为m = 0.03,作出此时系
统状态变量构成的相图如图 2所示.

仿真实验时, 取 CO2 激光器的状态方程 (17)
作为目标网络和响应网络的节点,两个网络分别取
四个节点,即 N = 4. 将四个 CO2 激光器的状态方

程 (17)分别按照 (3)式和 (4)式的连接构成目标网
络和响应网络. 其耦合矩阵采用实际物理过程中常

用的单向星型结构,网络内部的耦合矩阵为

C =


0 0 0 0

1 −1 0 0

1 0 −1 0

1 0 0 −1

 . (18)

假设网络节点 CO2 激光器的状态方程中增益

参量 δ 未知, 响应网络控制输入的形式满足 (12)
式,两个网络节点状态方程中的未知参量 δ 由相应

的自适应律 (9)式所替代,响应网络连接中待定的
耦合强度由相应的自适应律 (10) 式确定, 选取参
量 σi = 1, η = 1, εi = 5. 进行网络的耦合连接并对
响应网络实施控制输入,仿真模拟目标网络和响应
网络节点状态变量之间的误差随时间的演化规律

如图 3—6所示.
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图 1 最大 Lyapunov指数随参量m的演化
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图 2 系统状态变量构成的相图

从图 3—6中可以看出,网络在耦合连接初期,
由于目标网络和响应网络各节点状态变量所取的

初始值不同, 因此, 其误差 e1 = (e11, e12, e13)
T,
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e2 = (e21, e22, e23)
T, e3 = (e31, e32, e33)

T, e4 =

(e41, e42, e43)
T 随时间演化的差异十分明显. 但

经过一个暂态过程后,两个网络中相对应的四个节
点误差变量随时间的演化均趋于零,两个网络之间
的混沌同步得以实现.

4 结 论

我们研究了两个结构与参量不确定的网络与

网络之间的混沌同步规律. 首先基于 Lyapunov 定

理,确定了网络节点状态方程中的未知参量和响应
网络待定的耦合强度,并实现了两个结构与参量不
确定的网络与网络之间的混沌同步.进一步采用具
有调制损耗的 CO2 激光器的状态方程作为单向星

形结构网络的节点进行了仿真实验. 仿真结果显示,
对目标网络和响应网络实施耦合并对响应网络实

施控制输入后, 经过一个短暂的过渡过程, 两个结
构与参量不确定的复杂网络节点之间达到了完全

同步.
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图 3 两个网络第 1个节点之间的误差
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图 4 两个网络第 2个节点之间的误差
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图 5 两个网络第 3个节点之间的误差
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图 6 两个网络第 4个节点之间的误差
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Abstract

Chaos synchronization between complex networks with uncertain structures and unknown parameters is investigated. By design-

ing appropriate control inputs, we achieve the synchronization between two complex networks. The unknown parameters of nodes at

two networks and the coupling strength between the nodes are identified simultaneously in the process of synchronization. The CO2

laser equation with modulation loss is taken for example to simulate experiment. It is found that the synchronization performance

between two networks is very stable.
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