
��������	 
�� �������	 �� �������� �
�� ���

ν����

�� ������ �� ��	
�� �� �� ����

������ �� ����� ������ ������

������������	
 �����������
 ������������������	�����

��������� ��� 	�	�� ����
���  �� ��!	� � 
�� �"  �� "�## 	� �� �"

 �� $�##%&��$� ν%�'�� ��  �� �#���
��# !� ���  �� ���� 	��(
��  $�

	���!� ���)  �� ��*�#��
+� 
�� 	���!� �� λ �� ν $�
�� ��  #��  �� $
 �

�"  ��  ��� �"  �� ε%
�����
 
(� ��� �	 
!
+� �, �'�� ��� 	�	�� 	��	����

�� �-�
��  � $�,  � *� �##  �� ��#� 
��� �, (��,
�* ν �� λ� � ���#,+��

�#��  �� � �		
�* �"  �� �#*��
 �! ��
�*  �� #��(�%���%�� %��
 ��
���

� �������	�
��

��� ��� ��	
���� �� � �
����� ���
� �
� ������	 ��� ��	�����
� ��
����� ����
��� ��	
���� ��������� �� ε����������� �
� ����� ���������	 �� ��

�����

� �� ��	�����
� �����
�� ��� �����
� �� �������� ��� � ��	��������
� ��������
λ �� � �� ����� ��� ���� ���
 ��
����� �� ���� ε ≥ 0 
� �� ���� !� ��
�������� ��
��� 
� ε �� ��"���# �� ν���� ���
� ��� ��
�
��� ��� ������ 

��
������� �������� �� ����� 
� ε ����

$�� �������� �
�%� ���� ���� �������� 
 �� � 
� ������	 �� ����	 
� ��
���������� $
� ��� 
� �������� ���� �� ��
����������
� �&� 
� 
� ��������
������� ��
� �
���� �'� 
 	���� �� ������
�� ������ # �
��� ����
����� �����

� �� �
�����
� 
� �� ��	��������
� ���� ���� ���� ����� ������ �(# )�
����� �� ��
���� � ���� ��� ��� �� 
 	� ��� �� 
����� �
���
��� *�����#
	���� �� ������ ��	�����
� �����
�# �� ��+ �
���
� ,�� �� � ������������-
�� 
������ � �
����	 � ������ � ��� ��� ��� ��� �.���
��� *� �� �����# ��
��
�
�� 
 �+��
�� �� �
��������
��� ����� 
� �� � ������������ �
� ν����
� �
��
���	 �
 �
���
� ���� ,λ���� ��� ν����-�

/����	 �� ��
�� ��	��������
� ��� �� �
 ��
�	�� *�����# �� ���� ����
����� 
 ������� ��
� � �� ��� ������ �
� �� � ������������� ���� ��� ��
�
�� ����	 � 	����������
� ���
� 
� �� ������ 
� ��� ���
�� 0� ��
�
�� 

������� �� ������
���
� ,122- �����
� ������ �� �
���
� ���� �� 
����

 ���� �� ���� 
� �� 	����������
� ���
� � ���� ���� ��� 122 �� %�
��

 �� �������� �� ��� � ��	� �
�����
��� �
�� /
�����# � �+��
���	 ��
�������� ��
��� 
� �� ����
� ���
� ��	
���� �3� ��� �
�����
� ���
�� ������� ��� !��� �� �
������
� 
� �� ν���� ��
����# �� �������� ��
���������� 
� �� �
���
� ����� ��� ��+ ����
� ���� ��� �� ������
� 

�
� �� ��	
���� ������� �� ��� ����
� ������� �+��������� �������

� �� ν���� ����
��

!������	 m ������	 �
��� {(xi, yi) ∈ X ×R}# �� ν���� ��	
���� 
�������
�� ε����������� �
� L(y, f(x)) = max(0, |y−f(x)|−ε) ��� ���
�� �� ��
����
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�
�����
� 
� �� ε���� ���� *� ������ �
������
� ��4{
minf,ε,ξ,ξ∗ λ

2 ‖f‖2
H + νε +

∑m
i=1 ξi + ξ∗i

s.t. − ε − ξi ≤ yi − f(xi) ≤ ε + ξ∗i , ξi, ξ∗i ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . , m} ��� ε ≥ 0

!��
����	 
 ��� �
������
�# �� �������� ν ������ �� �� ������� [0, m]�
* 	���� �� ����� �
��� 
� �� ������ 
� �
��� ���
��� 
 �� 
����� ��
��� ��� � �
��� �
��� 
� �� ������ 
� ����
� ���
��� ��� ��	�����
�
�����
�4 f(x) = 1

λ (
∑m

i=1 (α∗
i − αi)k(xi, x) + β0) ��� β0 = λb �� �� �
���
�


� �� �����
�� ��
����� /���# k(., .) ��������� �� %����� ��� �� 1�	���	�

���������� α
(∗)
i ��� �
���
�� 
� �� ���� ��
���� ,��� K �� 5��� ����+-4

{
maxα∗∈Rm,α∈Rm − 1

2λ
(α∗ − α)�K(α∗ − α) + (α∗ − α)�y s.t.

0 ≤ αi, α∗
i ≤ 1, ∀i ∈ {1, . . . , m} ��� (α∗ − α)�1m = 0, (α∗ + α)�1m ≤ ν

� ��������
�� �� �� ν���� �����
�� ����

5���� 6+�� ������ 
� �� ��	��������
� �������� λ ��� 
� ν# �� 77� �
��
���
�� ����� �� ��
���� ���������
� 
� b ��� ε ���� ��� .���� 
� ��
��	�����
� ������� 
� �� ��
��� ������� ��� ��� 
� ��� ����
� �� 
 ���� ��
�� ��
���
� 
� �� ��	�����
� �����
� f(x) ���
����	 
 �� ������
�� 
� λ
�
� ν 6+��4 �� λ����� 8
������� # %�����	 λ 6+�� � � �����6�� �����# ��
��	�����
� �����
� ��� �� ���� ��� ��� ������ 
 ν4 �� ν����� 9
��
���	 ��

��	���� ���� �� �)�# � ��� �� ��
�� �� ���� ���� ��� ��������� ������� ���
������ ��	��������
� ��� �
� ��� �)� ��� �+����� 
 �� �
���� ��� ,λ����
��� ε����- �� �:�� *� ��� �����# �� 	��� ��
��� �
������
� 
� �� �
���� ���
�� �� �
���� �� ν���� ������ 
� �� ε����� $
��
��� ��� �
������
� ��
����� 
� �
�� ������� � ����������� ν� 1� ��6�� �� �
��
���	 ���4

L : yi − f(xi) < −ε, ∀i ∈ L, αi = 1, α∗
i = 0 �
����� �
���

R : yi − f(xi) > ε, ∀i ∈ R, αi = 0, α∗
i = 1 �
����� �
���

C : |yi − f(xi)| < ε, ∀i ∈ C, αi = 0, α∗
i = 0 ������� �
���

EL : yi − f(xi) = −ε, ∀i ∈ EL, 0 ≤ αi ≤ 1, α∗
i = 0 ������ �
���

ER : yi − f(xi) = ε, ∀i ∈ ER, αi = 0, 0 ≤ α∗
i ≤ 1 ������ �
���

��� ��� L ��� R �
���� ���������� �� �
��� ��� ���
�� ���
�	��	 
 ��
��� ��� ��� ��	� ��� 
� �� ε���� ������� �� �
��� 
� EL ��� ER ��� 
� ��
��� ��� ��	� ���
��� ��� ������� 
� C ��� �� �
��� �� �� ����

��� �����	
	��� � 	�� λ��
	�

0� ����
�� �� ����� 
� ν �� �
����� 1� f t(x)# �� �
���
� 
������ �
� λt�
��� �
�����
����	 ��� ��� Lt# Rt # Ct# ELt# ERt� ��� ��������� 
� �� �
���
��� ���������������� �� λ �� �
�	 �� �� ��� ��� �
 �
��6��� ��� %� �
�� ��

 �������� �� ������ 
� λ �
� ����� � �
�� �
��� ��
� � �� 
 ��
��� 
���
��� �
��6���
� 
� �� ��� ������� �� 
�� 
� ���� ��	� �
��� 
�����4 ��
� Lt
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 ELt ,in(�)-# ��
� Rt 
 ERt ,in(r)-# ��
� Ct 
 ELt 
� ��
� Ct 
 ERt ,in(c)-;
��
� ELt 
 Lt ,out(�)-# ��
� ERt 
 Rt ,out(r)- ��� 6���� ��
� ELt 
� ERt 

Ct ,out(c)-� <��
�� �� �������� � ���� �
��� 
� �� ������	 �
���# �� ����
�
� λt+1 < λ < λt# �� ��	�����
� �����
� �� λf(x) = λf(x)−λtf t(x)+λtf t(x)�
/���� �� ����4

λf(x) =
∑

i∈ELt∪ERt

(δα∗
i − δαi) k(xi, x) + δβ0 + λtf t(x) ,�-

��� δαi = αi − αt
i# δα∗

i = α∗
i − α∗t

i # δβ0 = β0 − βt
0� *� �� ���� �����
�# ��

��� �� ������� 
�� 
��� EL ��� ER �� �� 1�	���	� ��������� �
�����
����	

 �� 
��� ��� ��� 6+�� ,�.��� 
 = 
� �-�

9
� j ∈ ELt# �� ����4 yj − f t(xj) = −εt� ������
��# �� �
��
���	 �.���
�
�
���4 λ(yj + ε) =

∑
i∈ERt∪ELt (δα∗

i − δαi)k(xi, xj) + δβ0 + λt(yj + εt)� < 
��6���	 d = λε ��� δd = λε − λtεt# �� 	�4

(λ − λt)yj =
∑

i∈ERt∪ELt

(δα∗
i − δαi)k(xi, xj) + δβ0 − δd ∀j ∈ ELt

�������� # �
� j ∈ ERt# 
�� ��� ��������4

(λ − λt)yj =
∑

i∈ERt∪ELt

(δα∗
i − δαi)k(xi, xj) + δβ0 + δd ∀j ∈ ERt

>���	 �� �
������� (α∗ − α)�1 = 0 ,����� ����� 
 (δα∗ − δα)�1 = 0- ���
(α∗ + α)�1 ≤ ν ,����� (δα∗ + δα)�1 ≤ 0- 
� �� ���� ��
����# �� 
���� ��
������ � ��� 
� |EL| + |ER| + 2 �.���
��4 Aδ = (λ − λt)z �����4

A =

⎡
⎢⎢⎣

−K(EL, EL) K(EL, ER) 1 −1
−K(EL, ER)� K(ER, ER) 1 1

−1� 1� 0 0
1� 1� 0 0

⎤
⎥⎥⎦ , δ =

⎡
⎢⎢⎣

δα
δα∗

δβ0

δd

⎤
⎥⎥⎦ , z =

⎡
⎢⎢⎣

yELt

yERt

0
0

⎤
⎥⎥⎦

1� η = A−1z# �� ��������� ��� 	���� � ���� �.���
�� ������ �� λ4

αt+1 = αt + (λ − λt)ηα, α∗t+1 = α∗t + (λ − λt)ηα∗ ,&-

βt+1
0 = βt

0 + (λ − λt)ηβ0 ,'-

dt+1 = dt + (λ − λt)ηd ,(-

����� �����	 �� EL �
 ER ��� ������� �� �� ���	 out(�)� out(r) ��� out(c)

����� ����� 
���� ���������� ,��� 
 �� ��6���
� 
� �� ��� ��� �� �����-
���� �� ��������� α ��� �� �
����� �# �� ��������� α∗ ����� ����
�
����� � ��� �
� ��������� ���� �� ����� 0� !��
����	 
 &# �� 	�4

λt+1
out(�) = 1−αt

i

ηαi
+ λt, i ∈ ELt; λt+1

out(r) = 1−α∗t
i

ηα∗
i

+ λt, i ∈ ERt

λt+1
out(c) =

{−αt
i

ηαi
+ λt, i ∈ ELt

}
∪

{
−α∗t

i

ηα∗
i

+ λt, i ∈ ERt

}
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����� �����	 �� L� R� C ��� ������� �� in(�)� in(r) ��� in(c)

����� ����� 
���� ���������� ���� yi − f(xi) = −εt+1 �
� �����
��� i ∈ Lt#
yi − f(xi) = εt+1 �
� �����
��� i ∈ Rt ��� |yi − f(xi)| = εt+1, �
� i ∈ Ct�

< ��������	 �.���
�� & � ' �� ,�- ��� ���� �
�� ��	�����# �� 	�4 f(x) =
λt

λ [f t(x) − ht(x)]+ht(x) ��� ht(x) =
∑

i∈ERt∪ELt (δα∗
i − δαi)k(xi, xj)+δβ0�

>���	 ,(- ��� �� ���� �����
�# �� ������ 
� λ ���
����� 
 ���� ����� ���4

λt+1
in(�) =

λt(ft(xi)−ht(xi)−εt+ηd)
yi−ht(xi)+ηd

, i ∈ Lt λt+1
in(r) =

λt(ft(xi)−ht(xi)+εt−ηd)
yi−ht(xi)−ηd

, i ∈ Rt

λt+1
in(c) =

{
λt+1

in(�), i ∈ C
}
∪

{
λt+1

in(r), i ∈ C
}

����� λ����� ����
����

��� ��+ ����� λt+1 �� �� ���	�� �
����� ����� 
� λ ���� ��� λt� ��� ��"���
��� 
� �� ���
� �� 
 6�� �� ������ �
�6	����
� 
� λ ���� �� ���� ���
�
ER ��� EL �
����� � ���� 
�� �
�� ,��� �)# :�-� 0� ��������� 
�� ��	
����
� �
����	 � ?@ ��
��������� �� ��	
���� ��
����� ���� 
�� ���
� ���
���
��� 
� �� ����� 
� λ ���
��� ������ ! ���� ���# �
����	 �� ������ � ���
��� � �
����+� 
� O(p3) ��� p = |EL| + |ER| + 2� ��� ��������
� 
� h(x)
��.�����O(m(|EL|+|ER|)) 
�����
�� ��� �� �����
� 
� �� ��+ ���� �������
� �
����+� ��
� O(m)�

��� �����	
	��� � 	�� ν��
	�

*� ��� ����# �� �������� λ �� 6+�� ��� �� �+����� �� ���� 
� ν 
� �� ��	����
��
� �
���
�� ��� ��
�
��� ����
��� �� ��
��� ������� 
 �� �������
� 
� ��
λ����� 1� �� �������� νt �
�����
����	 
 �� �
���
� f t(x)� 1� νt < ν <
νt+1 ���� �� �� ��� 
������ � �� ��� t ��� �
 �
��6��� !� λ �� �
����#
��
� ,�-# �� 
����4 λ (f(x) − f t(x)) =

∑
i∈ERt∪ELt (δα∗

i − δαi)k(xi, x)) + δβ0.
!��
����	 
 �� �
����
�� ����6�� � �� �
��� ���
�	��	 
 EL ��� ER ,���
�������� yi − f(xi) = −ε ��� yi − f(xi) = ε- �� 
���� �� �� 
� �.���
��4

∑
i∈ERt∪ELt

(δα∗
i − δαi)k(xi, xj) + δβ0 − δd = 0 ∀j ∈ ELt ,)-

∑
i∈ERt∪ELt

(δα∗
i − δαi)k(xi, xj) + δβ0 + δd = 0 ∀j ∈ ERt ,3-

��� δd=λ(ε − εt)� !��
 ����# �� �
����
� (α∗−α)T 1=0 �
��� ��� ����� 

(δα∗−δα)�1 = 0 ������� �� ���.���� (α∗+α)�1 ≤ ν  ����� �� �
������
(δα∗+δα)�1 ≤ ν−νt� 5�
����	 ��� ���� �.���
��# �� 
���� � ������ � ���4

Aδ = (ν−νt)z ��� z=
[

0 0 0 1
]�

� ��� ������ 
� ν �
�����
����	 
 ��
����� ��� �
����� � ���� ��	 �� �����
�� ���������� ��� ����� in(�)#
in(r) ��� in(c) ��� �� ����%�� � ����	 �� �����
� f(x) = f t(x) + ν−νt

λ ht(x)
������� ��
� �� ������	 �.���
�� 
� �� ��������� ��� ������ 
 ν� ���
�
����+� 
� ���� ��� �� �.��� 
 �� �
����+� 
� � ��� 
� λ�����
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��� ν���� �� ������� 
 �� λ����� /��� �� ����������
� 
� �� ��	
����
�� ��� �� �� ��� ��

�� ν �� 
�� 
� �� �+���� �����4 ��

���	 ν ����� �����
�� �
 ������	 �
�� �� ���
��� 
 �� 
����� �� ��� ,ν �� �� ����� �
��� 
�
�� ������ 
� �
��� 
����� �� ���-� ��� ������ �
���
� �� ��� ������ ���
�� ��� �� ����� ������
�� �� 122 ���
� ��� �� �
����� ��� .���%� � !
��
��� 
� ν ≈ m ����� 
 � �� ���� ��� 
������ �
���
� �� ���� ������ ���
������� � ��	� �
�����
��� �
� 
� �� 122 ���
��

��� .����
� ������ �
� 
 ����� ��
� � ��� 
 �� 
���� !� � ���� ���

� � ��� ��� �� ��������� ��� ���������# �� �������	 �� ����� ������� �� �
�	
�� ���� ���
� �
����� � ���� 
�� �
��� �����% �� �� ��������� λ ��� ν
��� �� ��������� 
� ��������� ��
�	 �� �����

� �������
�� �� �� ���

! ���� ���# �� .����� �� 	����������
� ����� 
� �� 
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