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Abstract

Numerous problems in machine learning and computer vision are discrete. As a
complicating factor, they often involve large data sets and higher-order interactions
between elements in the data. For example, segmenting an image into foreground
and background requires assigning a label to each pixel in the image. As object and
background commonly have significant wide-range coherency, the most probable
label of a given pixel is not independent of the labels of other pixels. In general,
if such interactions are important to a problem, it may be inappropriate to reduce
it to efficiently solvable combinatorial problems like cuts in a neighborhood graph,
because tractability frequently results from ignoring global interactions.

This thesis addresses a class of combinatorial problems that admit high-order in-
teractions between elements. The interactions take the form of a submodular set
function over edges in a graph. In particular, the thesis introduces cooperative cuts
whose cost function is not a sum of edge weights, but a submodular function on
edges. We show that cooperative cuts generalize and enhance graph-based models
and applications in machine learning and computer vision.

The first part of the thesis studies theoretical and algorithmic questions, including
upper and lower bounds on the approximation factor of the minimum cooperative
cut problem. In addition to theoretical bounds, we empirically test the approxima-
tion algorithms on average and worst-case instances.

The second part investigates the impact of coupling edges in graph cuts. Graph cuts
are frequently used for representing functions and thereby offer a tool for minimiz-
ing those functions efficiently. Cooperative cuts widen the range of representable
functions, and we employ them to define energy functions. An energy function
characterizes a probabilistic model and determines the complexity of inference in
this model. Although cooperative cut energies possess none of the commonly used
properties that imply tractability, the algorithms from Part I solve the inference
problem within a bounded approximation factor.

Next, we explore an application. Cooperative cut energies encompass several recent
models in the computer vision literature, and they establish the foundation for new
models. In particular, the thesis introduces a new criterion for image segmentation
that considers the homogeneity or congruity of the object boundary. This criterion
remedies shortcomings of the popular graph cut method, notably, it preserves fine
structures of the object even when the contrast is low.

The next result is motivated by a corpus subset selection problem. Even though
this problem corresponds to minimizing a submodular function and is solvable in
polynomial time, the complexity of state-of-the-art exact algorithms is too high for
large data sets. The observation that cooperative cuts can represent any submod-
ular function is the key to a faster algorithm for minimizing submodular functions
approximately.

The third part of the thesis widens the scope and studies combinatorial problems
with submodular cost functions in an online framework. Sequential decision prob-



lems ask to solve a problem repeatedly while an unknown cost function changes
over time. The thesis proposes two generic Hannan-consistent algorithms building
on the approximation methods discussed in Part I, and an algorithm for the sub-
class of “label cost” functions. The results generalize commonly studied linear loss
functions and apply to a variety of problems.



Zusammenfassung

Zahlreiche Optimierungsprobleme im Bereich des Maschinellen Lernens und Sehens
sind diskret. Die Probleme werden dadurch erschwert, dass sie haufig Interaktio-
nen von Datenelementen beinhalten und trotzdem auf grofen Datensétzen gelost
werden miissen. Als Beispiel kann die Segmentierung eines Bildes in ein Vorder-
grundobjekt und Hintergrund herangezogen werden, wobei jedem Pixel ein ent-
sprechendes Label zugewiesen wird. Da sowohl Objekt als auch Hintergrund meist
grofflachige Kohédrenzen aufweisen, ist das Label eines gegebenen Pixels nicht von
den Labeln anderer Pixel unabhéngig. Mehrere Pixel miissen gemeinsam betrachtet
werden. Wenn solche Interaktionen wichtig sind, dann kann es unangemessen sein,
das Problem auf einfach 16sbare kombinatorische Probleme zu reduzieren, deren
Losbarkeit auf dem Fehlen globaler Kopplungen von Variablen beruht.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit kombinatorischen Problemen die weit-
rangige Kopplungen zulassen. Diese Kopplungen werden durch eine submodu-
lare Mengenfunktion iiber Kanten in einem Graphen ausgedriickt. Insbesondere
definiert die Arbeit kooperative Schnitte, deren Zielfunktion nicht die Summe der
Kantengewichte, sondern eine submodulare Funktion iiber Kanten ist. In der Ar-
beit wird gezeigt, wie kooperative Schnitte auf Graphen basierende Modelle und
Anwendungen im Maschinellen Lernen und Sehen erweitern.

Der erste Teil der Arbeit befasst sich mit theoretischen und algorithmischen Fragen
wie unteren und oberen Schranken fiir Approximationsfaktoren. Neben der Her-
leitung theoretischer Schranken wird das Verhalten der beschriebenen Algorithmen
empirisch untersucht.

Das Thema des zweiten Teils der Arbeit sind mathematische Modelle und An-
wendungen, die von kooperativen Schnitte profitieren. Schnitte in Graphen wer-
den unter anderem benutzt um Funktionen zu reprasentieren und auf diese Weise
effizient zu minimieren. Kooperative Schnitte erweitern die Klasse der darstell-
baren Funktionen. In der Arbeit werden sie angewandt um Energiefunktionen zu
definieren. FEine solche Energiefunktion charakterisiert ein probabilistisches Modell
und bestimmt, wie schwer das Inferenzproblem in diesem Modell ist. Die Klasse
der durch kooperative Schnitte definierten Funktionen erfiillt keine der géngigen
Kriterien, die Inferenz in Polynomzeit ermoglichen. Dennoch 16sen die Algorithmen
aus dem ersten Teil das Inferenzproblem approximativ.

Dariiber hinaus werden Anwendungen beschrieben. Energiefunktionen aus koopera-
tiven Schnitten beinhalten einige im Bereich des Maschinellen Sehens bekannte
Modelle und bilden gleichzeitig die Grundlage fiir neue Modelle. Als konkretes Bei-
spiel wird in der Arbeit ein neues Kriterium zur Segmentierung von Bildern einge-
fiihrt, welches die Einheitlichkeit des Objektrandes einbezieht. Dieses Kriterium
verringert die Probleme der haufig verwendeten Graph Cut-Methode. Insbesondere
feine Strukturen lassen sich nun viel besser segmentieren.

Ein weiteres Ergebnis ist durch ein Problem motiviert, eine Untermenge von Ele-
menten eines Korpus auszuwéahlen. Dieses Problem ist ein submodulares Minimie-



rungsproblem und in Polynomzeit l6sbar, allerdings sind bekannte Algorithmen
in der Praxis nicht auf grofsen Datensédtzen anwendbar. Ein neuer, praktikablerer
Approximationsalgorithmus entsteht aus der Beobachtung heraus, dass kooperative
Schnitte jede submodulare Funktion darstellen kénnen.

Der dritte Teil der Arbeit erweitert den Rahmen der behandelten Probleme und
untersucht allgemeinere kombinatorische Probleme mit submodularen Kostenfunk-
tionen, die als sequentielle Entscheidungsprobleme betrachtet werden. Bei sequen-
tiellen Aufgaben muss ein gegebenes Problem wiederholt gelost werden, wobei sich
die unbekannte Kostenfunktion &ndert. Die Arbeit beschreibt zwei generische, Han-
nan-konsistente Algorithmen, die auf den in Teil I eingefiihrten Techniken aufbauen.
Desweiteren wird ein Algorithmus fiir die Unterklasse der Label cost-Funktionen
entwickelt. Die Ergebnisse dieses Teils erweitern den Bereich bekannter Ergebnisse
von linearen auf nicht-lineare (submodulare) Kostenfunktionen und umfassen eine
Spanne von Problemstellungen.
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