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H e r r  L . S e i d e l  s p r a c h :

„ U e b e r  e i n e  e i n f a c h e  E n t s t e h u n g s w e i s e  d e r  

B e r n o u l l i ’ s c h e n  Z a h l e n  u n d  e i n i g e r  v e r 

w a n d t e n  R e i h e n “ .

1.

(Worterklärung.) W e n n  zu  e in e r G rö ss e n re ih e  a , b , 

c, d, . . . . v o n  u n b e s tim m te r  A u s d e h n u n g  d ie  D iffe ren zen  

g e b ild e t w erd e n

Jb  =  b — a  

z /c  =  c — b  

z /d  =  d - c  

e tc .

d a r a u f  au s  d ie sen  d ie  zw e iten  D iffe ren zen  

J*c — 4  c —  Jh  

z/*d =  Jd  — Jc  

e tc .

f e rn e r  d ie  d r it te n

z / 8d  =  z /*d  — z/*c 

etc .

u n d  so  fo r t , so d as s  d as  n u r  n a c h  l in k s  u n d  n a c h  o b en  b e 

g r e n z te  D iffe re n z e n -T a b le a u  e n t s t e h t :

11*
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a

Jb
b J*  c '

J e J ·  d

c J* i J*e
Jd J*e

d d * e J *f

Je J*  f

e d * f . . .
J i • * * *

f . . . . · .

so  s o ll im  F o lg e n d e n  d ie  G rö s s e n -F o lg e  a , b , c, d , . . . 

d ie  S t a m m r e i j i e  u n d  d ie  G rö ssen fo lg e  a , J b , z / sd,

. . . .  w e lch e  d ie  a n d e re  B e g re n z u n g  des T a b le a u 's  b ild e t,  

d ie  T  e r  ra  i n  a  1 -  R  e i h  e  d e r  K ü rz e  h a lb e r  g e n a n n t  w e r d e n  1).

A ls d a n n  f in d e t fo lg e n d e r  S a tz  s t a t t ,  in  w e lc h e m  sich  

w a h rs c h e in l ic h  d ie  e in fa c h s te  G en esis  d e r  B e r n o u l l i ’ s e h e n  

Z a h l e n  a u s s p r ic h t :

B e g in n t m a n  d ie  T a b e lle  m i t  d e r Z a h l a  =  V 0 = .  1 u n d  

s e tz t  s ie  d u rc h  w e ite re  G rö ssen  b  =  V , , c =  V 2 e tc .  n a c h  

d e r  V o rs c h r i f t  f o r t ,  d ass  v o m  3 te n  G l ie d e a n  S ta m m r e ih e  u n d  

T e rm in a lre ih e  d u rc h a u s  ü b e re in s tim m e n , so  w ird

V , —
1
a

II

>

B , =
1
e

V , = 0 v. = —  B* =
1

*i

V 5 = 0 v .« +  B» —
1
42

V , = 0 v .= — b 4 =
1
80

e tc . e tc .

1) N ach  e in e r a n  sich  g leich  b e re c h tig te n  und  w oh l e tw a s  h ä u f ig e r 

g e b ra u c h te n  S ch re ib w eise  w ü rd en  d ie  G lied e r  u n s re r  T e rm in a l-R e ih e  m it 

a , J a , e tc . zu  benennen s e in . F ü r  d as  F o lg en d e  i s t  a b e r  d i e  h ie r 

a n g e w a n d te  B eze ichn ung  en tsc h ied e n  bequem er, w eil es h ie r  w ic h t ig e r



w obei d ie  G rö ssen  B  d ie  B e r n o u l l i ’s c h e n  Z a h l e n  s in d , 

u n d  w o  a llg em e in  V r d e r  C o effic ien t i s t  des G liedes  e r s te r  

O rd n u n g  in  d e r  g a n z e n  F u n c tio n  ( r  +  l ) ten G rad es  v o n  tn , 

w e lch e  ( fü r  g an z e  Z a h le n  m ) g le ic h  i s t  d e r  S u m m e  

0 r +  l r +  2 r +  . . . +  m r.

A b g e k ü rz t  k a n n  m a n  d e n  S a tz  so fa s s e n :

D i e  R e i h e  d e r  B e r n o u l l i ’ s c h e n  Z a h l e n  i s t  

z u m  A n f a n g s g l i e d e  1 d i e j e n i g e  F o r t s e t z u n g ,  

w e l c h e  v o m  d r i t t e n  G l i e d e  a n  s i c h  s e l b s t  z u r  

T e r m i n a l  r e i h e  h a t .

S c h o n  b  m u s s  d en  b e so n d e ren  W e r t h  V t ^  h a b e n , 

d a m it (b e i a n  1) c ~  z / 2c w e rd e n  k a n n ;  eb en so  m u ss  d a n n  

c s e lb s t  d en  b e s tim m te n  W e r th  j  e rh a lte n ,  d a m it d  — 

w ird , u . s. w ., so d ass , w e n n  m a n  E in m a l  a  =  1 a n  d ie  S p itz e  

g e s te l l t  h a t , a l le s  w e ite re  m i t  N o t w e n d i g k e i t  b e s tim m t is t .  

( In  e in e r  R e ih e  a u c h  s ch o n  b  =  Jh  zu  m a ch e n  n eb e n  

c =  z/*c, d  =  e tc . is t  u n m ö g l ic h , w e n n  sie n ic h t  au s  

la u te r  N u lle n  b e s te h e n  so ll.)

W e n n  m a n  d ie  in  u n s e rm  o b ig e n  T a b le a u  s c h ie f  a u f

s te ig e n d e  Z a h le n re ih e , w e lch e  m i t c o rre s p o n d ire n d e n  G lie d e rn  

d e r  S ta m m - u n d  T e rm in a lre ih e , w ie  b  u n d  c u n d  ^ * c ,  

d  u n d  z / 8d . . . e n d ig t, d e r  K ü rz e  h a lb e r  e in e  Z e i l e  d e r  

D iffe ren ze n ta fe l  n e n n t ,  so  i s t  d ie  D iffe ren z  zw isch en  b e lie 

b ig e n  zw ei G lie d e rn  e in e r  Z e ile  im m e r g le ich  d e r  S u m m e  

d e r  zw isc h en ste h en d en  G lie d e r  in  d e r  v o ra n g e h e n d e n , d . h . 

w en n  g  , h  a u fe in a n d e rfo lg e n d e  G lie d e r  d e r  S ta m m re ih e  

s in d  u n d  s >  r  so h a t  m a n

r  r - | - l  s  —  1 r  s

J  g-\- J  g  + . . . - +  z /  g  =  z / h  —  J \ l 

w ie s ich  d u rc h  S u m m a tio n  d e r  D e f in it io n s g le ic h u n g e n

L. Seidel: Entstehungsweise der BemouUi’sehen Zählen etc. 159

is t ,  d a s  v e rän d e r lich e  le tz te  a ls  das  m e is t  c o n s ta n te  e rs te  G lied  sog le ich  

e rk en n en  zu la sse n , w elches b e i d e r  B ild u n g  irgend* e in e r  D ifferenz con- 

t r ib u i r t  h a t.



158  Sitzung der math.-phys. Classe vom 5. Mai 1877. 

a

Jb
b  z / * c

z / c  ^ #d

c  ^ * d  z / 4 e

J i  J*e
d d * e

dH
e d af

J f

so  s o ll  im  F o lg e n d e n  d ie  G rö s s e n -F o lg e  a , b , c, d , . . . 

d ie  S t a m m r e i > h e  u n d  d ie  G rö ssen fo lg e  a , Jhy ^ * c ,  z /* d , 

. . . .  w e lch e  d ie  a n d e re  B e g re n z u n g  des T a b le a u ’s b ild e t,  

d i e T e r r a i n a l - R e i h e  d e r  K ü rz e  h a lb e r  g e n a n n t w e rd e n  *).

A ls d a n n  f in d e t fo lg e n d e r  S a tz  s t a t t ,  in  w e lch em  s ic h  

w a h r s c h e in l ic h  d ie  e in fa c h s te  G en esis  d e r  B e r n o u l l i ’ s c h e n  

Z a h l e n  a u s s p r ic h t :

B e g in n t m a n  d ie  T a b e lle  m i t  d e r  Z a h l a  =  V 0 =  1 u n d  

s e tz t  s ie  d u r c h  w e ite re  G rö ssen  b  =  V , , c =  V 2 e tc . n a c h  

d e r  V o rs c h r i f t  f o r t ,  d a s s  v om  3 te n  G l ie d e a n  S ta m m re ih e  u n d  

T e rm in a lre ih e  d u rc h a u s  ü b e re in s tim m e n , so  w ird

v . - t  v>= B« = j

y, =  o y4= - B , =  - i  

i) v* = o v« =  +  b, — £

v ,  =  o  v 8= - b 1 =  - 1

e tc . e tc .

1) N ach  e in e r a n  sich  g le ich  b e re c h tig te n  und  w ohl e tw a s h ä u f ig e r  

g e b ra u c h te n  S ch re ibw eise  w ü rden  d ie  G lied e r  u n s re r  T e rm in a l-R e ih e  m i t  

a , ^ a ,  e tc . zu benennen  se in . F ü r  d as  F o lg en d e  i s t  a b e r  d ie  h ie r  

a n g e w a n d te  B eze ichn ung  e n tsc h ied en  bequ em er, w eil es h ie r  w ic h tig e r



w o b e i d ie  G rö ssen  B  d ie  B e r n o u l l i ’s c h e n  Z a h l e n  s in d , 

u n d  w o  a llg em e in  V r d e r C o effic ien t i s t  des G liedes  e r s te r  

O rd n u n g  in  d e r g a n z e n  F u n c tio n  ( r  +  l ) 1*“ G rad es  v o n  tn , 

w e lch e  ( f ü r  g an ze  Z a h le n  m ) g le ic h  is t  d e r  S u m m e  

0 r +  l r +  2 r +  . . . +  m r.

A b g e k ü rz t k a n n  m a n  d e n  S a tz  so fa s s e n :

D i e  R e i h e  d e r  B e r n o u l l i ’ s c h e n  Z a h l e n  i s t  

z u m  A n f a n g s g l i e d e  1 d i e j e n i g e  F o r t s e t z u n g ,  

w e l c h e  v o m  d r i t t e n  G l i e d e  a n  s i c h  s e l b s t  z u r  

T e r m i n a l  r e i h e  h a t .

S c h o n  b  m u s s  d e n  b es o n d e ren  W e r t h  Vt =  ^  h a b e n , 

d a m it (b e i &= 1) c =  J 2c w e rd en  k a n n ;  eb en so  m u ss  d a n n  

c s e lb s t d en  b e s tim m te n  W e r t h  e r h a l te n , d a m it d =  J* i  

w ird , u . s. w ., so d ass , w e n n  m a n  E in m a l  a  =  1 a n  d ie  S p itz e  

g e s te l l t  h a t ,  a l le s  w e ite re  m i t  N o th w e n d ig k e it  b e s tim m t is t .  

( In  e in e r  R e ih e  au c h  s ch o n  b  =  Jb  zu  m a ch en  n eb en  

c =  J*c, d  =  z / 8d  e tc . is t  u n m ö g l ic h , w e n n  sie  n ic h t  a u s  

la u te r  N u lle n  b e s te h e n  so ll.)

W e n n  m a n  d ie  in  u n s e rm  o b ig e n  T a b le a u  s c h ie f a u f

s te ig e n d e  Z a h le n re ih e , w e lch e  m i t c o rre s p o n d ire n d e n  G lie d e rn  

d e r  S ta m m - u n d  T e rm in a lre ih e , w ie  b  u n d  J b y c  u n d  z / 2c, 

d  u n d  z / 8d . . . e n d ig t, d e r  K ü rz e  h a lb e r  e in e  Z e i l e  d e r  

D iffe ren z e n ta fe l  n e n n t ,  so i s t  d ie  D iffe renz  zw isch en  b e lie 

b ig e n  zw ei G lie d e rn  e in e r  Z eile  im m e r g le ich  d e r  S u m m e  

d e r  z w isc h e n s te h e n d e n  G lie d e r in  d e r  v o ra n g e h e n d e n , d . h . 

w en n  g  , h  a u fe in a n d e rfo lg e n d e  G lie d e r  d e r  S ta m m re ih e  

s in d  u n d  s >  r  so h a t  m a n

r  r  +  l  * —  1 *■ *

J  g-\- J  g  +  . . . - f i  g  =  z / h  —  Jh.  

w ie s ic h  d u rc h  S u m m a tio n  d e r  D e fin it io n s g le ic h u n g e n
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is t ,  d a s  v e rän d e r lich e  le tz te  a ls  d a s  m e is t  c o n s ta n te  e rs te  G lied  sog le ich  

erk en n en  zu la sse n , w elch es b e i d e r  B ild u n g  irgend* e in e r  D ifferenz con- 

t r ib u i r t  h a t .
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r  r  r - f -  1

J h  —  J  g  =  J  h

r + 1 r  +  1 r + 2

J  h  —  J  g — J  b

* —  l  5 — 1 s

J  h  — J  g = J h

s o fo r t  e r g ib t .  D a ra u s  fo lg t, dass, w e n n  d ie  b e id en  e x t r e m e n  

G lie d e r  e in e r  Z eile  u n s e r m  P o s tu la te  g e m ä ss  e i n a n d e r  

g le ich  se in  s o lle n , d ie  S u m m e d e r  G lie d e r  d e r  v o ra n g e h e n d e n  

Z e ile , in  u n s e rm  F a lle  s o n a c h  je d e r  e in z e ln e n  Z eile  v o n  d e r  

z w e iten  a n , g le ich  N u l l  sein  m u ss . H ie ra u s  k a n n  m a n  s ic h  

e in e  R e g e l e n tn e h m e n , u m  d ie  T a fe l m i t  d e n  B e rn o u ll i’s c h e n  

Z a h le n  successive  zu  e r w e ite rn . G e s e tz t  s ie  l i e g t m i t  a l le n  

D if fe ren ze n  b e re its  a u s g e fu ll t  v o r  b is  zu  d e n  G rö ssen

p - H

V  =  ( l )  B  u n d  V  = 0  
2p  p  2 p + 1

e in s c h lie s s lic h , u n d  V  w ird  g e s u c h t ,  so b e g in n e  m a n
2P+2

p ro v is o r is c h  e in e  n e u e  Z eile  n a c h  B e lieb e n  a u f  d e r S e i te  d e r  

S ta m m re ih e  o d e r d e r  T e r m in a l r e ih e  m i t  0 , u n d  fü lle  d e m -  

gem ä88 d ie se  Z eile  a u s ; d ie  A n z a h l ih r e r  G lie d e r  i s t  2 p  +  3 , 

d ie  S u m m e  d e rs e lb e n  fin d e  s ic h  =  c d .  A ls d a n n  m u s s  

m a n  a n  d ie  S te lle  des p ro v is o r is c h e n  W e r th e s  N u l l  a m  

E n d e  d e r  Z eile  s e tz e n

P ( l )

V  =  ( - 1 )  B  =  -  — —
2 p  +  2 p  +  1 2 p + 3

w o d u rc h  o ffe n b a r  je d es  G lied  d e r Z e ile  u m  eben  d ie se  

G rö sse  v e rä n d e r t  u n d  a lso  d ie  S u m m e r ic h t ig  a u f  N u ll  g e 

b r a c h t  w ird .

(E in e  A b k ü rz u n g  d ie se r  V o rs c h r i f t  s. in  § 2).

D e r B ew eis, d ass  d ie  n a c h  u n s e re r  R e g e l g e fu n d e n e n  

G rö s se n  V  in  d e r  T h a t  'd ie  b e k a n n te n  s in d , e r g ib t  s ich  a u s  

F o lg e n d e m :
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Wenn aus einer Anzahl q +  1 von Grössen a, b, c, 

. . . .  v, w, x alle Differenzen unseres Tableau’s gebildet 

werden, so drückt sich bekanntlich die letzte derselben 

durch die Glieder der Stammreihe aus wie folgt:

1 ' 1 *2  1)

- p  q ( q - l ) . . . _I ,
- r  1 . 2  · - - q  

Wenn also für a, b, c . . .  x solche Zahlen V 0, Vl f . .  Vq 

genommen werden, welche (abgesehen von den zwei ersten 

Gliedern in der Reihe) allgemein machen =  x, so ge

nügen diese Grössen der recurrireuden Gleichung

m  n _ q v  q(q - 1) v  . q (q -i) (q -2 )  v
ii) o - T v q_ ^ ------ — r r ^ s —  q~*

, q (q — 1) . . .  2 Tr -J- q (q— 1 ) . . .  1 T7.

· · ' *  1 * 2 .  . (q — 1) Vl +  1 - 2 . . q  #

aus welcher sie, nachdem V 0 =  1 gesetzt ist, in bekannter 

Weise gemäss den Gleichungen I. bestimmt sind.

Will man indess nicht schon als bekannt voraussetzen, 

dass die Bernoulli’schen Zahlen nebst zwischengesetzten 

Nullen es sind, die dieser recurrirenden Gleichung genügen 

( — etwa weil man zur Bestimmung jener Zahlen von der 

Gleichung nicht gleichzeitig für gerade und für ungerade 

q Gebrauch zu machen nöthig hat — ), so wird die Bedeutung 

unserer V  am Bequemsten durch folgenden allgemeinen 

Satz ermittelt:

Wenn man hat

u i )  « + ^ + ^ y +  J ^ 3 / + · · · · ininf - - f(y )

so ist zugleich

, IIt, , Jb , A * c  1 , S d  s . . . ,  ... . _ 
in ) a +  y  y  +  jTg y +  YTjTßV +  ■ .·*«!<· = t (y h  1
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(Der Beweis ergibt sich aus der Multiplication der 

Reihen fy und e ~ y and aus dem obigen Ausdrucke der 

Differenzen durch die Glieder der Stammreihe von selbst.)

Da nun in unserem Falle die letztere Reihe von der 

ersteren nur um — y verschieden ist, so bestimmt sich f  

durch die Gleichung

f(y)e- y =  f(y) -  y 

and indem man setzt y — und für die a, b . . unsere V  

nimmt, so findet sich

IV) =

—  1  8 1  3 *  B j

~  r ^ 2  — P Y 7! 7!  “  · · · ·

übereinstimmend mit der bekannten Bedeutung der Ber- 

noulli’schen Zahlen für die Entwicklung dieser Functionen.

2.

Wenn man den Anfang der in Zahlen ausgefüllten 

Differenzen-Tafel vor sich hat. (s. die Beilage 1), so erkennt 

man, ausser dem schon hervorgehobenen Gesetze, dass in 

jeder Zeile die Summe aller Glieder gleich Null ist, noch 

eine durchgehend symmetrische Stellung der Zahlen in jeder 

Zeile nach beiden Seiten ihrer Mitte, — in d e r  Art,  dass 

in den Zeilen von ungerader Gliederzahl (welche mit Ber- 

noulli’schen Zahlen endigen) beiderseits des Mittelgliedes auch 

die Vorzeichen dieselben sind, während in den mit Nullen 

endigenden Zeilen von gerader Gliederzahl die Zeichen 

beiderseits entgegengesetzt sind und d a d u r c h  das Ver

schwinden der Summe bedingen.

Dass diese Symmetrie ein durch die ganze Tafel bestehendes 

Gesetz ist, erkennt man leicht durch vollständige Induction, 

welche von Einer Zeile, in der es erfüllt is t , zunächst auf
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die folgende schliesst. Indem man sich die erste Hälfte der 

neuen Zeile aus ihrem Anfangsglied (in der Stammreihe) und 

aus den Gliedern der vorigen Zeile durch S u b t r a c t i o n  

abgeleitet denkt, die zweite Hälfte der neuen Zeile aber durch 

A d d i t i o n  aus ihrem mit dem Anfangsglied übereinstim

menden Terminalglied und den Gliedernder zweiten Hälfte der 

vorigen Zeile, so hat man vorwärts und rückwärts durchaus 

dieselben Zahlenpaare, nur nach Umständen mit entgegen

gesetzten Zeichen, zu vereinigen.

Offenbar muss hiernach in den Zeilen von ungerader 

Gliederzahl das Mittelglied entgegengesetzt gleich sein dem 

doppelten der Summe der ihm vorangehenden oder auch der 

ihm nachfolgenden Glieder, — wonach sich nunmehr, wenn 

die Differenzentafel bis einschliesslich zu den Zeilen mit 

V2p und mit Vgp+i =  0 ausgefüllt vorliegt, ein abgekürztes 

Verfahren zur Berechnung von Vgp+g ergibt.

Man setzt (wie zuvor) an die Stelle dieser noch un

bekannten Grösse in der Stamm- oder in der Terminal

reihe provisorisch eine Null, füllt aber von da aus die neue 

Zeile nur bis einschliesslich zu ihrem Mittelgliede aus: 

findet man dieses =  r  und die Summe der auf seiner 

Einen Seite stehenden Glieder =  a, so ist der richtige 

Werth

W\ V  2g +  T
2P+a 2 p +  3

Diese auf der Symmetrie in den einzelnen Zeilen be

ruhende Abkürzung lässt sich aber ebensogut in den For

meln wie in der Zahlenrechnung verwerthen.

Nach dem schon in § 1 benutzten Satze über die 

Summe einer Reihe auf einander folgender Glieder einer Zeile 

ist der Complex derjenigen, welche vor dem Mittelgliede der 

mit der Bernoulli’schen Zahl V?p beginnenden Zeile stehen;



v +  j v  + j v  +  · ·. +  j p~ ' v  
2p 2p 2p 2p

P P

=  V - J  V  =  — J V  
2p-f-l 2p -f-1 2p-f*l

(wenn p nicht =  0).
p

Dagegen ist das Mittelglied jener Zeile =  J  V ; man
2p

muss also haben
p p 

J Y  = 2 J V
2p 2p-j- I

wie auch aus der Zahlentafel ersichtlich ist. Drückt man 

nun diese beiden Differenzen durch die Glieder der Stamm

reihe aus, so erhält man:

y  _ P y  _|_ P fe " "1) y  _ .
2p 1 2p— 1 1 * 2  2p — 2

— 2  ( v  - P - v  + L f c i ) y
v 2 p - f l  1 2p 1 *  2p - l  /

wo die Summen beiderseits durch das Verschwinden der Bino- 

minal-Coefficienten von selbst an gehöriger Stelle abbrechen; 

nämlich links hinter dem Gliede mit Vp und rechts hinter 

demjenigen mit V p+ i .  Setzt man voraus, da ss  p m i n 

d e s t e n s  =  2 ist, so sind die V  von ungeradem Index, 

■ welche in der Gleichung Vorkommen, alle Null. Die Glei

chung geht in diesem Falle in folgende Form über:

VI) y  (2p + 1 )  +  ( E ± 1V 1oJT y = -  V (2p - 1 )
1 2p 1 4  0  2p — 2

( p + l ) p ( p - l )  (p.- a ) .f c i )  y  (2 3) +  .
1 2 o 4 5 2p — 4

oder noch etwas eleganter, indem man setzt

VII) Y  =  (2p +  1) V  -  ( - l ) P+1(2p +  1) B
2p 2p p

in die folgende:
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VIII) ‘’ t ' Y  + (E± ^ Ä — Y
1 2p 1 2  3 2p — 2

. ( H - l ) p ( p - 1) ( p - 2 H p — 3) Y  
+ -----------1 - 2 ·' 8 T 5 ----------- 2p—4 . · · =  0

Dies ist die vereinfachte recurrirende Gleichung für die 

Bernoulli’schen Zahlen, nach welcher jede neue Grosse dieser 

Art nicht durch die s ä m m t l i c h e n  ihr vorangehenden 

ausgedrückt erscheint (wie in der gewöhnlischen Formel), 

sondern auf wesentlich halb so viel Glieder reducirt ist. 

Denn je nachdem p gerad oder ungerad ist, endigt die Reihe 

mit Yp oder schon mit Y P-f-i.

Der Fall ist vielleicht der erste von der A rt, dass die 

Zurückführung einer neuen Grösse erfolgt auf eine Anzahl 

von vorangehenden, die nicht fix ist, aber doch nicht bis 

an den Anfang zurückgeht.

Im Uebrigen ist unsere Gleichung auch noch desshalb 

bequemer als die gewöhnliche, weil die in ihr auftretenden 

Binomial-Coefficienten zu einer viel niedrigeren Potenz ge

hören, daher auf kleinere Zahlen führen*).

Sind z. B. bekannt die Werthe

V  =  -  V  — —  —  V — 4 - —  V — ___ -  V  =  4 .  A
2 6 ’ 4 30 ’ e 4 2 1 8 3 0 ’ io +  66

2) v o n  S t a a d t  gibt in § 9 seiner Dissertation de numeris Ber- 

noullianis (Erlangen 1845), welche auch den Beweis seines schönen Satzes 

über die Nenner derselben enthält, Formeln von wesentlich ebensoviel 

Gliedern wie oben für jedes neue B. In jeder derselben kommen aber 

dennoch alle vorangehenden B, paarweise za Prodacten verbanden, vor. 

Dem eben erwähnten Beweise selbst ist dort eine Darstellung von Br 

durch die Terminalglieder zur Stammreihe 0**, 1**, 2 * , .  . (2r)ir zu 

Grunde gelegt Auch die Verbindung, welche G. B a u e r  in Crelle — 

Borchardt’s Journal., Bd. 58, mit Staudt ganz ähnlichen Ausgang nehmend, 

zwischen der harmonischen Reihe und der der Bernoulli’schcii Zahlen 

nachgewiesen hat, ist aufs Engste verwandt mit der Beziehung zwischen 

Stamm- und Terminalreihe.
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oder

y  =  \ , y  -  - 1- ,  y  =  +  L  y  =  -  ^ , y  -  + 1 
l l 4 1 ) 6  0 8  10 10 6

so erhält man für die sechste Bernoulli’sehe Zahl:

7Y + 3 5 Y  +  21Y +  Y  -  0 
12 10 8 6

oder
875 -  189 +  5 691 

“ 7V - ---------30--------- =  30
daher

Y  ^  =  13 V ; B =  691
12 210 12 6 2730

Ebenso nunmehr für die siebente:

8Y +  56Y +  56Y +- 8Y =  0
U  12 10 8

Y  =  -  7 (Y  +  Y  ) -  Y  ^  691 ° -+  9 
14 12 10 8 30

=  Y =  1 5V  ;B  + 1
*  14 7 O

U . 8 . W .

3.

Man gelangt ebenfalls zu den Bernoulli’schen Zahlen, 

zwar nicht völlig so direct, aber auf eine für die numerische 

Rechnung noch bequemere Weise, wenn mau (abgesehen 

vom Anfang) die Glieder der Terminalreihe denjenigen der 

Stammreihe entgegengesetzt anordnet. Nur im Vorbeigehen 

mag der Fall erwähnt werden, wo man zu a =  1 schon 

b =  -  ^/b, c =  — J*c , d == — etc. postulirt; hier wird 

die Stammreihe

1 i R ~ * 0 , — R , 0 , —f- K , 0 ,  — R
1 « 3 5 7
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wobei die Grössen R  die Bedeutung haben

1 2m

R R  3 RR
5 5

1 - 2 - 3 - 4 - 5

Ihre Berechnung durch successive Ausfüllung des 

Differenzen-Tableau’s würde sich zunächst auf das Princip 

gründen lassen, nach welchem die Differenz zwischen Stamm

glied und Terminalglied einer Zeile, hier also die Grösse 

J^2R2m+i immer gleich ist* der Summe aller Glieder der 

vorangehenden Zeile; man würde aber alsbald auf eine sehr 

wirksame Vereinfachung des Algorithmus geführt werden 

durch die Wahrnehmung einer dem vorigen Falle durchaus 

analogen Symmetrie in der Stellung der Zahlen der ein

zelnen Zeilen, und durch den mit Hilfe dieser Symmetrie 

leicht zu erweisenden Umstand, dass auch hier das Mittel

glied einer Zeile von ungerader Gliederzahl gleich ist dem 

doppelten des in der Differenzen-Tabelle gerade unter ihm 

stehenden Gliedes. Man erhält dabei, wie leicht einzusehen, 

bei den Zahlen der Tafel keine ändern Nenner, als Po

tenzen von 2. Noch wesentlich bequemer, weil man nur 

mit g a n z e n  Z a h l e n  zu rechnen hat, gestaltet sich aber 

die Sache, wenn man den Beginn der Reihe ein wenig 

ändert.

Macht man nämlich

x = z  0 , b =  1

und setzt nun die Stammreihe so fort, dass 

c =  — J e  , d ~  — J*d , . . .  

wird, — so gestaltet sie sich wie folgt:

0 , 1 ,  -J- D , 0 ,  — D , 0 , - j - D  , . . .

, . · ·

8
wobei man hat
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2m
X I) D = 2 ( 2  - 1 ) B

2m— 1 m
mul

m  %  1  *  =  ^  * + r w i  *  +  r i . 7 W i  *  +  ■ ·

Bekanntlich sind die Grössen 2 (22m -  1) Bm ungerade 

ganze Zahlen. Wenn man sich erlaubt dieselben (die übri

gens noch mit 22m — 1 gemeinschaftliche Factoren enthalten 

können, die sich dann bei der Bildung von Bm aufheben) 

der Kürze halber die „ B e r n o u l l i ’ sehen Z ä h l e r “  zu 

nennen, so kann man sonach unsern Satz, in einer zwar ab

gekürzten aber der Erläuterung nicht bedürfenden Form, 

so aussprechen:

Die B e r n o u l l i 9s e h e n  Z ä h l e r  sind zu den A n -  

fangsgliedern 0 , 1 diejenige Fortsetzung, bei welcher alle 

ferneren Glieder der Stammreihe den entsprechenden der

- Tertninalreihe entgegengesetzt werden

Denn nach dem allgemeinen Satze (s. oben Gl. 111. und 

III*), wonach

f x e  =  ( a + y + ^  . . . ) e  =  a + y  x .

2

_i_ J c  * .
+  r r 2 X + · · ·

«erhält man mit den oben angeführten unserem Falle ent

sprechenden Werthen a, b, c, . . . und den dazu gehörigen 

Jb, i^̂ c, . ·  .  ·

fx e =  2x — fx
also

1 +  e

woraus sich Gl. XII. ergibt wenn man x — £ i  setzt.



Denkt man sich nun, um von der 3ten Zeile an in 

Stamm- und Terminalreihe entgegengesetzte Glieder zu er

halten, den Anfang des DifFerenzen-Tableau’s

0
1

1

zunächst (wie in dem letztbesprochnen Palle) auf die Weise 

fortgesetzt, dass man jede weitere Zeile in der Stammreihe 

mit der Hälfte der Gliedersumme der ihr vorangehenden 

Zeile beginnt, so tritt sofort in der so angelegten Tafel 

(s. Beilage 2) wieder die Symmetrie in den Zahlen einer 

Zeile hervor, — diesmal in der W eise, dass in den mit 

Null beginnenden und ebenso endigenden Zeilen von gerader 

Gliederzahl in gleichen Entfernungen von der Zeilenmitte 

beiderseits gleiche Zahlen Stehen, während die mit D 

beginnenden und mit D endigenden Zeilen ungerader 

Nummer in der Mitte eine Null, und beiderseits derselben 

entgegengesetze Zahlen enthalten. Die allgemeine Giltig

keit dieser Regel wird (ganz wie in § 2) durch vollständige 

Induction sofort evident gemacht, indem man immer die erste 

Hälfte einer neuen Zeile aus der ersten Hälfte der voran

gehenden und dem Stammgliede der neuen, die zweite Hälfte 

der letztem aber aus ihrem dem Stammgliede entgegengesetzten 

Terminalgliede und der zweiten Hälfte der vorangehenden sich 

berechnet denkt. Hiernach kennt man also in den Zeilen un

gerader Nummer, welche mit ̂  D beginnen, mit ^  D endigen 

müssen, ohne Weiteres das Mittelglied 0, von welchem aus 

man nunmehr diese Zeilen ganz leicht ausflillt, während die 

Zeilen gerader Nummer, da sie mit 0 anfangen und schliessen, 

von dem Einen dieser Enden an ausgeflillt werden. Damit 

ist auch evident, dass die Tafel nur ganze Zahlen ent

halten kann; und es wird unnöthig, bei der Rechnung, von 

den einzelnen Zeilen des Tableau’s mehr als die Hälfte 

(einschliesslich des Mittelgliedes 0, wo ein solches vorhanden
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ist) anzuschreiben. Man bemerkt weiter in den Zeilen- 

Hälften, auf welche hiernach die Betrachtung reducirt 

werden kann, dass alterirend ein Paar derselben nur posi

tive, das nächste Paar nur negative Zahlen enthält, u. s. f . ; 

und beweist leicht wieder durch vollständige Induction (mit 

Hilfe des Umstandes, dass die Zeilenhälften abwechselnd mit

0 beginnen und endigen) die Allgemeinheit auch dieses Ge- 

setees, zufolge dessen alle D positiv ausfallen. Folge eben 

dieses Umstandes ist es weiter, dass, indem man die Aus

füllung der Halbzeilen stets auf der Seite beginnt, wo in 

ihnen die 0 steht, und also abwechselnd von links nach 

rechts und von rechts nach links rechnet (ßovoTQoyrjdov) 

die absoluten Werthe der Zahlen beständig wachsen, indem 

niemals zwei mit ungleichem Vorzeichen zusammenzulegen 

sind. Für die numerische Rechnung kann man hiernach 

die Zahlentafel der Form einer Differenzen-Tabelle ent

kleiden, durchaus einfach die absoluten Werthe apsetzen, 

die zuvor von links nach rechts aufsteigende Zeile hori

zontal anordnen, und durch eine leichte Verschiebung der

selben bewirken, dass überall die Zahlen gerade unter ein

ander zu stehen kommen, welche man in der Rechnung zu

sammen zu addiren hat. A uf diese Art erhält man an 

Stelle der Hälfte unseres Differenzen-Tableau’s zur leichten 

und ganz mechanischen Berechnung der Bernoulli’schen 

Zähler das t r e p p e n  f ö r m i g e  S c h e m a  in Beilage 3 3), 

in  w e l c h e m ,  a b g e s e h e n  v o n  d e n  N u l l e n ,  mit 

welchen, abwechselnd links und rechts, die Zeilen beginnen, 

j e d e  Z a h l  die S um m e ist  aus der n eb en  ihr  s t e 

henden  k le ineren  (oder gleichen) und der gerade  über 

d ie ser  l e t z t e m  b e f i n d l i c h e n  Zahl.  Fügt man die
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3) In derjenigen Anordnung, welche für die Beilage gewählt wurde, 

sind, wenn man die Zeilen mit den vorderen Zeilenhälften in Beilage 2 

vergleicht, links und rechts gegen eiuander umgetauscht.



Vorschrift hinzu, dass jede neue Zeile mit einer Null gerade 

unter der zuletzt angeschriebenen Zahl der vorausgehenden 

begonnen wird, und endlich, dass (in der von uns gewählten 

Anordnung) jede links mit 0 beginnende Zeile rechts mit 

einer Zahl über die vorangehende heraustritt (indem auch 

noch die Null der letztem zu der unter sie geschriebenen 

addirt, d. h. letztere Zahl repetirt wird), während die von 

rechts gegen links ausgefÜllten Zeilen ihr Ende erreicht 

haben, sobald der Platz unter der 0 der vorangehenden Zeile 

ausgefüllt ist, — so hat man den Inbegriff der einfachen 

Vorschriften, nach welchen sich aus dem Anfänge

1

0 1

das weitere Zahlengefüge von selbst ergiebt, — zu dessen fer

nerer Fortsetzung man jederzeit nur die letzte vollständige 

Zeile nöthig hat. Darin sind die rechts heraustretenden un

geraden Zahlen 1, 1, 3, 17, 155 etc. die Bernoulli’schen Zähler 

D, welche der Reihe nach mit 2 ( 2 * — 1), 2 (24 —  1),

2 (2*— 1), 2 (28— 1) etc. dividirt werden müssen, um die Ber

noulli’schen Zahlen B (~- , ^  ^  ^  etc.) zu geben 4).

Die Nenner der Form 2 (2*— 1) können noch mit den zuge

hörigen Zählern D gemeinschaftliche Factoren enthalten, welche 

man a priori angeben kann, da nach Staudt der Nenner von 

Br in seiner einfachsten Gestalt bekannt ist, nämlich gleich 

dem doppelten Producte aller ungeraden P r i m z a h l e n

2d +  1* für welche  ̂ eine ganze Zahl wird. Nennt man
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4) Man kann noch im Schreiben des Tableau etwas dadurch kürzen, 

dass man die zwei ersten Zeilen ganz und von jeder folgenden die letzte 

Zahl zur Rechten weglässt. Nur müssen dann die rechts anfangenden 

Zeilen, statt mit Null, mit der Repetition der zuletzt vorher gebildeten 

Zahl begonnen werden.

[1877. II. Matb.-phys. C1J 12
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dieses Product JI (2d +  1) so wird hienach
2r

2 —  1 

J I ( 2 d +  1)

der gemeinschaftliche Factor s$in im Zähler und Nenner 

des Ausdruckes

D
* - i  _ =  B

2 (2 * — 1)

Die Eigenschaft der Grössen D, in der Terminalreihe 

auf die entgegengesetzten Werthe zu führen, liefert eine 

recurrirende Gleichung, welche irgend ein D durch sämmt- 

liche vorangehenden ausdruckt. An die Stelle derselben kann 

man aber die gekfirzte Formel von wesentlich nur halb so 

vielen Gliedern und kleineren Zahlencoefficienten setzen, 

welche unserer GL VIII. für die B analog ist, und welche 

im gegenwärtigen Falle (noch etwas einfacher als dort) die 

Bedingung ausspricht, dass das mittelste oder (r +  l )te  Glied 

der mit Djr—i beginnenden Zeile im Differenzen -  Tableau 

gleich Null ist. Unter Voraussetzung, dass r mindestens 

gleich zwei ist, erhält diese abgekürzte Formel die Gestalt:

XH I) D —  r ir~ o ~ D •f r ( r ~ 11 ) (or ~ 2 )i r -  - D
2r — 1 1 * 2  2r— * 1 ’ 2 * 3 ’ 4 r l — 6

— . . . =  0

(links soweit fortzusetzen bis die Binominal -  Coefücienten 

von selbst verschwinden); während D ,, welches nicht aus 

dieser Gleichung sich ergibt, =  1 ist.

Sind z. B. schon bekannt 

D, =  1 , D, =  1 , D, =  3 so erhält man 

D, =  6D, —  D, =  17 

D, =  10 D, —  5 D, =  155 

D „ =  15D, —  15 D, +  D, =  2073
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Du =  21 Du — 35 D, +  7Df =  38227

11· 8· W·

Hiernach ist znm Beispiel die 6 te  Bernoulli’sche Zahl 

D

B =

ebenso die 7te

11 2073 691

• 2 ( 2 * - l )  2 ‘ 6 3 * 65 2730

B =  
1

D i* 38227 7

2 (2 M- 1 )  2 ' 127 · 129 6

Da z. B. bei dieser letzten der kleinste Nenner 6 nach 

der Staudt’schen Begel sofort bekannt ist, so weiss man 

sogleich, dass 43 * 127 als Divisor in Df, stecken muss.

Unter den Binomial-Coefficienten

r f r - l )  r (r— 1) ( r - 2 )  ( r - 3 )

1 - 2  ’ 1 * 2 · 3  * 4 * * * *

befindet sich nothwendig eine ungerade Anzahl solcher, 

welche angerade Zahlen sind, —  weil ihre Summe gleich ist

\  ( d  + 1 /  +  (1 -  l / )  -  1 =  2 _ l —  1.

Daraus folgt, dass D ^ - i  eine ungerade ganze Zahl sein 

muss, wenn sämmtliche vorangehenden D es sind; also, da 

schon Dt ungerad ist, dass alle D es sein müssen. Diese 

bekannte Eigenschaft der Beraoulli’schen Zahler kann man 

in gleicher Weise durch vollständige Induction auch aus der 

Anordnung der Zahlen in unserem Treppen-Schema erweisen.

Der Vortheil, in der Rechnung nur mit ganzen Zahlen 

zu thun zu haben, ist so erheblich, dass für die numerische 

Berechnung der Grossen B es durchaus am bequemsten 

scheint, durch ihre Zähler D zu gehen, —  sei es nun, dass 

man diese letztem aus dem Treppenschema oder aus der 

gekürzten recurrirenden Gleichung XIII. bildet. Von diesen
12·



beiden Wegen selbst bietet der durch die Formel den V or

theil, dass man weniger Zahlen anzuschreiben hat, — indem 

nämlich in der Zahlentafel zur Berechnung eines neuen D 

immer zwei neue Zeilen ausgefiillt werden müssen. Dem 

steht jedoch zn Gunsten der letzteren Rechnungsweise gegen

über, dass sie weder Multiplicationen noch auch Subtrac- 

tionen erfordert, sondern nur Additionen der allerbequemsten 

Art. Denkt man sich, dass etwa von späteren Grössen B 

oder D nur die wichtigsten Ziffern berechnet werden sollen, 

so kann man in dem Zahlenschema von irgend welcher 

Zeile an eine Kürzung durch Weglassen der Endziffern vor

nehmen, ohne dass sich ja  begeben kann, dass durch gegen

seitiges Aufheben^in den vorangehenden Stellen diejenigen 

Ziffern, die man abgestrichen hat, in die vorderen und für 

die beabsichtigte Genauigkeit noch relevanten Plätze ein

rücken. Bei der Rechnung nach der Formel hat man, 

wegen der Zeichenwechsel, die sie enthält, diesen Vortheil 

nicht in gleicher Weise.

4.

Das Differenzen-Tableau für die „ S e c a n t e n - C o e f f i -  

c i e n t e n “  ist nicht minder bemerkenswerth, als dasjenige 

für die Bernoulli’schen Zahlen.

Schreibt man die Secantenreihe in der Form

X IV ) S e c*  =  U +  1 . 2 . 3 4 ^ + · · ·

so erhält man zwischen ihren Coefficienten U die recur- 

rirende Gleichung

vy\ TT _2r(2r 1) ~  , 2r (2r 1) (2r 2) (2r 3) y,

'  2r 1 * 2  2r-2+  1 - 2  - 3 * 4  2r-4

—  . . . ± U 0 =  0

und hat dazu
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ü  =  1
o

Der verschwindende Ausdruck in ersterer Gleichung ist 

aber nichts anderes, als ^  das mit ^  U2r zu gleicher Zeile 

gehörige Glied 4*11*  in der Terminalreihe zur Stamm

reihe

U0 i o , u , , 0  , +  U4 , 0  , XJ® , . . .

Ilat inan also den Anfang des Differenzen-Tableau’s 

gebildet
1

— 1
0

so setzt sich dasselbe zunächst in der Terminal reihe mit

0 fort: von da wird die dritte Zeile von rechts nach links 

ausgeföllt, wodurch man zu dem Gliede — U2 =  — 1 der 

Stammreihe kommt: das nächste Glied derselben ist 0 und 

von ihm aus wird die vierte Zeile ausgefüllt:

l

-  1

0 0

— 1 + 2

-  1 + 2  

+  1
0

Da nun das 5te Glied der Terminalreihe, aus den Glie

dern U* . . U4 der Stammreihe entspringend, nach unserer 

recurrirenden Gleichung wieder 0 sein muss, so wird von ihm 

aus abermals eine Zeile ausgefüllt, dann die folgende wieder 

von der 0 aus, welche in der Stammreihe in sechster Stelle 

zu stehen kommt, und so immer hin und her. Auch 

hier wird alles sogleich definitiv ausgefüllt, — man hat 

nur mit ganzen Zahlen und, wie sich nachdem Anfänge so

gleich als durchaus geltend ergibt, nur mit Additionen zu 

thun. (Siehe das Tableau in Beilage 4.) Da die Glie
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der U0 , U« , U, , . . der ‘Stammreihe sich als positir, die 

Glieder —  U, , — U, , . . .  sich als negativ ergeben, was 

offenbar in derselben Art fortgeht, so sind die Grössen U 

selbst alle positiv

U, =  1 , U, =  1 , U« =  5 , U» =  61 u. s. w.

Bei der Betrachtung der Tafel drangt sich hier sofort 

die Frage auf, welches die Bedeutung der Zahlen -f~ 2 ,

— 16 , +  272 etc. sein mag, welche in der Terminalreihe 

sich zwischen die Nullen einschieben. Zu ihrer Beant

wortung dient am bequemsten wieder der schon benützte 

Satz über den Zusammenhang zwischen der functio gene- 

ratrix der Stamm- und der Terminalreihe. In unserem Falle 

ist zu setzen:

a =  U« =  1 

b =  0 * 

c =  - ü ,  =  - l  
d =  0

e =  +  U, =  +  5 

f  =  0 

g  =  -  ü . =  -  61 

etc.

und man hat, mit y  =  SH

f(y) =  f ( t t )  =  sec* =

Bezeichnet man also die Glieder der Terminalreihe wie fo lg t :

J  b =  -  1 =  — T,

✓ c  =  0

s d =  +  2  =  +  T ,

S e  =  0

S t  =  —  16 = - T ,

✓ g  =  0

^ h  =  +  272 =  +  T , 

etc.
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5

so ergibt sich
- y  T T 3

2 T ^ - y =  i - f y  +  r f 1 y
e + c

und wenn man wieder & einftihrt:

Es sind also die in unsrer Terminalreihe auftretenden 

Zahlen in demselben Summe T a n g e n t e n - C o e f f i c i e n t e n ,  in 

welchen die Grössen U der Stammreihe Secanten-Coefficienten 

sind, — nnd beide zugleich lassen sich arithmetisch so 

definiren:

Wenn man eine mit 1 beginnende Stammreihe so fort

setzt, dass sie selbst an der 2ten , 4ten, 6ten etc., die zu

gehörige Terminalreihe aber an der 3ten 5ten, 7ten etc. 

Stelle Nullen enthält·, so sind die Glieder ungerader Ord

nungszahl in der Stammreihe Secanten-Coefficienten, und die

jenigen gerader Ordnungszahl in der Terminalreihe Tangenten- 

Coefficienten.

Diese letztem fuhren wieder auf die Bemoulli’Bchen 

Zahlen zurück; nach der von uns gebrauchten Schreibweise 

hat man nämlich

1 2 r — 1 1 Sr— 1 Sr

XVII) T =  — 2  D =  -  2  ( 2  — 1) B
2r — 1 r I r — 1 r  r

woraus man erkennt, dass alle in r enthaltenen ungeraden 

Factoren in D 2r_  j aufgehen müssen (wie sich auch in an

derer Weise leicht darthun lässt), —  andrerseits aber, da 

die D ungerade ganze Zahlen sind, dass T & - 1  eine Potenz 

von 2  als Factor enthält, deren Exponent um denjenigen 

der in r enthaltenen Potenz von 2 kleiner ist als 2 (r — 1 ).

Die Beziehung, dass, wenn die Coefficienten der Einen 

Art in der Stammreihe stehen, die der ändern in der Ter



minalreihe erscheinen, ist übrigens eine r e c i p r o k e ;  denn 

aus dem Zusammenhange zwischen beiden Reihen ergibt 

sich auch folgender allgemeine Satz5).

Wenn die Grössen a, 6, c, d, . . . in der Stammreihe 

führen zu den Grössen a, Jb, J*c, . . .  in der Terminalreihe, 

so führen umgekehrt die Grössen a, — Jb, +

. . .  in der Stammreihe zu den Grössen a, — b, +  —  d, 

. . .  in der Terminalreihe.

Daher führt in unserm Falle eine mit den Tangenten- 

Coefficienten gebildete Stammreihe

1 , T, =  1 , 0 , — T8 =  -  2 , 0 , +  T 6 =  +  16 , etc. 

zu der Terminalreihe mit den Secanten-Coefficienten

U0 =  1 , 0 , —  Ua =  — 1 , 0 , +  TJ4 =  +  5  t o  etc. 

zurück, welche vorher die Stammreihe war.

Bei der vollkommen analogen R olle , welche hiernach 

die Zahlen in den beiden Grenzreihen der Tafel spielen, 

erscheint es hier doppelt indicirt, analog wie bei den 

Grössen D, dem Rechnungsschema die Form eines Differenzen- 

Tableau’s abzustreifen, die Zeilen, anstatt sie schräg auf

steigen zu lassen, horizontal zu ordnen, die Zahlen, die 

durchaus nur mit gleichen Zeichen zu verbinden sind, nur ihren 

absoluten Werthen nach anzuschreiben, und überall die

jenigen gerade unter einander zu bringen, welche zusammen 

zu addiren sind.

Die Tafel nimmt dadurch f&r die Rechnung die Form 

des d o p p e l t  t r e p p e n f ö r m i g e n  S c h e m a ’ s in Bei

lage 5 an. Da dasselbe in durchaus ähnlicher Weise aus

gefüllt und fortgesetzt wird, wie das Schema 3 für die 

Grössen D, vor welchem es sogar eine noch grössere Sym

metrie nach beiden Seiten voraus hat, so genügt es, zu
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5) In demselben spricht sich Eine von 5 Variationen aus, die man 

zu einem richtig ausgefüllten Differenzen-Tableau allemal durch Um

stellung seiner Zahlenreihen ableiten kann.



sagen, dass, abgesehen von den Nullen, mit welchen alter- 

nirend links und rechts die Zeilen beginnen, und abgesehen 

von der 1 an der Spitze, aus welcher sozusagen Alles hervor

gebt, auch hier jede Zahl der Tafel die Summe ist aus 

der neben ihr stehenden kleineren und der gerade über 

dieser befindlichen. Die über den Nullen heraustretenden 

Endzahlen der Zeilen sind bei unserer Anordnung links 

Secanten-, rechts Tangenten-Coefficienten.

Durch dieses Schema kann man also zugleich Secanten- 

Coefficienten und Bernoulli’sche Zahlen berechnen, erhält 

aber die letztem allerdings nicht allein mit den Factoren

2 (2** — 1), durch welche sie auf ungerade ganze Zahlen ge

bracht werden, sondern ausserdem noch mit Potenzen von

2 belastet. —

Auch in dem Schema 5 würde man, ähnlich wie zu 3 

erwähnt, sich Kürzungen durch Abstreichen der letzten 

Ziffern erlauben dürfen, wenn nur die wichtigsten Stellen 

jedes Coefficienten gefordert werden, — da auch hier der 

Fall nicht Vorkommen kann, dass in den Anfangsziffern ein 

gegenseitiges Aufheben Statt fände. — Uebrigens könnte 

man auch hier, zur Abkürzung im Schreiben, am Ende 

jeder Zeile die Wiederholung der letzten Zahl und am An

fang der nächstfolgenden die Null weglassen, wenn man 

dafür zur Regel machen würde, jede neue Zeile unter der 

letzten Zahl der vorangehenden mit der Repetition dieser 

letzteren zu beginnen.
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Die Annahme wird kaum unberechtigt sein, dass die in 

den vorstehenden §§ aufgestellten Formeln and Rechnungs- 

Vorschriften für die Bernoulli’schen und die diesen ver

wandten Zahlen die einfachsten sind, welche man bis jetzt 

besitzt; namentlich möchte dies von den auf die halbe Zahl 

der Glieder reducirten recurrirenden Gleichungen für die



Bemoulli’schen Zahlen in § 2 V I.— VIII. und für ihre 

Zähler D in § 3. XIII, andererseits aber von dem Treppen

schema zur Berechnung dieser letzteren (§ 3) und von dem 

doppelten für die Secanten- und Tangenten-Coefficienten 

(§ 4) gelten. Grösseres Interesse jedoch, als der Vortheil 

welcher hieraus für die Durchführung von Rechnungen oder 

Entwickelungen unter Umständen sich ergeben könnte, darf 

vielleicht der Nachweis in Anspruch nehmen, dass jene 

eigentümlichen und in so verschiedenartigen Entwicklungen 

auftretenden Zahlen-Folgen nicht blos privilegirt sind durch 

ihre Rolle in der Analysis, sondern auch a u s g e z e i c h n e t  

d u r c h  i h r e  a r i t h m e t i s c h e  N a t u r  s e l b s t ,  vermöge 

deren sie sich in einfacher und doch charakteristischer Weise 

sozus^en von selbst aus den Grund - Elementen 1 und 0 

aller Zahlenbetrachtung entfalten.
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